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Аннотация 

Даются точные аналитические представления для гипергеометрического 
ряда Аппеля F2(x,y) в окрестности особой точки (1,1) и вблизи границы 
Г = 8D2 его области сходимости D2'. \х\ + \у\ < 1. Показано, что функции 
Аппеля -£^(1,1) и ^ з ( 1 , 1) обладают свойством зеркальной симметрии относи­
тельно центра jo — —1/2 при замене j \—У —j — 1, j' £ Z, и взаимосвязаны. 

A b s t r a c t 

V. F. Tarasov, Representations for AppelVs series F2(x,y) to the vicinity of 
the singular point (1, 1) and near the boundary of its domain of convergence, Fun-
damentalnaya i prikladnaya matematika vol. 4 (1998), № 2, p. 669—689. 

Exact analytical representations for Appell's series F2(x,y) to the vicinity of 
the singular point (1,1) and the boundary of its domain of convergence are given. 
It is shown, that Appell's functions i ^ ( l , 1) a n d Fs(l,1) have the property of mir­
ror-like symmetry with respect to the center jo — —1/2 under the change j 1—У —j — 1, 
j G Z, and they correlate between each other. 

§ 1. Введение 
Как известно [1, с. 234], все гипергеометрические ряды из списка Горна 

(за возможным исключением F$, H\, Н$ и %{) могут быть выражены через 
ряд Аппеля F'2 или его частные и предельные формы. Именно поэтому понятен 
постоянный интерес к изучению свойств (прежде всего) функции Аппеля F'l. 

В статье рассмотрены некоторые новые свойства функции Аппеля F'I, 
исследование которых базируется на работах [2-16], где используются со­
вершенно разные подходы для получения формул аналитического продолже­
ния (например, интегральные преобразования типа Лапласа-Эрдейи, Мелли-
на-Бернса, Эйлера, Похгаммера или представление F'I через другие гипергео­
метрические функции от двух переменных). Эти свойства подразделяются на 
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две части: поведение ряда Аппеля F2(x,y) в окрестности особой точки (1, 1) 
и вблизи границы Г = 9£>2 его области сходимости D^: \х\ + \у\ < 1, т. е. на 
Г_ : \х\ + \у\ = \-Ь, 8^+0. 

Интерес к таким свойствам обусловлен тем, что с их помощью можно по­
лучить новые формулы приведения и соотношения для функции Аппеля F2, 
которые находят применение в ряде задач математической физики [17-19]. 
Область сходимости всех двойных степенных рядов, которые даны ниже, ис­
следуется по методу Горна [1, с. 221]. 

Все основные обозначения стандартны [1,20,21], например, символ Пох-
гаммера и действия с ним: 

( а ) „ = Г ( а + п ) /Г (а ) , (а)0 = 1, (а)_„ = ( - 1 ) " / ( 1 - а)„, 
(а - п)т = (1 - а ) „ ( а ) т / ( 1 - а - т ) „ , ( а ) т + п = (а)т(а + т)п, 

( а ) т _ п = ( - 1 ) п ( а ) т / ( 1 - а - т ) „ , (а - п)п = ( - 1 ) п ( 1 - а)„; 

символ Г 
1 &т 

Г ( а 1 ) . . . Г ( а п ) / ( Г ( & 1 ) . . . Г ( & т ) ) и т . д . 

§ 2. Вспомогательные сведения 
Здесь кратко изложена вспомогательная информация, необходимая для по­

следующего изложения. 

2.1. Функции П. Аппеля F^ и F$ 

1°. Согласно [20] функции Аппеля F2(x,y) и Fs(x,y) определяются в виде 
двойных степенных рядов гипергеометрического типа: 

F2 a х,у Е 
m,n = 0 

( a ) m + n ( / ? ) m ( / ? % ^ m n 

( 7 ) m ( 7 ' ) n ( 1 ) ™ ( 1 ) n 

^ (аЩ™ т р fa + m,/3' 
L „ ( 7 ) m ( l ) m V 7' 

^я 
а, а '; /3, /3' 

ж , ?/ 
у ^ (а)т(а')п(Р)т(Р% хт п 

Е 
т , п = 0 

/ /О/ 

(7) т-\-п (1)т(1) 

( " ) т ( / ? ) т т р / "« ' , /3 ' 
( 7 ) т ( 1 ) т 2 \ l + m У (2) 

где 7 ) 7 ' Ф 0, - 1 , - 2 , . . ., 2-Fi — функция Гаусса. 
Э Т И ряды абсолютно сходятся соответственно внутри областей £>2 : |ж| 

+ М < 1 и £ > 3 : к | < 1 , \у\<\. 
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(3) 

Как видно, ряды (1) и (2) симметричны относительно замены 

(F2) x^y, / З о / З ' , 7 ^ 7 ' ; 
(F3) i f > j / , о н а ' , /3<н>/3'. 

2°. Функция Аппеля i<2 может быть также представлена в виде следующих 
интегралов: 

интеграл Лапласа-Эрдейи [1,22] 

е ^ t " - 1 ^ 1 3 x\t iFi x2t )dt = -^r~F2[ a in' x,y (4) 

где x = xi/X, у = x2/X, A > 0, Re a > 0, iFi — функция Куммера; 
контурный интеграл Меллина-Бернса [10,20] 

F2 a 
7, У 

2^i 

ж, у 

i 
а, 13' 

-k-\-ioo 
a + t,/3' + t,-t 

1 + t 2F1 
a + t, /3 

7 И(-!/Г<Й, (5) 
-k — ioo 

где контур в t-плоскости параллелен мнимой оси, там, где необходимо, вычеты 
исключены так, чтобы полюсы выражения Т(а + t)T(j3' + t) лежали на левой 
стороне контура, а полюсы Г(—t) — на его правой стороне. 

Здесь функция Гаусса определяется в виде [10], [23, с. 93] 

с — а,с — b,a,b 
iFi 

а, Ъ 

1 
2^i 

-l-\-i<x> 

Г [а + s,b + s, с — а — Ъ — s, — s](l — z)s ds, (6) 

где |1 — z\ < 1, I arg( l — z)\ < 2л- и полюсы выражения Т(а + s)T(b + s) лежат 
слева, а полюсы выражения Г(с — а — Ъ — s)Y(—s) лежат справа на контуре в 
S- ПЛОСКОСТИ. 

Подобные контурные интегралы вычисляются с помощью леммы Берн-
са [23, с. 91] 

— т+г 'оо 

2m J L -г , и -г , / , j a + f] + 1 + s (7) 

где путь интегрирования искривлен так, что полюсы выражения Т(~(—и)Т(8—и) 
лежат справа от него, а полюсы выражения Т(а + и)Г(/3 + и) — слева (пред­
полагается, что параметры а, /3, 7, ^ таковы, что полюсы этих выражений не 
совпадают). 
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3°. Преобразования П. Аппеля для функций F2 и Fs [1,20]: 

х у 
*2 а 7, У х,у 

*я 

(l-y)-aF2la 

{l-x-y)-aF2la 

а, а'; в, 13' 
х,у 

{l-x)-aF2[a 

in' 

7- /3 , /? ' 
7, i 

х у 

1 - у у - 1 

7 - / 3 , 7 ' - / ? ' 
7, 7' 

ж — 1 1 — ж 

г/ 

7 

F 2 А + /л + 1 - 7 

= ^(-ж)А(-г/)"г 

А,// 
А + 1 - р , // + 1 — сг 

х + у - 1 х + у - 1 
j,p- \ , a - p 
р, а, 7 - А - /л 

1 1 
х' у 

(8) 

(9) 

здесь сумма состоит из четырех слагаемых, в которых (формальные) па­
раметры (Х,р,р,а) заменяются соответственно на параметры (а, а', /3, /3'), 
(а, /3', /3, а'), (/?, а', а, /3') и (/3, /3', а, а'). 

4°. Для функции Аппеля F2 имеют место: 
формула приведения [1, с. 231] 

*2 7 7,7 
/3 х iF0 

'/?' 
У 2 * 1 

/?,/?' 
ж,2/) = i*b 

и рекуррентные соотношения [15, с. 16] 

F \ C + J c,c + p Х'У) = 

(C)V J2(-irC™F2{c + j - p 

ху 
(l-x)(l-y) 

(10) 

уР (c + j - р)р 

а,а — га 
с, с 

х,у f l l ) 

где С™ = р\/(т\(р — га)!), Re(c + j — р) > 0, р ^> 1; 

г/(с + с г - 1),Р2(с + <7 

= / 3 ^ 2 1с + < т - 1 

+ (l3-c)F2(c+a-l 

а, /3 
с, с 

а,/3+ 1 
с, с 

ж, У 

х,у) +(c-2(])F2[c + a - l 
а, /3 
с, с ж , ?/ 

а, /3 — 1 
с, с ж , ?/ (12) 

где < т ^ 1 целое, Re(c + IT — 1) > 0. 
Последние две формулы связаны с элементарными соотношениями для 

смежных функций Куммера [1,15] 

1*1 z = 1*1 
а + 1 

Z | - c l F l l c + l 
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^V
 F а + 1 ^ИГс;л7+1 т = 0 

а + 1 — га 
Р 

a i F i 
а + 1 

z = ( с - а) i F i 
а - 1 

z + (z + 2a-c)1F1 

2.2. Функции П. Олссона FP и FPJ i 

Согласно [5, с. 190] первая функция Олссона FP(x,y) определяется в виде 
интеграла Лапласа 

e-V-SFif61 xt Ф 
С2 

у Л dt = Г 
а, а - с2 + 1 

а + &2 - с2 + 1 
FP(a,b1,b2,c1,c2;x,y), 

где Re а > 0, Re(a — с2 + 1) > 0, с\, с2 ф 0, —1, —2, 

Ф 
1 - е 

6 - с + 1 1*1 z + Г 
с - 1 

& 
1-е р lb-C+1 

Z lFl\ 2 - е 

есть функция Трикоми [1, с. 245], с <£Ж. 
Функция Fp представляется также в виде гипергеометрического ряда [5, 

с. 188] 

FP(a,b1,b2,c1,c2;x,y) = 

(а)т+п(а - с2 + l ) m + „ ( & i ) m fx\m (У- 1 V _ Е 
со 

Е 
т = 0 

(а + Ъ2 - С2 + l ) m + n ( c i ) m ( l ) m ( l ) п \У 

(а)т(а - с2 + l ) m (&i ) m (x 
(а + Ъ2 - С2 + l ) m ( c i ) m ( l ) m \ У 

2-Fl 
а + т, а — с2 + 1 + га 

а + Ь2-с2 + 1 + т 
У-1 

У 
(13) 

у - 1 
у 

< 1. который абсолютно сходится в области DP : 

Вторая функция Олссона FPR определяется в виде ряда [6, с. 465] 

FPR(a,bi,b2,ci,c2;x,y) = 

(bi)m(b2)„(b2 - с2 + 1)„ ( х - \ \ т (у-1 Е (а + Ь2 - с2 + l ) „ ( l ) m ( l ) , ; 

1 - 0 

m,n = 0 
a, &i + га, a — c2 + 1 

c b a + &2 - c2 + 1 + n 

У 

(14) 

где Re(ci — b\ -\-b2 — a + n — га) > 0 и область сходимости D P H : -—- < 1, 

< 1. 
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З а м е ч а н и е . Здесь функция Клаузена 3*2(1) B общем случае не суммиру­
ема, как функция Гаусса 2*1 (1), кроме специальных случаев, когда ее па­
раметры удовлетворяют, например, условиям Заальшютца, Диксона, Ват-
сона, Уиппла, Дуггола и т .д. [1, с. 188]. Именно поэтому, как отмечает 
Ю. Люк [24, с. 190], ряды вида (1.14) «не принадлежат к гипергеометриче­
скому типу». 

2.3. Функции В. Гаргаро и Д. Онли Qi и Qi 

Согласно [11, 12] эти функции определяются в виде гипергеометрических 
рядов 

Q1(a,b,c,d,e;x,y)= ^ 
т,п = 0 

Q2{a,b,c,d,e;x,y)= ^ 
т,п = 0 

\С*>)т-\-п \^)т \*-)т \*-)п 

(а)т(Ь)т(с) хГПуП^ ( 1 б ) 

которые абсолютно сходятся соответственно в областях DQl : \х\ + \у\ < 1 и 

2.4. Преобразования для функций Гаусса и Куммера 

Согласно [1] имеют место формулы: 

2*1 
а, Ъ 

2 * 1 1 Н Г Л а, 1 + а — с 
1 + а-Ь 

2 * 1 l)(-z)-b2Fl 
6, 1 + 6 - с 

1 + 6 - а 

где \z\ > 1, | a r g ( - z ) | < тг, а - 6 £ 

р / а , 6 
2-Г1 

с, с — а — b 
с — а, с — 6 

где Re с > Re 6 > 0, Re(c - а - 6) > 0; 

I * 1 ! 

(17) 

(18) 

••) 

,pY-ff l.J 
2-^1 

= Г 

V с 

с 
с - 6 

б 

z ) = ( l z)\FJ~a'c~b 
z) 2-Г\ 

Л +г с 
6 

с 

егтг(Ь-с)£ 

-" V 

- ) • 

(19) 

(20) 

где Ф — функция Трикоми, е = sgn(Imz) , с ^ 
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2.5. Обычные интегралы типа Эйлера 
для функций iFi, 2F1 и з^2 

Согласно [21, с. 32] имеют место формулы: 
1 

1*1 

где Re с > Re a > 0: 

а, Ь 

z = Г с 
а, с — а 

eZtta-l<l_t]c-a-l dt, 

где Re с > Re Ь > 0 

z = Г с 
Ь, с — Ь 

2 1 & 1 , & 2 

где Re&i > R e a i > 0 

z = Г &i 
a b & i - a i 

^ь~1(1 — i ) c - 6 - 1 ( l — ^^)~ас/^, 

1а1-1,1_ф-а1-12р(а2а3 

\ 0'2 

(21) 

(22) 

zt) dt, 

(23) 

§ 3. Некоторые известные представления для 
аналитического продолжения ряда Аппеля 
Fii^iV) в окрестности особой точки (1,1) 

Рассмотрим здесь кратко, придерживаясь хронологии, четыре совершенно 
разных подхода к получению представлений ряда Аппеля F2(x,y) в О(С'о) — 
окрестности особой точки Со(1, 1) (в виде открытого круга с радиусом 
6->+0). 

3.1. Формула П. Олссона (1965) 
По-видимому, П. Олссон впервые рассмотрел вопрос об аналитическом 

продолжении ряда Аппеля F2(x,y) в О(С'о) [2-9], исходя из интегрального 
преобразования Лапласа-Эрдейи (4), где одна из функций Куммера предста­
вляется в виде (20). Тогда следует представление [5, с. 191] 

F2 a bi,b2 

С\,С'2 

с2,а -
р 2 , а -

х,у) = 

-с2 + 1 
- &2 + 1. 

: Г 

е" 

с2, а - с2 + 1 
с2 - Ь2,а + Ь2 - с2 + 1 

ei*(b2-°2)e (I _ х _ уу« Х 

Fp a , c i - b1,c2 - b2,ci,c2; 
x + y - l ' x + y - l 

;Fp(a,b1,b2,c1,c2;x, y) + 

(24) 
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где Fp — функция Олссона, определенная в (13), е = sgn(Imj/). 
Как видно из (24), чтобы получить аналитическое продолжение ряда Ап-

пеля F2(x,y) в О (Со), необходимо найти его для двух функций Олссона. Со­
гласно [6] в этом случае имеет место представление 

Fp(a, b1,b2, с ь с2; х, у) = FPR(a, b1,b2, сх,с2; х, у) + Ср • и(х, у). 

где FPR — функция Олссона, определенная в (14), 

_ сг,а + b2 - с2 + 1,а + &i - ci - b2 
р [ a,bi,a - с2 + 1 

и(х,у) = xbl-Cly-b2(l - x)Cl-bl+b2-ax 

ci-bi,b2;l-bi,b2-c2 + l x-1 1-х 

(25) 

(26) 

:^з с\ - &i + Ь2 - а + 1 У 

у 
< 1, а все аргумен-здесь для функции Аппеля F^ область D: \^-\ < 1, 

ты гамма-функций в коэффициенте Ср должны быть такими, чтобы все Г( 
имели смысл. 

3.2. Формула Г. Хейне (1969) 
Вторая формула аналитического продолжения ряда Аппеля F2(x,y) в О(С'о) 

была получена Г. Хейне [10] с использованием интегрального преобразования 
Меллина-Бернса (5). С учетом формул (6) и (7) выводится представление 

F2 a 
7, У х,у 

7 , 7 , , 7 - / ? - 7 , + / ? ' , 7 , - / ? , - а + /?' 
/ 3 ' , 7 - / ? , 7 ' - / ? ' + / ? , 7 - « 

Е°° (а)т+п(/3)т(а + 1 -j)„ 
(V - Я' 

Jn(a+f3'-1')e 

3-^2 

Г 

^ (У - /3' + / 3 ) т ( а + 1 - у + /3' - /?)„(1)т(1), 

а + 1 - 7 + /3 - /3' + га, i - /3' - а + (3 - п, i - /3' 
i -/3' + /3 + га, 1 - 7 + /3 + 7' -13' 

l , l ' , a - i +/3' -13 p i 7 r (« + / 3 ' _ 7 ' ) £ 

«, 13', 7 - 13 

-(1-ХГ(1-УУ' 

1 - 0 + 

0/-1) 7 ' - /3 ' -а+/3 

Е (У - /3' + 13 + т ) „ (/3)т (1 - 7 + /3 + У " /?')„ 
(1 + У - / 3 ' - « + /3 ) п (1 ) т (1 ) , 

( 1 - ж ) т ( 1 - г / ) ^ 

1 - 0 + 

т , п = 0 
-n,a+l-j + l3-/3' + m,j'-/3' 

ЧУ -/3' + /3 + га, 1 - 7 + /3 + У - /3' 
два аналогичных слагаемых с учетом свойства (3) 
(и замены га f-)> п) для F2(x, у); (27) 
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здесь е = ± 1 соответствует совпадению знаков lm x ^ 0 и Imy gS 0. 
Заметим, что двойные степенные ряды в (27) не являются гипергеометри­

ческими (в обычном смысле по Горну [1]), т . к. их члены содержат функцию 
Клаузена 3-^2(1), которая не суммируема в общем случае (как было указано 
выше). 

3.3. Формула В. Гаргаро и Д. Онли (1971) 

Третья формула аналитического продолжения ряда Аппеля F2(x, у) в О (Со) 
была получена В. Гаргаро и Д. Онли [11,12] с использованием интегрального 
преобразования Лапласа-Эрдейи (4), где одна из функций Куммера предста­
вляется в виде эйлеровского интеграла (21). С учетом формул (22) и (23) 
выводится представление [12, с. 1043] 

F2 a 0-1,0-2 
bi,b2 

Ь'2,02 
а-2,Ъ2 

х,у 

— а 
— а (~У) "Qi I a , l - b2 + а,аг,1 - а2 + а, Ьг; - , — 

У У 
bi,b2,a - a2,ai + а2 - а 
а,аг,Ь2 - a2,bi + a2 - а 

= Г 

+ г 

х Q2 [ а2, 1 - Ъ2 + а2, ai + а2 - а, 1 - а + а2, &i + a2 

+ Г 

х F3 

—х 1 

У ' х 
b1,b2,a - ai- a2 

a,bi - ai,b2 - а2 

1 + ai + а2 

(-х)-^(-у)-^ х 

ai,a2;l - bi+ аг,1 - b2 + a2 1 1 
x' у 

(28) 

где Qi и Q2 — функции Гаргаро и Онли, определенные в (15) и (16). 

3.4. Формула К. Сада и Л. Райта (1976) 

Четвертая формула аналитического продолжения ряда Аппеля F2(x,y) 
в О(С'о) была получена К. Садом и Л. Райтом [13], которые исходили из ин­
тегрального преобразования Лапласа-Эрдейи (4). С учетом формул (8) и (9) 
выводится представление 

1 
F2 1 + ai + а2 - а ai,a2 

bi,b2 

A-Fa 

х,у 

1 1 

T[bi,b2,a - ai - а2] 

ai,a2;l + аг - bi,l + a2 -b2 

x' у 

аг,Ь2 - a2;l + аг -bi,l - a2 B-Fa b2 - 2a2 + a 
1 - у у - i 4 
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•C-F3 
а2, &i - a i ; 1 + а2 - &2,1 - ai 

&i — 2ai + a 

bi + b2-2ai-2a2 + a 

1-х х — 1 

J/ 
b1-a1,b2-a2; 1 - а ь 1-а2 ж + у - 1 ж + у - 1 

г/ 
(29) 

где 

А = ж - а 1 г / - а 2 /Г[&1 - а ь &2 - а2, а], 

В = х-аЧ-у)а>-ь>(1 - у)"-2*^'-1/T[h - аиа2, b2 - 2а2 + а], 

С = {-х)а^у-а-{1 - х)"-2"^-1/Т[Ь2 - а2, а ь 6i - 2ai + a], 

D = {-x)ai-bl{-y)a--b-{l-x-y)a+bl+b--2ai-2a-/T[a1,a2,b1 + b2-2a1-2a2 + a]. 

Э т а формула по существу является «обращением» преобразования Аппеля (9). 

§ 4. Зеркальная симметрия 
функций Аппеля F% и Клауз ена 3-F2 
с единичным значением аргументов 

Исходя из (4), рассмотрим интеграл 

- ^ ' - N ^ ( 7 | zyz = T(c + ])F2(c + ] | -а
с>-а | l , l ) (30) 

где Re(c + j) > 0, с ^ 0, —1, —2, . . . , j £ Z , я ^ 0 целое. 
Заменим здесь одну из функций Куммера ее выражением через контурный 

интеграл Похгаммера [1, с. 259] 

1*1 2тт {с)а 
ezt(-t)-a-1(l -t)c+a-1dt, (31) 

где интегрирование идет вдоль контура L, который начинается в точке t = 1, 
обходит начало координат в положительном направлении и возвращается в 
исходную точку. При этом предполагается, что все особые точки подынте­
гральной функции, кроме t = 0, лежат вне контура L. Все степени в (31) 
понимаются в смысле главного значения. 

Поскольку интеграл (30), с учетом (31), сходится абсолютно и равномерно 
(при указанных условиях), то можно изменить в нем порядок интегрирования. 
Используя затем преобразование Лапласа для функции Гаусса 

e - ^ z g - i l i ? 1 ( « UJZ dz 
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где Reg > 0, к > О, /3 ф 0 , - 1 , - 2 

' (1)а h 2ж (с)а 

, . . ., получаем 

T(C + J) Л н ) - " - 1 ^ - * ) ^ - ^ -а,с + j 
с 1-t 

dt. 

Если в последнем интеграле сначала над функцией Гаусса совершить пре­
образование Эйлера (19) и затем представить ее в виде ряда, то имеем 

h ±(3 
2т (с)а ' 

'-Т(с-
п = 0 

- a ) n ( - j ) 
(c)n( l)n 

{\-t)-j-lrn-ldt. 

Полагая здесь 7 = —п — j , последний интеграл находим из (31) при z —У 0: 

(7)п (1 _ f yy+n- l f -n- l<f t = 2 7 г г - Ш ^ ( - 1 ) 
(1)п 

lim i_Fi 
г->0 7 

2тп' ( l + j ) n 

(1)п 

Таким образом, интеграл типа (30) сводится к интегральному представле­
нию функции Клаузена с единичным аргументом через контурный интеграл 
Похгаммера 

h 
1 (1) 

2m (с)а ' 
^(c+jUa-*)- ' ' - 1*- 1^! -a,-J 

с 
dt 

Ш^+^'Г1л+1 1 . (32) 

Сравнивая (30) и (32), получаем утверждение [15,16]. 

Т е о р е м а 1. Функции Аииеля ^ ( l , 1) и Клаузена 3-^2(1) обладают свой­
ством зеркальной симметрии относительно центра jo = —1/2 при замене 
j ^ -3 ~ 1, j е Z ; 

^2 с + j -a, —a 
с, с 

1,1 )=F2 c - j - 1 -a, —a 
с, с 

(D„ 

1Д 

с 
"3-^2 

а 

-a,-3,3 + 1 
с,1 

(33) 

где Re(c + j ) > 0, Re(c - j - 1) > 0. 

С л е д с т в и е 1. В точке центра симметрии jo = —1/2 имеет место формула 
приведения 

F, с 
1 -а, —а 

с, с 1,1 Йк3^2( а Т 2 

(с) a V С, 1 

1 1 
' 9 > 

где Re(c — -j) > 0, 0 < 3-^2(1) ^ 1 {по теореме Лейбница). 
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§ 5. Представления для функций Аппеля 
7*2(1,1) и ^з(1,1) и их взаимосвязь 

Покажем теперь, что предельное значение функции Аппеля Р2(х,у) в осо­
бой точке (1,1) может быть получено, если исходить из представлений ряда 
Аппеля F2(x, у) в окрестности О (Со), которые даются формулами П. Олссона, 
Г. Хейне, В. Гаргаро-Д. Онли и К. Сада -Л . Райта из § 3. Все эти формулы 
при определенном наборе их параметров (имеющих физический смысл) точно 
совпадают (в пределе х —>• 1 =р 0, у —?> 1 ± 0) с формулой (33) [15,16]. 

Нам будет необходима следующая вспомогательная 

Л е м м а 1. Для функции Клаузена 3-^2(1) справедливы соотношения: 

3-^2 
-3,3 
с,1 3-е* 2 

с + а,-3,3 + 1 
с,1 

(-З)а 
(1) 

"3-^2 
-а,с + j,j + 1 
с, 3 + 1 - а 

(34) 

где c,j + 1 - а ф 0 , - 1 , - 2 , . . . . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Первое (второе) соотношение справа в (34) легко про­
веряется разложением в ряд функции Клаузена з-Рг(1) по параметру j ^> 0 
(а ^> 0) и приравниванием их коэффициентов при 1/(с)&, где к = 0, j (к = 0, а), 
соответствующим коэффициентам разложения в ряд функции Клаузена з-Рг(1) 
слева. 

Предельные значения для функции Аппеля ^ ( 1 , 1 ) , исходя из указанных 
выше в § 3 формул аналитического продолжения, будем рассматривать в 
окрестности «двухлучевая звезда» U = О (Со) П Г, где Г: х + у = 2, х = 1 + 8, 
0 <С 8 <С 1; тогда U = U \ {Со} — проколотая окрестность. В связи с этим 
введем обозначение 

Km F2 
7, У 1 т М ± J F, 7, i 1 т о, 1 ± о 

5.1. Модификация формулы П. Олссона 
Исходя из (24)-(26), получаем 

F,[a h ' h 1-6,1 + 6 
c i , c 2 

&2,2с2 - а - b-2 - 1 
С2 

С 2 - & 2 , С 2 + & 2 - а - 1 
С2 

: 2-^1 

2-Fl 

1 \Fp(a,bi,b2,ci,c2; 1-6, 1 + 8) + 

lj(-l)aFp(a,c1-b1,C2-b2,c1,c2;l-8, 1+8), 

где в (24) было принято е = 0; выражение 2F\(1) дано в (18). 
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Учитывая (13), находим пределы: 

Km Fp(a, b1,b2, c1,c2;l - 6, 1 + 6) = 3 f t 
a,b1,l + a - с2 

с ь 1 + а + &2 - с2 
1 - 0 

Km ft(a, ci - &i, c2 - &2, ci, c2; 1 - S, 1 + (5) 

=ift 
a ,c i - &i, 1 + a - c2 1 - 0 

ci, 1 + a - &2 

Отсюда следует 

Т е о р е м а 2. Имеет место представление 

С\,С'2 

'&2,2с2 - a - &2 - 1 

ft U 1 - 0 , 1 + 0 

2*1 

+ 2ft 

3ft 

С2 

а ,& ь 1 + а - с2 

с ь 1 + а + &2 - с2 
1 - 0 + 

С2 - &2,С2 + &2 - а - 1 

С2 

a ,c i - 61, 1 + а - с2 

с ь 1 + а - &2 

1 ( -1 ) 

1 - 0 

где R e a > 0, с ь с2, 1 + а - &2, 1 + а + &2 - с2 ^ 0, - 1 , - 2 , 

_Еслгг здесь сделать замену 

a = с + j или с — j — 1, &i = &2 = —а, ci = C2 = с, 

то следует формула приведения 

F2[c + j -а, —а 
с, с 1,1 

-•?)<• р f-a,c + j,j + 1 
7 7 3-Г2 • . 1 

(35) 

(36) 

(37) 

которая (если учесть лемму) сводится к формуле (33). 

Заметим, что второе слагаемое в (35) с параметрами (36) обращается в 
нуль, т . к. 2-Р\(с + a, a — j — 1; с; 1) = 0 или 2f t (с + а, а + j ; с; 1) = 0 за счет 
1/Г(—а) = 0, а ^> 0 целое. 

5.2. Модификация формулы Г. Хейне 

Исходя из (27) с е = 0, получаем 

ft a 7,7 
1 - (5, 1 + S 7 , 7 ' , 7 - / ? - 7 ' + / ? ' , 7 ' - / ? ' - « + /3 

/3 ' ,7 - /? ,7 ' - /? ' + / ? , 7 - « 
V^ И т + п ( / ? ) ™ ( « + 1 - 7 М т М ) П 

2 ^ Г-/' - Я' 
m,n = 0 (У - /3' + /3)m(a + 1 - 7 ' + /3' - /?)„( l )m(l)„ 

3ft 
a + 1 - 7 + /3 - /3' + m, 7' - /3' - a + /3 - n, 7 ' - /3' 

i -/3' + /3 + m, 1 - 7 + /3 + 7' -/3' 1 - 0 + 
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7, У, OL- i + /?'-/?' 

Е 

^7 '_ /3 '_«+/з х 

(У - {!' + /3 + m) n ( / ? ) m (1 - 7 + /3 + У ~ / ? % 
(1 + У - / ? ' - « + / 3 ) п (1 ) т (1 ) п 

- и , 7 ' -f3',l + a-*f + f3-f3' + m 
У - /3' + /3 + т , 1 - 7 + /3 + У - /3' 

<f"(-<5)n х 

1 - 0 (38) 

где Re а > 0, Re(7 ' — /3' — а + /3) > 0 (остальные параметры прежние). 
Как видно из (38), при S —У + 0 второе слагаемое обращается в нуль, а в 

первом слагаемом в двойной сумме остается только один член (га = п = 0). 
Отсюда следует 

Т е о р е м а 3. Имеет место представление 

F*,\a 
1,1' 

1 - 0 , 1 + 0 

*Fo 

7 ,У,7 - / ? -У + /? ' ,У- /? ' -« + /3' 
/ 3 ' , 7 - / 3 , У - / ? ' + / ? , 7 - « 

a + 1 - 7 + /3 - /3', У - /3' - a + /3, 7 ' - /3' 
У - /3' + /3,1 - 7 + /3 + У - /3' 1 - 0 

где У - /3' + /3,1 - 7 + /3 + У - /3' ^ 0, - 1 , - 2 , . . . . 
.Если здесь сделать замену а = с + j или с — j — 1, /3 = /3' = —а, 7 = 7' = с> 

то следует формула приведения 

F2[c + j -а, —а 
с, с 1Д - I V , Л c+a,-j,j + l 

с,1 

которая (если учесть лемму) сводится к формуле (33). 

5.3. Модификация формулы В. Гаргаро и Д. Онли 
Исходя из (28), получаем 

F2 a a i , a 2 

b\M 
l-S, l + S 2F1 

a,b2 - a2 
1 ( - 1 - * ) -

Qi ( a, 1 - b2 + «, a i , 1 - a2 + a, b 

a — a2, b\ — a\ 

1 8-1 

+ 2^1 h 1 2*1 

ь 1 + <Г l + rf 

b2 - a,a2 

Q2 a2 , 1 - b2 + a2, ai + a2 - a, 1 - a + a2, &i + a2 - a 
( 5 - 1 1 
1 + <T 1 - r f 

х ^ з 

, Л ; 7 Л 3 (^-i)-ai(-i-^)-a2x 
( 0 l ) - a i ( 0 2 ) - a 2 

ai, a2; 1 - bi + ai, 1 - b2 + a2 

1 + ai + a2 — a 1 -<T l + S. 
(39) 
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где Re а > 0, bi,b2,l + ai+a2 — ос ф 0 , - 1 , - 2 . . . (остальные условия прежние). 
Если здесь сделать замену 

а = с + j или с — j — 1, сц = а2 = —а, Ь\ = Ъ2 = с, 

то первые два слагаемых в (39) обращаются в нуль, т. к. 2F\(a, с + а; с; 1) = 0 
и 2F\ (а + а, с + а; с; 1) = 0 за счет 1/Г(—а) = 0, а ^> 0 целое. 

Отсюда следует 

Т е о р е м а 4. Имеет место представление 

F2 a -a, —a 
с, с 

1 - 0 , 1 + 0 

(«Ьа ̂
я 1 — 2а — а 1 + 0, 1 - 0 

где a = с + j или с — j — 1, j <Е Ж, с,1 — 2а — а ф 0, —1, —2, 

5.4. Модификация формулы К. Сада и Л. Райта 
Исходя из (28), получаем 

F2 \ 1 + Я1 + а2 - а 
Я 1 , а 2 

&1,&2 
1 - (5, 1 + (5 

1 1 
1-8' 1 + 8 

• В • F3 

•C-F3 

D-F* 

а ь а2; 1 + ai - &i, 1 + а2 - &2 

а ь & 2 - а2; 1 + ai - &i, 1 - а2 

a2,&i - a i ; 1 + а2 - &2,1 - ai 

&2 - 2а2 + а 

Ь\ — 2а\ + а 

-8 8 
1-8' 1 + S 

S -S 
1 + 8' 1-8 

b1+b2-2a1-2a2 + a 
b1-a1,b2-a2; 1 - а ь 1 - а 2 1 1 

1-8'1+8 
(40) 

где 

А= {1-8)-а1{1 + 8у 
(bl)-ai(b2)-a2' 

В = {1- 8)~ai{-l - S)a^-b^(-8)a-2a^+b^-lT 

С = {1 + 8)~а2(-1 + s)ai-bi8a-2ai+bl-1T 

jj — (S—l)ai~bl (—l—^)a2-b2(_^\ci+bi+b2-2a1-2a2Y 

bi,b2,a - ai - a2 

pi - ai,a2,b2 - 2a2 + a_ 

bi,b2,a - ai - a2 

b2 - a2,ai,bi - 2ai + a\ ' 

b±,b2,a — a±—a2 

p,±,a2,b± + b2 — 1a±—1a2 + a_ 

здесь R e a > 0, Re(a — 2a2 + b2 — 1) > 0, Re(a — 2a\ + b\ — 1) > 0 (остальные 
условия прежние). 
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Как видно из (40), при S —У + 0 коэффициенты В ж С обращаются в нуль. 
Если здесь сделать замену 

а = 1 — 2а — с — j или 2 — 2а — с + j , а\ = а2 = —а, Ь\ = Ь2 = с, 

то коэффициент D также обращается в нуль за счет 1/Г(—а) = 0, а ^> 0 целое. 
Отсюда следует 

Т е о р е м а 5. Имеет место представление 

Foil-2a-a -а, —а 
с, с 

(а )2< 

1 - 0 , 1 + 0 

, а, —а; 1 — а — с, 1 — а — с 
г: 1 + 0, 1 - 0 

(c)i \a 
где а = 1 — 2а — с — j или 2 — 2а — с + j , j £ 7L, с, а ф 0, —1, —2, . . . . 

Две последние теоремы показывают, что функции Аппеля ^ ( l , 1) и -Рз(1, 1) 
взаимосвязаны. Отсюда следуют утверждения. 

Т е о р е м а 6. Функция Аппеля Fz(l, 1), как и ^ ( l , 1), обладает свойством 
зеркальной симметрии относительно центра jo = —1/2 при замене j \-ь —j — 1, 

(1 - 2a - с - j)2aF3 
4 ' * 1 — 2a — с — j 

{2-2a-c + j)2aF3 

-a, —a: 1 — a — c, 1 — a — с 
1Д 

-a, —a: 1 — a — c, 1 — a — с 

F 

2 - 2a - с + j 

Т е о р е м а 7. Справедлива формула приведения 

a, —a: 1 — a — с, 1 — a — с 

1,1 

1,1 
(a) 2 a 

l)a(c)a p f - a , - j , j + 1 
3F2[ c , l 

где a дано выше. 

§ 6. Точное аналитическое представление 
ряда Аппеля F%{x^y) вблизи границы 
его области сходимости 

Сначала сформулируем основное утверждение (в нелогарифмическом слу­
чае) [15]. 

Т е о р е м а 8. Имеет место представление для ряда Аппеля Р2(х, у) вблизи 
границы Г = dD2 его области сходимости D2: \х\ + \у\ < 1, т. е. на Г _ : 
\х\ + \у\ = 1-6,6->+0, \х/у\< 1; 

13,13' F2 a 
1,1 

х,у) =Е1 + Е2 + Е3 
г_ 

(41) 
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при условии Re а > 0, Re(7 + У — /3 — /3' — а) > О нецелое, в области 

D={DEinDE2nDEs) CD2, 

где 

-х х + у—1 Ei = y-%F1 ( a'J 

в области DF 

1 Qi (a,l + a-j',j-/3, l + a+/3'-j',j 1 1 

У У 
(41') 

x+y-l 
У 

E-2 = X 7 — p —ap — 7 
УР " 7 2 * 1 i 1 2 ^ 1 

/3, a + /3' - 7 ' 
7 

Q2 I - /? ' , i -p , - i+ i -P-P-<*A+i-P-<*,7+7' - /? ' -« 
-ж 1 — x — у 
У х 

(41") 

в области DErt ; II - ^ I - IХ g у || > 1: 
^ 2 || х I I Г II ? 

/5-7„/з'-7'п _ 1 ,_,Л7+7'-/з-/з'-«„р, / V ~a,i ~ Р' Е3 = xP-^yP -У (1-х-у) 

Ч - /?, 7 + У - /?' - « 

2-Fl 

х 2-F1 

х £3 

7 

1 + 7 + 7 ' -13-/3'-a 
1 - /3 ,1 - / 3 ' ; 7 - / 3 , 7 ' - / ? ' x+y-l x+y-l 

У 
(41' 

в области £) в : I £+2_JJ < 1 ; 
а ;+ ; / -1 < 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применяя к ряду Аппеля F2(x,y) в (1) формулы (9) 
и (17), имеем 

/?,/?' F-2 a 
7,7 

х,у) =Е1+Е: 23 , 

где 

# i = y~a2F! 
a,(]' Л у ^ ( a ) m ( 7 ~ /3)m( l + a - 7')r 

У ^ ( 7 ) m ( l m = 0 ( 7 ) ™ ( i + « + /?'-7')™(i)™ V г/ 

2 * 1 
a + m, I + a — 7 ' + m 

l + a + /3'-j' + m 
x + y - l 

что совпадает с правой частью в (41'); выражение £"23 имеет вид 

£23 = / - ' ( 1 - , - г / Г ' - ' 3 ' - ^ / 7 ' - а ' 7 ' - / 3 ' 
7 

у ^ ( 1 - / 3 ' ) п ( 7 ' - / ? ' ) п ^ + г / - 1 
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2-Fl 
7 - /3, а + (]' - i - п 

7 х + у - 1 

Если в последней сумме к ряду Гаусса вновь применить формулу (17), то 
получаем 

-Е'гз = Е-2 + Ез, 

где выражение Е^ содержит Q2(x,y) — вторую функцию Гаргаро и Онли, а 
выражение Ез — функцию Аппеля Fs(x, у). 

В самом деле, имеем 

Ео. = х •у'-Р'-ОуР'-У'^С У - а , 7 ' - / ? ' 
У 1 2 * 1 

/3, а + У - 7' 
7 

(1 - У)п(У - У)п(7 + У - / з - У - «)п 
А: (1 + У п = 0 

->Fx 

(1 + 7' - /3' - а ) „ ( 7 + У " /3' - «)„(1)„ 

а + У - 7 ' - и , 1 + а + У - 7 - 7 ' - и х + у - 1 
1 + а + /3 + У - 7 - 7 ' - " 

что совпадает с правой частью в (41"); 

Е3 = ^-V'"7 ' (1 - х - yy^'-P-P'-a
2F1 f1' ~ " ' / " ̂  l ) 

У - /3, 7 + У - У - а 
2-^1 

оо 
7 

(1-/?'Ы7'-Яп 
п = 0 

2-Fl 

Ж + У - 1 
( 1 + 7 + 7 ' - / 3 - / 3 ' - « ) п ( 1 ) п V У 

7 - / 3 , 1 - / 3 Z + J / - 1 
1 + 7 + 7' - / 3 - У - а + п 

что совпадает с правой частью в (41"'). 
З а м е ч а н и е . Если \у/х\ < 1, то в (41) надо учесть свойство (3). 
Э т а теорема дает точное аналитическое представление для ряда Аппеля 

-руж, у) на Г_ по параметру S = 1 — х — у —У +0 , \х/у\ < 1, через три других 
ряда гипергеометрического типа от двух переменных Q\, Q2 и Fs- Отсюда 
легко получаются асимптотические разложения ряда Аппеля -РУ», у) на Г_ по 
порядку 0(6к), к ^ 1. 

С л е д с т в и е 2. Если в теореме 8 положить S = 0, то имеем точное аналити­
ческое представление для ряда Аппеля i<2(ж, г/) на границе Г = £>2 •' |Ж | + Ы = 1 •' 

а, 7 - /3, 1 + а - У 
7, 1 + а + У - i 1-х 

Ц а 

= ( 

7, 7' 

L-У" 

«,2/j 

• а 2 ^ ( 

г 
а, У 

7' 
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V - / 3 ' - « (1 - х)Р -I 2 * i 
y-a,Y-(]i 

1 2 * 1 
'/?, а + (]' - i 

7 

F, 3-е* 2 
1 - / 3 ' , 7 ' - / ? ' , 7 + 7 ' - / ? - / ? ' - « 

l + i -a-13'n + i -13' -а 1-х 
(42) 

где < 1, 0 < ж < \ (остальные условия прежние) 

С л е д с т в и е 3. Если в (42) положить х = у = -^, то имеем представление 

F2(a ^ ' , ' ' Л 

V 7 , 7 ; - > 

2 а
2 ^ 1 

7 
a, 7 - /3,1 + а - У 
7 , 1 + а + /?' - i -1 + 0 + 

• 2 a
2 * l 

У - а , 7 ' - / ? ' 
7' 

1 2 * 1 
/3, а + У - 7 ' 

7 

1 * 2 
1 - у , у - У , 7 + У - / ? - У - « 1 + 0 (43) зГ2[ 1 + У - У - а , 7 + У - У - а 

где ряды Клаузена з*У—1 + 0) есть ряды типа Лейбница. 

З а м е ч а н и е . Формулы (42) и (43) согласуются с аналогичными формула­
ми (17) и (19) в [25], однако общая теорема 8 отлична от теоремы 1 в [25], где 
сохранен лишь первый порядок 0(6) асимптотического разложения ряда F2 

вблизи границы Г = dD2 • 

Используя формулы (10)—(12), из (42) и (43) можно легко получить многие 
формулы приведения и рекуррентные соотношения для ряда Аппеля F2(x,y) 
на границе Г; например, имеем: 

*2 7 
7,7 

1 1 
2 ' 2 

2 ^ ' 2 ^ ( ^ ' | l ) 

*2 7 + 1 7,7 
1 1 
2 ' 2 

+ (7 - ЩР2 7 7,7 

/?, /?'+ 1 
7 , 7 

1 1 

1 1 
2 ' 2 

2' 2 + (/? - 7)*2 7 
/ ? , / ? ' - 1 

7 , 7 
1 1 
2 ' 2 

З а м е ч а н и е . В работе [26], где использовалась функция Кампе-де Ферье 
iy*! \ (х, у), был получен только частный результат 

(l)p+q 
*2 7 -р,-я 

7,7 

1 1 
2 ' 2 2p+q(l)p(l)q 

Автор выражает искреннюю благодарность Н. М. Матвееву за внимание 
и полезные обсуждения. 
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