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УСЛОВИЯ ЛОКАЛЬНОЙ сходимости 
РЕКУРРЕНТНЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ ПРОЦЕДУР 

ГОДОВАНЧП,- в. в., КОРОСТЕЛЕВ А. П. 

1. Введение. Рассмотрим процедуру стохастической аппроксимации с дискретным1 

временем 

Х п + 1 - * п = а п ( Ь Ю + %Ю) + № п > и = 1 , 2 , . . . , (1.1) 

где Ъ (х) — векторное поле в d-мерном евклидовом пространстве Л й ;1|з„ (х) — детерми­
нированное смещение, возникающее при измерении поля Ъ (х) на n-м шаге; £ п — век­
тор случайных возмущений; { а п } и {В„} — последовательности положительных коэф-

оо 

фициентов; а п 0 (п —> оо) и ^ ап = оо. 

Рекуррентное соотношение (1.1) включает, в частности, такие процедуры стоха­
стической аппроксимации, как процедура Роббинса — Монро и Кифера — Вольфо-
вица [1]. 

Пусть поле Ъ (х) таково, что динамическая система 

* (0 = Ь (х (t)) (1.2) 

имеет точку 0 асимптотически устойчивого положения равновесия. В [1] приводятся 
условия сходимости процедуры вида (1.1) к точке 0 в различных вероятностных смыс­
лах1. Так, если случайные возмущения независимы и имеют ограниченный второй мо­
мент, то для сходимости траекторий процедуры (1.1) с вероятностью 1 к точке 0 (при 
выполнении некоторых предположений относительно функций Ь (х) и \ | ) п (х)) достаточно, 
чтобы выполнялось условие 

СО 

S'P»<°°- (4-3) 
я = Т 

Вопросы определения|более точных достаточных условий сходимости при различ­
ных предположениях о характере случайных возмущений рассматривались ранее 
в работах [2—4]. В последней работе можно найти подробную библиографию. 

В данной работе исследуется сходимость процедуры (1.1) в предположении возврат­
ности траекторий (1.1) с вероятностью 1 по отношению к достаточно малой окрестности 
точки 0. Такую сходимость мы будем называть локальной. 

Условие (1.3) оказывается тем дальше от необходимого условия локальной сходи­
мости, чем быстрее убывают хвосты распределений случайных величин [| | п | . Так, 
если случайные возмущения имеют конечный экспоненциальный момент, то, как было 
показано в работе [5], для локальной сходимости процедуры (1.1) необходимо и доста­
точно, чтобы для любого X > 0 выполнялось условие 

оо 

2 а „ е х р { - Ы п / р 2 } < о о . (1.4) 
71=1 

В данной работе исследуются необходимые и достаточные условия локальной СХО­
ДИМОСТИ процедуры (1.1) в случаях, когда возмущения £ п н е имеют ограниченного экс­
поненциального момента. Здесь рассматриваются две ситуации: возмущения со степен­
ными хвостами распределений и возмущения с субэкспоненциальными хвостами. 

Оказывается, что в первом случае сходимость будет иметь место, если для любого 
х > 0 сходится ряд из вероятностей 

оо 

S Р {ИШ1>*}<°°- -(1-5) 
П = 1 

При субэкспоненциальных хвостах возникает более сложная картина перехода от 
условия (1.5) к условию (1.4) в зависимости от соотношения между а п и f5 n. 

2. Предположения и вспомогательные результаты. 
П р е д п о л о ж е н и я А . 
А 1 . Поле Ъ (х) имеет точку 0 асимптотически устойчивого положения равновесия 

с областью притяжения D. Это означает, что положение равновесия 0 устойчиво по 
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Ляпунову, и любая траектория динамической системы (1.2) с начальным условием 
х ( 0 ) е D сходится к точке 0 , оставаясь в области D. 

А2. Для любого s > 0 существует такая постоянная СЕ < оо^что 

II Ъ(х) - Ъ (у) || < С£ I х - у || при x , V < = D \ U e , 

где UR — 8-окрестность точки 0 . 
З а м е ч а н и е 2.1. Предположение А2 позволяет рассматривать не только глад­

кие поля Ъ (ж), но и, например, такие: 

Ъ (х) = — х || х I я , а > — 1. 

Для простоты изложения доказательства будут проводиться для случая tyn = 0. 
Следует указать, что случай, когда sup || г|)га (х) || 0 при п —> оо, рассматривается ана-

логично и требует несущественных изменений в доказательствах. 
В качестве рекуррентной процедуры мы будем рассматривать некоторую марков­

скую цепь хп. Для всех п ^ 1 и х е= Rd обозначим Р п ж вероятностную меру, связан­
ную с марковской цепью хп: P n х {жп = ж} = 1. 

Пусть существует такой компакт К С D, содержащий точку 0 вместе с некоторой 
окрестностью, что до момента первого выхода из К процесс хп определяется следующим 
соотношением: 

А + 1 - * „ = а № г ) + РА. (2-1) 

П р е д п о л о ж е н и е Б. Пусть для любого п ;> 1 и ж е= Rd марковская цепь 
возвратна по отношению к множеству К с Р п ^.-вероятностью 1, т. е. 

З а м е ч а н и е 2.2. Выполнения этого предположения легко добиться, полагая, 
например, Р и {хп+1 = 2 s 1 } = 1 для всех п ^ 1 ж х ф К. 

Процедура (2.1) рассматривается при детерминированном начальном условии 
хг = ж ев Rd. Сходимость процедуры (2.1) с V1 ^.-вероятностью 1 мы далее называем 
просто сходимостью с вероятностью 1. 

П р е д п о л о ж е н и е В. Коэффициенты а п и | 3 И неотрицательны; а п — > 0 и 
. оо 

$п/ап 0 при га оо; ^ «„ = оо-

Для любых S ^ O H У > 0 положим 

( N л 
Ni = (s) = max jiV: 2 a n ^ s } ; 

JVa = i V a ( s , r ) = m i n j y V : 2 « n > s + 7 J . 
n = l 

Отметим, что в силу предположения а п — » 0 при п. —» оо имеет место равенство 

lim 2 а п = Г. 

Введем обозначение [xv = [xv (s, У) = Рп-

Из предположения В следует, что для любого значения Т > 0 при v ^ 2 величина 
ii v (s, Г) стремится к нулю, если s —» оо. 

П р е д п о л о ж е н и е Г. Для любого Т > 0 существуют такие положительные 
постоянные х = х ( Г ) и С = С ( Г ) , что равномерно по s при некотором v > 2 справед­
лива оценка 

[fx2 («, Т)Г < Cfi v (*, Г). 

П р и м е р 2.1. Пусть а п = ге_а, р п = и -^. Предположение В выполнено, если 
0 < а < 1 и 2 р > а . В данном случае при 0 < а < 1 

Nt = [((1 - а) sflW (1 + о (1))]; ЛГ 2 = [ ( ( 1 - а) (s + Т ) ) 1 ' ^ (1 + о (1))], 
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+ р { | 2 Р л | > ж ;
 I P A K ^ E P H В С Е Х

 п : ^ i < " < ^ } < 
№ v iV» № 

< S e"a V / P n + 2 ^ M c h { Z 2. Мп) П X d P A K x } , 
n=JVi n=JVi n=iVi 

где %{•}—индикатор соответствующего события. 
Введем величины, 

/„(*)= J e x p { z p n B } d F n ( « ) . 

I3„«l<* 
Заметим, что второе слагаемое в последнем выражении равно 

•г 

Покажем, что при | z | < z 0 = с/(2ж г^ шах Р£) справедлива оценка 

где о (1) —» 0 при s оо. Поэтому 

ц2 (,, Г) = О (r / s (2P-a)/(l-a) ) ; ^ ( S ) Г) = О (r/»<v3-«)/<i-a)) 

при 5 •—> оо, и предположение Г выполнено с и = (vp" — a)/(2f5 — а) . Аналогично про­
веряется выполнение предположения Г при а = 1 и 26 > 1. 

Этот пример показывает, что для «хороших» последовательностей коэффициентов 
{осп} и фп] предположение Г является следствием предположения В. 

Для исследования условий локальной сходимости нам потребуются оценки вероят­
ностей уклонений для взвешенных сумм независимых случайных величин. Пусть 
{ПпК^х — последовательность независимых случайных величин с нулевым матема­
тическим ожиданием и функциями распределения Fn (х), п— 1, 2, . . . . 

Лемма 2.1. Пусть выполнено предположение Г при некотором v ] > 2 в при этом 
вначении V справедливо неравенство 

sup {xv[F + „ ( * ) ) ] } < + о о . 
п, Ж>0 

Тогда для любых х > 0 и Т > 0 найдется такая постоянная С (х, Т), что равно­
мерно по s выполнена оценка 

Р { 2 Ы > * } < С ( х , Т ) ^ Рп-
1 1 n = № ( s ) 1 ; n=W»(s) 

Лемма 2.2. Пусть при некотором V, 0 < v < 1, для всея ж > О 

sup ( -ж) + (1 - F n (ж))] < ехр {-сж*} (2.2) 
п 

и для любого Т ^> О справедливо равенство ' 

l i m } x 2 _ v ( S , Г ) = 0 . (2.3) 
S—*оо 

Тогда для любых г > 0 в Г > 0 найдется такая постоянная С (ж, У) , что равно­
мерно по s выполнена оценка 

ff,<«> Т) Ni(s, Т) 

р { 2 Мта > *} < с (*• г> 2 е х Р < - с ^ 4 © -
1 1 n=JVi(s) 1 ' n=JVi(s) 

Лемма 2.1 является простым следствием теоремы 1,с из работы [6].J 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 2.2. Оценим вероятность, фигурирующую 

в условии леммы, следующим образом: 

Р { | 2 Р л | > * } < 2 *{1РпЧв1>*> + 
iV2 
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г д е б 2 = sup М т) п , сг = е с sup М | ц п | 3 , Согласно условию (2.2) имеем: о 2 - < + оо и 
п п 

, Ч < + оо. 
Оценки (2.4) достаточно для доказательства леммы, поскольку 

e ' Z ' X П fn<± Z ° ) < Е Х Р ' { -
 z°x

 + Б 2 / 2 2 ^Рп2»)2 + 0 (I Р п 2 » 13)]}< 
n=IVi n = N i 

< « Р { - И - О ( Д 1 Г ) ) / ( ^ 1 Р Х ) } . 

В силу условия (2.3) последнее выражение не превосходит при всех достаточпо 

{ сх1 } 
больших значениях * величины ехр \ — — — — — \ , что влечет утверждение 4 max 6„ 

леммы. Итак, остается доказать справедливость оценки (2.4). Имеем: 

- W P „ ) 1 ~ V imn)x-v Х*К 
/ n ( z ) = 5 eZ^udFJa)+ J eZ^UdFn(*)+ J Л ^ , ( . ) . (2.5) 

Покажем, что первый и третий интегралы в правой части (2.5) при | z | < С z 0 

убывают быстрее любой степени 6 П . Действительно, взяв, например, последний инте­
грал по частям, получаем: при достаточно больших значениях п 

J .«.-*.w<„,{-|-(0}+ 
(x /P N ) ! - V 

+ е х р | — с + ~ ] г ] + 5 B n z e x p { — « i v + 6 n z a } d M . 

(х/Р,,)1^ 

Внеинтегральные члены убывают быстрее любой степени р и . Подынтегральная 
функция ехр {—си? + P„ZM} на отрезке интегрирования выпукла вниз, поэтому при 
достаточно больших значениях га она не превосходит величины 

max [ехр { - с ( ^ ) ^ + ; ехр { - \ • 

Следовательно, интеграл убывает также быстрее любой степени р и . 
Рассмотрим второе слагаемое в равенстве (2.5). Поскольку при | и [ <^ ( # / P N ) 1 _ V 

и | z | <SJ z 0 справедливо неравенство | p„zu | < ; с/2, подынтегральная функция до­
пускает оценку 

1 ес^ 
ехр {P n z M } < 1 + P n z U + - у (p n z^) 2 + - g - I p n z« p. 

Воспользовавшись тем, что Мт) п = 0, получаем оценку (2.4), что завершает доказатель­
ство леммы. 

3. Возмущения со степенными хвостами распределений. Рассмотрим процедуру 
(2.1), в которой | „ — последовательность независимых случайных векторов с нуле­
выми средними значениями. Распределения векторов | п могут быть различными. По­
ложим 

n z ) = s u p P { | | 5 J | > 4 , z > 0 . 
п 

Пусть для некоторого v ; > 2 существуют такие постоянные и С2, что для всех 
достаточно больших х > 0 выполнены неравенства 

О < Сх < xvV (х) < С 2 < + оо. . (3.1) 

Теорема 3.1. Пусть выполнены предположения А — Г и условие (3.1). 
Тогда для сходимости процедуры (2.1) с вероятностью 1 необходимо и достаточно, 
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чтобы выполнялось условие 

2 К < « * -
71=1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость очевидна, так как из условия (3.1) 
следует, что 

2 p { H M n i > s } > 8 " v ^ 2 P»-
и=1 n=l 

Для доказательства достаточности заметим, что из леммы 2.1 вытекает, что для 
любого Т > 0 и сколь угодно малого б £ > 0 справедлива оценка 

, ,, N W 2 (s, Г) 

с некоторой постоянной С ~ С (Т, 6) при всех достаточно больших s. 
Из (3.2) следует, что для любого Т > 0 и сколь угодно малого 6 > 0 существует 

такая постоянная С = С (Г, б), что для всех достаточно больших s равномерно по 
х е= Л' 

JV2(s, Т ) 

P W l W i J e { max К - * ( * ( | 0 ) | > в } < С J Кг (3'3> 

где ж (г) — траектория динамической системы (1.2) с начальным условием ж,(0) — х, 
п 

a t ( n ) = a t . 
ft=№(s) 

Оценка (3.3) легко доказывается в случае, когда поле Ъ (х) удовлетворяет условию 
Липшица во всей области D. При выполнении предположения А2 для доказательства 
оценки (3.3) достаточно использовать (3.2) и устойчивость по Ляпунову. 

Далее, для любого б > 0 выберем h = h (б) так, чтобы траектории х (t) динамиче­
ской системы (1.2), начавшиеся в Uh — А-окрестпости точки 0, оставались в (6/2)-
окрестности этой точки при всех t ^ 0. Положим 

т 6 (и) = min {N > п: xN Ub} 

и т в (re) = i-f- oo , если xN e U6 при всех N ^ п. 
oo 

Используя оценку (3.3), сходимость ряда В^, можно показать, что для любого 
71=1 

ж е ? 7 ; Г выполнено равенство 

l i m P { г в ( » ) = + о о } = 1. (3.4) 
П—»со 

Из предположения В и оценки (3.3) следует возвратность траекторий процедуры 
(2.1) в сколь угодно малую окрестность точки 0. Поэтому из равенства (3.4) вытекает 
сходимость траекторий процедуры (2.1) к точке 0 с вероятностью 1. 

С л е д с т в и е 3.1. Рассмотрим процедуру (2.1) при а п — В п = уп (процедура 
Роббинса — Монро). Пусть выполнены предположения А и Б, условие (3.1), и пусть 

оо 

уп —» 0 при п —» оо; ^ уп

 = 0 0 • Тогда для сходимости процедуры Роббинса — Монро 
71=1 

оо 

необходимо и достаточно, чтобы сходился ряд 2 Vn' Действительно, в этом случае 
71=1 

предположения В и Г, очевидно, выполнены. 
Введем величину 

v 0 = sup{v: M | 6 n | f < + оо}. 
Следствие 3.2. Допустим, что 2 < v 0 < - | - | o o и выполнены предположения А — Г. 
Тогда для сходимости процедуры (2.1) с вероятностью 1 достаточно, чтобы при 

оо 

некотором 8 > 0 сходился ряд $п~Е • 
71=1 
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Как показывает следующий пример, сходимости ряда ^ 6^° недостаточно для 
п=1 

сходимости процедуры (2.1). 
оо 

П р и м е р 3.1. Пусть 6 n = (п In 2 и ) - 1 ' 3 (п > 2). Тогда Ри < 0 0 • П у с т ь П Р ° " 
п=1 

цедура (2.1) — одномерная и случайные величины | п , % имеют одинаковое симметрич­
ное распределение, причем 

со 

, k = p { 5 = ± - 4 - } = - £ - ; . £ , P k = l . 

* 1*1=2 
OO 

Тогда M I £ f = О ( 2 " V / 3 _ 2 1 q 2 V / 3 и ) ' поэтому v„ = 3. Однако, 

CO CO CO 

2 p { i P « U > 1 } = 2 2 ^ = °°-
n = 2 n = 2 |fe|=re 

т. е. процедура (2.1) расходится. 
4. Возмущения с субэкспоненциальными хвостами распределений. В данном 

пункте вместо условия (3.1) будем предполагать выполненным следующее условие: 
для некоторого v, 0 < v < 1, существуют такие постоянные С х и С2, 0 < Сг <J С2 < 
< оо, что для всех достаточно больших ж выполнены неравенства 

е-С*г> ^ у (ж) < e- C l 5 c V . (4.1) 

Условия сходимости процедуры (2.1) при субэкспоненциальных хвостах распреде­
лений векторов Ъ,п, т. е. при выполнении условия (4.1) зависят от асимптотического 
поведения величины | i 2 _ v (s, Т) при s —* оо. 

Теорема 4.1. Пусть выполнены предположения А — В и условие (4.1), и пусть 
для любого 2" ~> 0 

lim u.2_v Т) = 0. (4.2) 
S—*оо 

Тогда для сходимости процедуры (2.1) с вероятностью 1 необходимо и достаточно, 
чтобы для любого X > 0 выполнялось 

с о . 
71=1 

Необходимость вследствие выполнения условия (4.1) очевидна. Доказательство 
достаточности опирается на лемму 2.2 и совпадает с доказательством теоремы 3 .1 . 

Следствие 4.1. Рассмотр им рекуррентную процедуру (2.1) при ссп — 6^ — YTI 
(процедура Роббинса — Монро). Пусть выполнены предположения А, Б и условия 

со 

(4.1) к (4.2). £Ъш 2 Y n = 0 0 ! т о д л я сходимости процедуры Роббинса — Монро 
71=1 

со . V 

необходимо и достаточно, чтобы для любого X > 0 сходился ряд е П-
71=1 

В теоремах 3.1 и 4.1 оказывалось, что главный член вероятности события 

2 РтЛг оценивался вероятностью события {| В и т ) п | > х хотя бы при 

7 1 = № J 
одном в: Nx ^ ге ^ А^} , т. е. вероятностью того, что хотя бы одно из слагаемых 
совершит «уклонение» величины не менее чем ж. Вероятность же того, что сумма 
усеченных величин превзойдет ж, т. е. вероятность события 

Nz 

2 Р А >* • I P A K * ° Р И / v 1 < r e < y v 2 , 
7l=JVl J 

оказывалась пренебрежимо малой. 
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Иная ситуация возникает в случае, когда jx 2_ v (s, Т) —» оо при s-* оо. В этом слу­
чае вероятность уклонения суммы усеченных величин начинает играть доминирующую 
роль. 

Для значительного упрощения изложения случай u 2 _ v (s, Т) оо, s - * оо, будет 
рассмотрен при некоторых дополнительных условиях регулярности на последователь­
ности коэффициентов {ап} и {В„} и в предположении, что все случайные возмущения 

в процедуре (2.1) имеют одинаковое распределение. 
О п р е д е л е н и е . Произвольную последовательность {gn} с положительными 

членами назовем регулярной, если для любого Т > О 

lim [ max gn\ min gn] = 1. 

Теорема 4.2. Пусть в процедуре (2.1) случайные векторы | п имеют одинаковое 
распределение с невырожденной ковариационной матрицей и пусть выполнены предпо­
ложения А — В и условие (4.1). Если последовательности коэффициентов { а п } и фп} 
регулярны и для любого Т > О 

lim u. v_ 2( S,r) = oo, 1(4.3) 
S-+OC 

mo для сходимости процедуры (2.1) с вероятностью 1 необходимо и достаточно, чтобы 
для любого % ^> О выполнялось условие 

^апе~Ып'^<^- (4-4) 
п=1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из регулярности последовательностей {ос„} и {В п } 
следует регулярность последовательности { 6 n

_ v / a „ } . Поскольку 

u.2_v (в, Л < 2Г шах (РГ'/Оп I W < ге < ^ (», Л Ь 

в силу условия (4.3) имеем: $n~v/an оо при гс —> оо. Следовательно, при всех до­
статочно больших п выполнено неравенство B~ v ̂  «„ /В^. Поэтому, если сходится 
ряд (4.4), то для любого % > О 

со V 

2 ОО. ( 4 - 5 ) 
71=1 

Наоборот, из условия (4.1) следует, что сходимость ряда в (4.5) является необходимым 
условием для сходимости процедуры (2.1). Поэтому достаточно доказывать теорему 
в случае, когда; выполнено (4.5). 

Введем усеченные случайные векторы 

1п, если « S n K l / B n , 

сп в противном случае, 

где сп выбирается из условия М У П = 0 . 
Сходимость ряда в (4.5) означает, что с вероятностью 1, начиная с некоторого ко­

нечного п, справедливо равенство Yn — \ п . Значит, процедура (2.1) будет сходиться 
тогда и только тогда, когда сходится процедура, определенная в К соотношением 

Z n + i - Z „ = % 6 ( Z „ ) + ^ V (4-6) 

Случайные возмущения в (4.6) удовлетворяют условию Крамера [7]. Положим 

Gn (z) = In .Me ' n и введем кумулянту марковской цепи Zn: 

G (га, х, z) = In M n > х ехр {(z, z n + 1 — х)} = 
= a n (Ь (х), z) + Gn (B nz). 

Пусть A — ковариационная матрица случайного вектора £„. Поскольку 
anlPn = 0 (Pn"v) П Р И п —» ° ° ! имеем ( Т — символ транспонирования): 

G«(x"zb~^z (4-7) 

равномерно по z из любого ограниченного множества. Этот факт проверяется с помо-
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щью рценок, аналогичных оценкам в доказательстве леммы 2.2. Более того, нетрудно 
проверить сходимость первых и вторых производных по z в соотношении (4.7). 

Это вместе с регулярностью последовательностей \ап) и фп} обеспечивает выпол­
нение условий теоремы 2.1 из работы [7], т. е. справедливость экспоненциальных оце­
нок для вероятностей уклонения марковской цепи Zn (с нормирующим множителем 
anlf>n)- Необходимость и достаточность условия (4.4) для сходимости процедуры 
(2.1) получается аналогично [5] (теорема 5.1). 
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CONDITIONS FOR THE LOCAL CONVERGENCE 
OF RECURSIVE STOCHASTIC PROCEDURES 

GODOVANCUK Г. Г., KOROSTELEV A. P. (MOSCOW) 

(Summary) 

W e obtain the necessary and sufficient conditions for the almost sure convergence 
of recursive procedure (2.1) to the equilibrium stable state of the vector field b (x). It is 
assumed that the trajectories of this procedure return a. s. into any neighbourhood of 
the equilibrium state. The convergence under this assumption is called local. Local con­
vergence is studied for the cases of power (theorem 3.1) and subexponential (theorems 
4.1 and 4.2) tails of distributions of random perturbations g (t). 




