
П.П.Кулиш 

АНАЛОГ УРАВНЕНИЯ КОРТЕВЕГА - ДЕ ФРИЗА ДДЯ 
СУПЕРКОНФОРМНОЙ АЛГЕБРЫ 

Значительный интерес к уравнению Лиувилля и его квантова­
нию [l ,2 ] инициирован квантованием струны (бозонной и фермион-
ной) методом континуального интеграла [ з ] . Интригующая програм­
ма квантования уравнения Лиувилля, намеченная в [ 1 , 2 , 4 ] , хотя 
еще и не завершена, но обнаружила удивительную связь с казалось 
бы далеким от квантовой теории уравнением Кортевега - де Фриза 
СКдФ) 

Было показано, что вторая гамильтонова структура уравнения 
(0.1) со скобкой Пуассона 

1Ч*)> ^ ^ ) } = 4 ^ у ) + ( ^ ( ^ ^ ) ^ ( х - у ) ' ( 0' 2 ) 

возникает после ряда замен переменных из уравнения Лиувилля, 
промежуточной из которых является преобразование Миуры u='\fi-/V • 
При этом скобка (0.2) есть не что иное, как хорошо известная в 
теории струны алгебра Вирасоро [ 4 ] или конформная алгебра в фун­
кциональной реализации. Объяснение полученному факту было дано 
М.А.Семеновым-Тян-Шанским, применившим теоретико-групповую схе­
му интегрирования нелинейных уравнений [б] к алгебре Вирасоро. 
Он показал, что аффинная оболочка конформной алгебры естествен­
но приводит к системе (0 .1) , (0 .2) и линейной задаче 

(-1> х

+А + и,(х)) ц>(х, X) = 0 > а коприсоединенное дейст­
вие группы диффеоморфизмов ^ (х) на К ^ х ) - точку орбиты 
в коалгебре, определяется производной Шварца £ ; ( ^ = о(х) , 

Чх)—c c f V ) ) ' ) И ^ * ) И % ' с х > ) > ( 0 - 3 ) 

Тот факт, что основное внимание в современных работах уде­
ляется суперетруне, объясняет наше стремление применить упомяну­
тые подходы к суперконформной алгебре. Интегрирование нелиней­
ных эволюционных уравнений (НЭУ) с коммутирующими и антикоммути-
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рующими переменными методом обратной задачи рассеяния было нача­
то сравнительно давно [б,7] на примере суперсимметричных моделей 
теории поля. В последнее время известные приемы интегрирования 
НЭУ были использованы для получения различных градуированных си­
стем [8 - 12]. В частности, были даны суперобобщения КдФ [8,Il]. 
Ниже устанавливается, что с суперконформной алгеброй связано 
уравнение из [8,12]. Построения могут быть применены и для рас­
ширенных (.Я = 2,4) еуперконформных алгебр (см., например,[14]). 

Общие сведения о суперконформной алгебре (СКА) излагаются 
в первом пункте работы [15,1б], а второй содержит вывод отвечаю­
щих СКА интегрируемых НЭУ. 

Обсуждения положений этой работы с Л.Д.Фаддеевым были очень 
полезны, А.Г.Рейман указал мне на результат М.А.Семенова-Тян-
-Шанского, Л.А.Тахтаджян разъяснил ряд вопросов алгебраической 
геометрии. Выражаю им мою признательность. 

I. Суперконформная алгебра 

Одномерное комплексное супермногообразие локально описыва­
ется парой координат: четной 1 и нечетной 0 . Суперпроизвод­
ная 

^ V 9 £ £ V 0 V ("> 
является квадратным корнем обычной производной. Аналитическая 
функция - решение уравнения J) F ~ 0 , где J) =1)д +Q2 =i > 
суть линейная комбинация двух обычных аналитических функций (со 
значениями в алгебре Грассмана) Л=Л(31-А^Р(2) 0 \ = | о ( г ) + 9 ^ ( ? ) 

При аналитической замене переменных 

для суперпроивводной D имеем 

ъ^{ъе)Ъ + еъ0)"э~ , (1.з) 

где D =Ъ~ + ВТ)£ , Ъ & = °L

0(z) + 0 0̂ (2). Преобразование назы­
вается суперконформным, если производная преобразуется однородно 

Ъ = (э 9 ) Т> , т.е. Л 5 г = 0 1 ) 0 , (1.4) 
или 
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Таким образом, четная часть суперконформного преобразования оп­
ределяется нечетной частью 

^ - ^ - ^ ( 2 ) ^ ( 2 ) , fyfa) = 4 , ® <*,(*). (1.6) 

Если ввести 1-форму ОО и обозначение JH< ддя J) 0 

O U = e U + 0cl0, /i=D9= oi0+ Q oi'j , (1.7) 

то форма оо также преобразуется однородно 

GO =dz + Qde = уЛй . (1.8) 
Векторное поле V n, отвечающее инфинитезимальному супер­

конформному преобразованию, имеет вид (J? — ?[ с+ / | 0 ^ е Д ) 

% = F ? 2 +|;(Т)ПВ, ' ' Н.9) 

Коммутатор такш: векторных полей [ V_ V r 1
 = Vrr , г-\ ведет к 

супералгебре OJ К' £ J [/,&] 

или в компонентах F =>| + 0 ^ 7 Q = CJ, +- 0 J> ' 

№ ( { s 4 f 4 W + 8 (tf-tfMirHjV) • ( 1 Л 1 ) 

Последняя форма не связана с нечетностью функций ^, J> и ис­
пользовалась в [ 1з] . ^ 

Также как при переходе от алгебры векторных полей на S к 
алгебре Вирасоро используется 2-коцикл 0,(и.^)-^И\7/ dx, » 
и здесь можно произвести центральное расширение алгебры 01 с 
помощью 2-копикла 

Коммутатор элементов (р^с-^е б^с имеет вид C^i€.A0 , 
[(?,е,),(б,ч)] = ([Р,С], а ( Р .О + З Д С ) ) , « • = > 

где для согласования с существующими в литературе формулами' [14, 
1б] мы добавили тривиальный Z-коцикл 
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& o - \ ц ^ и й ^ • ( 1 Л 4 ) 

В базисе L w=-1е 1 т , Х
; (хг= 0 2.>1Ге1гх' и с центральным зарядом 

i-̂ ji,, позволяющим записывать пару в виде прямой суммы 
?+-lkd/%%' соотношения (I.I3) принимают привычный ддя теории 
суперструны вид 

[1^] = ( L i s ) 

Индексы И/ ъ Ч/ принимают целые (уье Ж ) и полуцелые ( t e X " * " ^ ) 
значения, (^ - алгебра Невье-Шварца, н в есть конечномер­
ная подалгебра 0-5p(̂2.|l) , порожденная генераторами: [_,0, 

Используя представления элементов как r=f(X)+0 j(X) 
и формы объема как cl0 dx » для элементов коалгебры 01* и ли­
нейной формы получаем " 

U*0 I L C * ) + O I C X ) , < U , P > =S(̂u+y<i) d-x, • ^-16) 
Ддя суперконформной алгебры к (М нужно добавить еще одномерное 
подпространство * = Oj* ® А 0 Э ( ^ U , 

<C^^i),CP)Ct)> = w 5 ( W ^ " ( 1 Л 7 > 

Коприсоединенное действие группы суперконформных диффеоморфизмов (1.2). (1.6)̂ (2,9)-»̂ ), р = ъ9,-)=т>е 

А^(и,с )=(^ио^-^и,с) ад) 
приводит к появлению супешварциана S,| [^] - аналога произ­
водной Шварца (0.4), £15]*^ 

S< [V] s S < (9, 0)=r a(VS 3"5 - i iSN 5 9 ) - (I-I9) 

•I) 
'Аналоги производной Шварца для расширенных суперконформных 

алгебр вычислены А.О.Радулом, который указал и соответствующие 
дифференциальные операторы. 
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Индекс в обозначение S введен поскольку существуют шварцианы 
и для расширенных СКА, N = 2,4 ̂ . Производная (I.I9) обладает 
свойствами, аналогичными свойствам обычного шварциана (0.4)-

а) ^ ( 0 ? г ч 0 ) ) =0, 
где % —1 (Ъ) , 0 = Т (0) - аналог дробно-линейного преоб­
разования [1б] 

z = T ; ( 2 ) = ( a z + ^ + 0T (e)+f>cL)(cZ+ d) , (1.20) 
0 =T(0) = ot + ( 0 + ^ ( 0 2 + ̂ ) " , ( I .2 I ) 

величины Cbj^C^d (четные) и oCyj5 (нечетные) - параметры 
преобразования; ^ 

б) $ 1 ( 0 , 0 ) = $ < ( 0 , 0 ) + ( ? ) 0 ) 3 S 1 (9 

в) $ 1 ( 0 ) 0 ) = - S ) 5 ^ ( 0 , 0 ) o f \ 
где (̂ "̂  - обратное к ц> преобразование; 

г) U = - {•) £ ̂ / у ] е с т ь оуперпотенциал в уравнении 

( - ^ 3 + U ^ ( x , 0 ) = 0, ( 1 - 2 2 ) 

которое является аналогом линейной задачи Штурма-Лиувилля в су­
перслучае. 

Приведенных сведений о СКА нам будет достаточно для примене­
ния теоретико-группового подхода построения интегрируемых НЭУ [б] 
к этой алгебре. 

2. Нелинейные эволюционные уравнения 

Рассмотрим аффинную оболочку Ofr алгебры суперконформных 
векторных полей на суперокружности S 1 ' * 

-J - «з = <Э ) 

которая состоит из векторных полей вида (1.9) с коэффициентами -
рядами Лорана по ]\ : V 0 , /\) = yjp—, ^rt( X' ®) 
(далее мы ограничиваемся четными F ) . ' 

Продолжим; коцикл (I.I2) на Cfy с помощью вычета 

Произведем раЕШОжение супералгебры Crj- на две подалгебры в соот-
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ветствии со степенями А , которые входят в определяющие их эле­
менты ряды 

Р

С±г5о К^^ХП*\±) • (2.2) 

Это разложение позволяет ввести X -матричный £ -коцикл 

a ^ P l & ) 4 ( S l ( t P 1 £ ) + S C P ^ ) ) = ̂ ( F 0 ) G 0 ) , (2.3) 

где оператор Ъ определяется соотношением 

г(? = t (F + - r -F_ ) = F + - F _ 

Используя перейдем к центральному расширению 01 — » <Ч ̂  , 

[ C P ) C , U £ , c i = ( t F , c ] , a ^ , e ) ) «•« 
Для ЩГ - центрального расширения аффинной, оболочки СКА, 

дуальное пространство состоит из формальных рядов вида: JJ =• 

= 53 U^(x, 0 ) Л 1 ^(х, 0) G С°°( J3 / • Линейные функционалы на 
также определяются с использованием вычета 

< ( U, С,), CP, С л)> = С, С а + R « jc j U F d 9 d CC. (2.5) 

На дуальном пространстве к Oj, ̂  ( ̂  7 ,) ' K O T O P o e И 3 0 М 0 Р Ф -
но_ Cc1c

>) • действует группа суперконформных преобразований 
G _ , элементы которой - формальные ряды по обратным степеням 

Л . Ее действие на U то же, что и в пункте 1 . 
Скобки Пуассона на дуальном пространстве OJ ̂  определяют­

ся умножением Ли (2.4 ). Выберем простейшую орбиту U ( X , 8 , " A ) = 
= 0 ( Л + U/(oc)) + d(x) .параметризуемую двумя функциями на : 
четной ix(xy и нечетной oi(x) » а константу, связанную с централь­
ным расширением положим равной - 1 . Пользуясь общей формулой для 
скобок Пуассона функционалов ^ н а 0^* Э Z 

получаем набор скобок для функций Ц[х) , oi (х) '• 

[и(х), ^^-^'"(х-ф+Щх) 8 Сх-у)+и.'(х) %-у),(2.7) 
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{ > С * ) , * С У ) ] ={ (U(x) - ^ ) y ) . (2,9) 
Скобки (2.7)-(2,9) задают функциональную реализацию суперконформ­
ной алгебры (I.I5). 

Построение гамильтонианов - функционалов на С| ̂  , кото­
рые вместе со скобками (2.7)-(2.9) приводят к интегрируемым 
НЭУ, можно производить в соответствии с общей теорией [l7] , 
приводя с помощью калибровочного действия (I.I8) точку орбиты к 
каноническому виду. Мы не будем обсуждать канонической формы "ор­
биты", а воспользуемся тем, что известна вспомогательная линей­
ная задача (1.22). 

Распишем эту задачу в компонентах: 

[-!>9 V е 1>1+ 8 ( U ( x ) + A) + d ( x ) J (ц> + Qj}= О (2.Ю) 
Компонента-J-(x, X) л егко выражается через ц)(х'А)» Для которой 
получаем уравнение 

(-/3̂  + > + U ( X ) - « L W j ^ ) . ^ ) ц ) ( х , А ) = О , (2.Ы) 
совпадающее с [б] . Асимптотическое разложение у ( ^ х , А^ = 

= е-ХР (х \/СЛ" 4-6'(Х по 1/^Л" приводит к бесконечной по­
следовательности гамильтонианов. Выпишем первые три: 

+
 2 u - 3 - f 6 ^ ( 2 Л 2 ) 

Гамильтониан ^ и скобки-(2.7)-(2.9) приводят к уравнению су­
пер- Kjr<b 

и>ххх.+ ЬШх + 4Ч***)* » (2.13) 

Связь второй гамильтоновой структуры уравнения с - Кдф с СКА 
отмечалась также Т.Г.Ховановой. 

Отношение приведенных результатов к суперсимметричному урав­
нению Лиувилля [б,18] устанавливается как в £1,2,4] .' Вспомога­
тельная линейная задача (2.10) может быть записана в форме Заха-
рова-Шабата £12] и ведет к алгебре ©sp(2H), как и для супер-
-уравнения Лиувилля. Супершварциан (I.I9) дает суперпреобразова­
ние Миуры. Аналогичные результаты справедливы для расширенных 
СКА, ]\[=2,4, а также для дискретных систем [ю] . 
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