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1. Введение и основные результаты. Во многих аспектах теории обратных
задач спектрального анализа важную роль играют так называемые операторы пре-
образования (см. [1] и цитированную там литературу). Эти операторы возникли из
общих идей теории операторов обобщенного сдвига, созданной Дельсартом [2].

Для произвольных уравнений Штурма–Лиувилля операторы преобразования по-
строил Повзнер [3]. Марченко [4] привлек операторы преобразования для иссле-
дования обратных спектральных задач и асимптотического поведения спектраль-
ной функции сингулярного оператора Штурма–Лиувилля. Левин [5] ввел новый
вид операторов преобразования, сохраняющих асимптотики решений на бесконеч-
ности, Марченко [6] использовал их для решения обратной задачи теории рассея-
ния. Подобные вопросы для уравнения Шрёдингера с некоторыми неограниченны-
ми потенциалами рассматривались в работах [7]–[9].

Рассмотрим дифференциальное уравнение

− 𝑦′′ + 𝑥2𝑦 + 𝑞(𝑥)𝑦 = 𝜆𝑦, −∞ < 𝑥 <∞, 𝜆 ∈ 𝐶, (1.1)

где вещественный потенциал 𝑞(𝑥) удовлетворяет условиям

𝑞(𝑥) ∈ 𝐶(1)(−∞,∞),
∫︁ ∞

−∞
|𝑥𝑗 ||𝑞(𝑥)| 𝑑𝑥 <∞, 𝑗 = 0, 1. (1.2)

Отметим, что обратные спектральные задачи (задачи восстановления операторов
по некоторым их спектральным данным) для возмущенного осциллятора, т.е. для
уравнения (1.1), в различных контекстах изучалась многими авторами (см. [10]–[15]
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и библиографию в них). В работах [10], [11] указан алгоритм восстановления возму-
щенных осцилляторов по определенным спектральным данным, имеющих одинако-
вый спектр, с потенциалами 𝑞(𝑥) из класса достаточно гладких и быстро убывающих
на ±∞ функций. В работе [13] доказана единственность решения обратной задачи
в более широком классе потенциалов 𝑞(𝑥). Более того, в работе [14] найдены условия
для того, чтобы данная совокупность являлась спектральными данными для неко-
торого уравнения вида (1.1) с потенциалом 𝑞(𝑥) из класса 𝑞′(𝑥), 𝑥𝑞(𝑥) ∈ 𝐿(−∞,∞).
Подобная задача для возмущенного осциллятора на полуоси с краевым условием
Дирихле исследовалась в работе [15].

Вводим также невозмущенное уравнение

−𝑦′′ + 𝑥2𝑦 = 𝜆𝑦, −∞ < 𝑥 < +∞,

которое имеет [16] решения 𝜓0
±(𝑥, 𝜆) вида

𝜓0
±(𝑥, 𝜆) = 𝐷𝜆/2−1/2(±

√
2𝑥),

где 𝐷𝜈(𝑥) – функция Вебера. Хорошо известно [14], [16], что для каждого 𝑥 функции
𝜓0
±(𝑥, 𝜆) являются целыми функциями и обладают равномерно при всех 𝜆, взятых

из ограниченной области, асимптотиками

𝜓0
±(𝑥, 𝜆) = (±

√
2𝑥)(𝜆−1)/2𝑒−𝑥2/2(1 +𝑂(𝑥−2)), 𝑥→ ±∞.

В работах [13]–[15] показано, что возмущенное уравнение (1.1) имеет решения
𝜓±(𝑥, 𝜆) с асимптотиками

𝜓±(𝑥, 𝜆) = 𝜓0
±(𝑥, 𝜆)(1 + 𝑜(1)), 𝑥→ ±∞,

которые играют важную роль при исследовании обратной задачи. В настоящей
работе с помощью операторов преобразования получены представления решений
𝜓±(𝑥, 𝜆). Насколько нам известно, последняя задача раньше не рассматривалась.
Полученные результаты могут быть использованы при решении обратных спек-
тральных задач для возмущенного осциллятора, основывающихся на формализме
Гельфанда–Левитана–Марченко (см., например, [11]).

Положим

𝜎±0 (𝑥) = ±
∫︁ ±∞

𝑥

|𝑞(𝑡)| 𝑑𝑡, 𝜎±1 (𝑥) = ±
∫︁ ±∞

𝑥

𝜎±0 (𝑡) 𝑑𝑡.

Основным результатом данной работы является

Теорема. Если потенциал 𝑞(𝑥) удовлетворяет условию (1.2), то (1.1) при всех
значениях 𝜆 имеет решения 𝜓±(𝑥, 𝜆), представимые в виде

𝜓±(𝑥, 𝜆) = 𝜓0
±(𝑥, 𝜆)±

∫︁ ±∞

𝑥

𝐾±(𝑥, 𝑡)𝜓0
±(𝑡, 𝜆) 𝑑𝑡, (1.3)

где ядра 𝐾±(𝑥, 𝑡) являются непрерывными функциями и удовлетворяют следую-
щим соотношениям:

|𝐾±(𝑥, 𝑡)| 6 1
2
𝜎±0

(︂
𝑥+ 𝑡

2

)︂
𝑒𝜎±1 ((𝑥+𝑡)/2), (1.4)

𝐾±(𝑥, 𝑥) = ±1
2

∫︁ ±∞

𝑥

𝑞(𝑡) 𝑑𝑡. (1.5)
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2. Доказательство теоремы. Не нарушая общности, рассмотрим случай “+”
и предположим, что 𝑥 > 0. Подставляя представление (1.3) в уравнение (1.1), нахо-
дим, что функция (1.3) заведомо удовлетворяет уравнению (1.1), если только ядро
𝐾+(𝑥, 𝑡) удовлетворяет гиперболическому уравнению второго порядка

𝜕𝐾+(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥2

− 𝜕𝐾+(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑡2

− (𝑥2 − 𝑡2 − 𝑞(𝑡))𝐾+(𝑥, 𝑡) = 0, 0 < 𝑥 < 𝑡, (2.1)

и условиям

𝐾+(𝑥, 𝑥) =
1
2

∫︁ ∞

𝑥

𝑞(𝑡) 𝑑𝑡, (2.2)

lim
𝑥+𝑡→∞

𝐾+(𝑥, 𝑡) = 0. (2.3)

Сведем уравнение (2.1) с условиями (2.2), (2.3) к интегральному уравнению. С этой
целью приведем уравнение (2.1) к каноническому виду; для чего составим уравнение
характеристик (1/4)(𝑑𝑡2 − 𝑑𝑥2) = 0 и вводим новые переменные по формулам

𝑡+ 𝑥

2
= 𝜉,

𝑡− 𝑥

2
= 𝜂.

Полагая

𝑈(𝜉, 𝜂) = 𝑈

(︂
𝑡+ 𝑥

2
,
𝑡− 𝑥

2

)︂
= 𝐾+(𝑥, 𝑡) = 𝐾+(𝜉 − 𝜂, 𝜉 + 𝜂),

получаем для функции 𝑈(𝜉, 𝜂) следующее уравнение:

𝐿𝑡[𝑈 ] ≡ 𝜕2𝑈(𝜉, 𝜂)
𝜕𝜉𝜕𝜂

− 4𝜉𝜂𝑈(𝜉, 𝜂) = 𝑈(𝜉, 𝜂)𝑞(𝜉 + 𝜂) (2.4)

и граничные условия

𝑈(𝜉, 0) =
1
2

∫︁ ∞

𝜉

𝑞(𝛼) 𝑑𝛼, (2.5)

lim
𝜉→∞

𝑈(𝜉, 𝜂) = 0, 𝜂 > 0. (2.6)

Введем функцию Римана 𝑅(𝜉, 𝜂; 𝜉0, 𝜂0) уравнения 𝐿[𝑈 ] = 𝜓(𝜉, 𝜂), где 𝜓(𝜉, 𝜂) =
𝑈(𝜉, 𝜂)𝑞(𝜉 + 𝜂), т.е. функцию, удовлетворяющую уравнению

𝐿*(𝑅) ≡ 𝜕2𝑅

𝜕𝜉 𝜕𝜂
− 4𝜉𝜂𝑅 = 0, 0 < 𝜂 < 𝜂0, 𝜉0 < 𝜉 <∞, 0 < 𝜂 < 𝜉, (2.7)

и следующим условиям на характеристиках:

𝑅(𝜉, 𝜂; 𝜉0, 𝜂0)|𝜉=𝜉0 = 1, 0 6 𝜂 6 𝜂0, (2.8)
𝑅(𝜉, 𝜂; 𝜉0, 𝜂0)|𝜂=𝜂0 = 1, 𝜉0 6 𝜉 <∞. (2.9)

Нам понадобятся некоторые свойства функции 𝑅(𝜉, 𝜂, 𝜉0, 𝜂0). С этой целью сле-
дующие две леммы предпошлем доказательству теоремы.
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Лемма 1. Пусть

𝑧 = 2
√︁

(𝜉2 − 𝜉20)(𝜂2
0 − 𝜂2), 𝜉0 < 𝜉 <∞, 0 < 𝜂 < 𝜂0. (2.10)

Тогда функция 𝑅(𝜉, 𝜂, 𝜉0, 𝜂0), определенная формулой

𝑅(𝜉, 𝜂, 𝜉0, 𝜂0) = 𝐽0(𝑧) =
∞∑︁

𝑛=0

(−1)𝑛

(𝑛!)2

(︂
𝑧

2

)︂2𝑛

, (2.11)

где 𝐽𝑛(𝑧) – функция Бесселя первого рода, удовлетворяет (2.7)–(2.9). Следователь-
но, 𝑅(𝜉, 𝜂, 𝜉0, 𝜂0) является функцией Римана уравнения (2.4) и обладает свойством
симметричности 𝑅(𝜉, 𝜂, 𝜉0, 𝜂0) = 𝑅(𝜉0, 𝜂0, 𝜉, 𝜂).

Доказательство. Функция (2.7) очевидно удовлетворяет условиям (2.8), (2.9).
Далее, заметим, что

𝜕𝑅

𝜕𝜉
= 2𝜉(𝜂2

0 − 𝜂2)𝐽 ′0(𝑧)𝑧
−1,

𝜕2𝑅

𝜕𝜉 𝜕𝜂
= −4𝜉𝜂𝐽 ′′0 (𝑧)− 4𝜉𝜂𝐽 ′0(𝑧)𝑧

−1,

откуда следует, что

𝜕2𝑅

𝜕𝜉 𝜕𝜂
− 4𝜉𝜂𝑅 = −4𝜉𝜂(𝐽 ′′0 (𝑧) + 𝐽 ′0(𝑧)𝑧

−1 + 𝐽0(𝑧)) = 0,

т.е. функция (2.6) является функцией Римана уравнения (1.4). Лемма доказана.

Лемма 2. При всех 𝜉0 < 𝜉 <∞, 0 < 𝜂 < 𝜂0 справедливо неравенство

|𝑅| 6 1. (2.12)

Кроме того, при каждом 𝜂 ∈ (0, 𝜂0) имеют место соотношения

𝜕𝑅

𝜕𝜉
= 𝑂(𝜉),

𝜕𝑅

𝜕𝜂
= 𝑂(𝜉),

𝜕2𝑅

𝜕𝜉 𝜕𝜂
= 𝑂(𝜉), 𝜉 →∞,

𝜕2𝑅

𝜕𝜉2
= 𝑂(𝜉2),

𝜕2𝑅

𝜕𝜂2
= 𝑂(𝜉2), 𝜉 →∞.

(2.13)

Доказательство. Так как 𝑧 принимает действительные значения, то |𝐽𝑛(𝑧)| 6 1
(см. [16]). Отсюда следует неравенство (2.12). Далее, пользуясь известными [15]
соотношениями

𝐽𝑛+1(𝑧) + 𝐽𝑛−1(𝑧) =
2𝑛
𝑥
𝐽𝑛(𝑧), 𝐽 ′𝑛(𝑧) = −𝐽𝑛+1(𝑧) +

𝑛𝐽𝑛(𝑧)
𝑧

,

получим ⃒⃒⃒⃒
𝐽1(𝑧)
𝑧

⃒⃒⃒⃒
6 1, 𝐽 ′′0 (𝑧)− 𝐽 ′0(𝑧)𝑧

−1 = 𝐽2(𝑧).

Дифференцируя (2.11) и учитывая последние соотношения, получаем

𝜕𝑅

𝜕𝜉
= −2𝜉(𝜂2

0 − 𝜂2)𝐽1(𝑧)𝑧−1,
𝜕𝑅

𝜕𝜂
= 2𝜂(𝜉2 − 𝜉20)𝐽1(𝑧)𝑧−1,

𝜕2𝑅

𝜕𝜉2
= 2(𝜂2 − 𝜂2

0)𝐽1(𝑧)𝑧−1 + 4𝜉2(𝜂2
0 − 𝜂2)2𝐽2(𝑧)𝑧−2,

𝜕2𝑅

𝜕𝜂2
= −2(𝜉2 − 𝜉20)𝐽1(𝑧)𝑧−1 + 4𝜂2(𝜉2 − 𝜉20)2𝐽2(𝑧)𝑧−2,

𝜕2𝑅

𝜕𝜉 𝜕𝜂
= 4𝜉𝜂𝐽0(𝑧).

Из последних соотношений вытекает (2.13). Лемма доказана.
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Применив метод Римана (см., например, [17]) к уравнению (2.4), получим следу-
ющее интегральное уравнение для 𝑈(𝜉0, 𝜂0):

𝑈(𝜉0, 𝜂0) =
1
2

∫︁ ∞

𝜉0

𝑅(𝜉, 0; 𝜉0, 𝜂0)𝑞(𝜉) 𝑑𝜉

−
∫︁ ∞

𝜉0

𝑑𝜉

∫︁ 𝜂0

0

𝑈(𝜉, 𝜂)𝑞(𝜉 + 𝜂)𝑅(𝜉, 𝜂; 𝜉0, 𝜂0) 𝑑𝜂. (2.14)

Таким образом, для решения уравнения (2.4) с условиями (2.5), (2.6) достаточно
решить относительно 𝑈(𝜉0, 𝜂0) интегральное уравнение (2.14).

Теперь приступим к исследованию интегрального уравнения (2.14). Будем ре-
шать это интегральное уравнение методом последовательных приближений. Поло-
жим

𝑈0(𝜉0, 𝜂0) =
1
2

∫︁ ∞

𝜉0

𝑅(𝜉, 0; 𝜉0, 𝜂0)𝑞(𝜉) 𝑑𝜉,

𝑈𝑛(𝜉0, 𝜂0) = −
∫︁ ∞

𝜉0

𝑑𝜉

∫︁ 𝜂0

0

𝑈𝑛−1(𝜉, 𝜂)𝑞(𝜉 + 𝜂)𝑅(𝜉, 𝜂; 𝜉0, 𝜂0) 𝑑𝜂.

Учитывая оценку |𝑅| 6 1, имеем

|𝑈0(𝜉0, 𝜂0)| 6
1
2

∫︁ ∞

𝜉0

|𝑅(𝜉, 0; 𝜉0, 𝜂0)||𝑞(𝜉)| 𝑑𝜉 6
1
2

∫︁ ∞

0

|𝑞(𝜉)| 𝑑𝜉

6
1
2

∫︁ ∞

𝜉0

|𝑞(𝜉)| 𝑑𝜉 6
1
2

∫︁ ∞

𝜉0

|𝑞(𝜉)| 𝑑𝜉,

поскольку 𝜉 > 𝜉0, 𝜂 < 𝜂0. Тогда будем иметь

|𝑈0(𝜉0, 𝜂0)| 6
1
2
𝜎+

0 (𝜉0).

Далее, найдем, что

|𝑈1(𝜉0, 𝜂0)| 6
∫︁ ∞

𝜉0

𝑑𝜉

∫︁ 𝜂0

0

|𝑈0(𝜉, 𝜂)| · |𝑞(𝜉 + 𝜂)| ·𝑅(𝜉, 𝜂; 𝜉0, 𝜂0) 𝑑𝜂

6
1
2

∫︁ ∞

𝜉0

𝑑𝜉

∫︁ 𝜂0

0

𝜎+
0 (𝜉)|𝑞(𝜉 + 𝜂)| 𝑑𝜂 6

1
2

∫︁ ∞

𝜉0

𝜎+
0 (𝜉) 𝑑𝜉

∫︁ 𝜂0

0

|𝑞(𝜉 + 𝜂)| 𝑑𝜂

6
𝜎+

0 (𝜉0)
2

∫︁ ∞

𝜉0

𝑑𝜉

∫︁ 𝜂0

0

|𝑞(𝜉 + 𝜂)| 𝑑𝜂 =
𝜎+

0 (𝜉0)
2

∫︁ ∞

𝜉0

𝑑𝜉

∫︁ 𝜂0+𝜉

𝜉

|𝑞(𝛼)| 𝑑𝛼

6
𝜎+

0 (𝜉0)
2

∫︁ ∞

𝜉0

∫︁ ∞

𝜉

|𝑞(𝛼)| 𝑑𝛼 𝑑𝜉 6
𝜎+

0 (𝜉0)
2

∫︁ ∞

𝜉0

𝑑𝜉

∫︁ ∞

𝜉

|𝑞(𝛼)| 𝑑𝛼

=
𝜎+

0 (𝜉0)
2

𝜎+
1 (𝜉0).

Пусть теперь

|𝑈𝑛−1(𝜉0, 𝜂0)| 6
1
2
𝜎(𝜉0)

(𝜎+
1 (𝜉0))𝑛−1

(𝑛− 1)!
.
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Тогда будем иметь

|𝑈𝑛(𝜉0, 𝜂0)| 6
∫︁ ∞

𝜉0

𝑑𝜉

∫︁ 𝜂0

0

|𝑞(𝜉 + 𝜂)𝑅(𝜉, 𝜂, 𝜉0, 𝜂0)𝑈𝑛−1(𝜉, 𝜂)| 𝑑𝜂

6
1
2
𝜎+

0 (𝜉0)
∫︁ ∞

𝜉0

(𝜎+
1 (𝜉))𝑛−1

(𝑛− 1)!

∫︁ ∞

𝜉

|𝑞(𝛼)| 𝑑𝛼 𝑑𝜉

6
1
2
𝜎+

0 (𝜉0)
∫︁ ∞

𝜉0

(𝜎+
1 (𝜉))𝑛−1

(𝑛− 1)!

∫︁ ∞

𝜉

|𝑞(𝛼)| 𝑑𝛼 𝑑𝜉

= −1
2
𝜎+

0 (𝜉0)
∫︁ ∞

𝜉0

(𝜎+
1 (𝜉))𝑛−1

(𝑛− 1)!
𝑑𝜎1(𝜉) =

1
2
𝜎+

0 (𝜉0)
(𝜎+

1 (𝜉0))𝑛

𝑛!
.

Отсюда, очевидно, следует, что ряд 𝑈(𝜉0, 𝜂0) =
∑︀∞

𝑛=0 𝑈𝑛(𝜉0, 𝜂0) абсолютно и равно-
мерно сходится, а его сумма является решением уравнения (2.14) и 𝑈(𝜉0, 𝜂0) удовле-
творяет неравенству

|𝑈(𝜉0, 𝜂0)| 6
1
2
𝜎+

0 (𝜉0)𝑒𝜎+
1 (𝜉0). (2.15)

Далее, дифференцируя уравнения (2.14) и используя (1.2), (2.13), находим, что
функция 𝑈(𝜉0, 𝜂0) и, тем самым, функция 𝐾+(𝑥, 𝑡) = 𝑈((𝑡+ 𝑥)/2, (𝑡− 𝑥)/2) дважды
непрерывно дифференцируемы. Более того, при каждом фиксированном 𝑥 имеют
место соотношения

𝜕𝐾+(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥

= 𝑂(𝑡2),
𝜕𝐾+(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑂(𝑡2),

𝜕2𝐾+(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥2

= 𝑂(𝑡4),
𝜕2𝐾+(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
= 𝑂(𝑡4), 𝑡→∞.

Отсюда и из (2.15) следует, что функция 𝐾+(𝑥, 𝑡) = 𝑈((𝑡 + 𝑥)/2, (𝑡 − 𝑥)/2) удовле-
творяет задаче (2.1)–(2.3). Тем самым завершается доказательство теоремы.

В заключение авторы выражают благодарность рецензенту за полезные замеча-
ния.
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