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УДК 517.397:519.53:513.88 МАТЕМАТИКА 
Л. Я. САВЕЛЬЕВ 

О ВЕКТОРНЫХ СЧЕТНО АДДИТИВНЫХ МЕРАХ 
(Представлено академиком Л. В. Канторовичем 3 VII 1965) 

1. В в е д е н и е . Рассмотрим: 1) класс 9* всех частей множества U 
и обычными структурой кольца, порядком и so-топологией S ((*), § 2) ; 
2) кольцо Я в 3) систему К = К(Я) (D = Т)(Я)) всех конечных 
(счетных) дизъюнктивных частей Я (К D) ; 4) полное отделимое ве­

щественное локально выпуклое пространство G. 
О п р е д е л е н и е 1. Назовем отображение а кольца Я в G с ч е т н о 

а д д и т и в н ы м в Я, если для каждого 3) е D, для которого 2 25 е Я, 
семейство а 3) суммируемо и 2 а 25 = а225. 

Обозначим А = А(Я, G) множество всех счетно аддитивных в Я ото­
бражений Я в G. 

О п р е д е л е н и е 2. Назовем отображение а е А с ч е т н о а д д и т и в -
н ы м, если для каждого 2 ) е D семейство аЗЗ суммируемо. 

Обозначим С = С (Я, G) множество всех a E i , являющихся счетно 
аддитивными отображениями. 

Обозначим Г множество полунорм на G, определяющих топологию в G. 
Для каждых у е Г , a G i , X G ^ определим vyaX = sup{2ya<%*: СК G К, 
2 ^ ^ X}; назовем отображения vya: X-^vyaX в а р и а ц и я м и для а. 

Обозначим V = У(Я, G) множество всех Й Е 4 , имеющих о г р а н и ­
ч е н н ы е в а р и а ц и и ; S = G) — являющихся непрерывными ото­
бражениями Я в G\ В = В (Я, G) —являющихся ограниченными ото­
бражениями Я в G\ Е = JE(J/?, (5) — имеющих продолжение a е A ( J ? , G ) 

— замыкание кольца Я в 
Заметка посвящена описанию связи между выделенными классами счет­

но аддитивных отображений. Основной результат выражается следующим 
образом: 

Т е о р е м а 1. V^S(E) ^С^В. 
2. Т о п о л о г и я V a . Для каждых а е У , у е Г, К ^ У£ (Ж — класс 

всех конечных частей множества Г) , е > 0 определим % (у, е) = 
= { Х Е ^ : Z ^ 2 2 5 0 ( 2 5 o e D ) , 2 i 7 v a 2 J 0 < e } ; % (К, е) = (] % (у, е). 

Для каждых у е Г, A G F вариация yVa ^ /?). Следовательно, 
существует топология V v a в Зь, согласованная со структурой кольца в Зь, 
для которой {% (у, е ) } 8 является фундаментальной системой окрестно­
стей нуля ( ( 2 ) , § 1). Рассмотрим топологию У а в ^ , порожденную объеди­
нением U (VVa)v Следующие предложения описывают некоторые общие 
свойства V a . 

П р е д л о ж е н и е 1. Топология V a согласована со структурой кольца 
в ЗР и {% (К, г)}к, г является фундаментальной системой окрестностей 
нуля. 

П р е д л о ж е н и е 2. Каждый класс 2 ) G D ( J ? ) суммируем, и его 
сумма равна объединению 225. 

Обозначим Яа замыкание лсольца Я в топологии V a . 
П р е д л о ж е н и е Ъ.Я £ Яа. 
П р е д л о ж е н и е 4. Каждое A G F равномерно непрерывно (V a ) . 
3. С х е м а д о к а з а т е л ь с т в а т е о р е м ы 1. Теорема 1 является 

объединением следующих предложений. 
П р е д л о ж е н и е 5. V S S. 
Для каждых у ^ Г , a E F y V A G B ( J ? , Д ) . Отсюда % Е 5 ( ^ ? , Д ) 

((*), § 3, теорема 3). Отсюда непрерывность а в 0(S) и непрерывность а. 



П р е д л о ж е н и е 6. S^C. 
Для каждого а е С индуктивно с использованием критерия Коши 

( ( 3 ) , гл. 3, § 4, п. 2, теорема 1) определяется последовательность (Dn) 
такая, что {Dn} E D H (aDn) - > 0 . 

П р е д л о ж е н и е ? . V £ Е. 
Для каждого A G F существует равномерно непрерывное продолже­

ние а (предложение 4; ( 3 ) , гл. 2, § 3, п. 4, теорема_1). а конечно адди­
тивно J[cp. ( 2 ) , § 2, лемма 5 ) . Для_каждого S E D ( J P ) ПО предложению2 
2 2 ) e J # a . Следовательно, a G A ( j f f l , G) и а <= # (предложение 3). 

П р е д л о ж е н и е 8. Е ^ С. 
Следует непосредственно из определений. 
П р е д л о ж е н и е 9. С^В. 
Следует из частного случая для числовых отображений; предложе­

ния 5, п. 5, § 4, гл. 3 (3) и следствия теоремы 3, п. 4, § 2, гл. 4 ( 4 ) . 
4. Н е к о т о р ы е с л е д с т в и я . 
С л е д с т в и е 1. Если G конечномерно, то V = E = S = C = B. 
Достаточно доказать, что В 9 = V и рассматривать случай G = Rn (тео­

рема 1; ( 4 ) , гл. 1, § 2, п. 3, теорема 2). Доказательство сводится к оценке 
вариации с помощью неравенства (1), п. 1, § 3, гл. 7 ( 5 ) . 

С л е д с т в и е 2. Если Gмонтелевское, то С — В. 
Достаточно доказать, что Вя^С, (теорема 1). Для каждых a G B , 

3) G D семейство аЗ) суммируемо в ослабленной топологии ( ( 5 ) , гл. 4, § 6, 
теорема 1, следствие; § 7, п. 2, теорема 3, следствие) и, следовательно, 
суммируемо ( ( 4 ) , гл. 4, § 3, п. 4, предложение 6) . 

С л е д с т в и е 3. Если G слабо секвенциально полное банахово про­
странство, то С = В. 

Достаточно доказать, что В <^С. Для каждых A G B , S G D семей­
ство а3) суммируемо в ослабленной топологии. Каждая последователь­
ность (aDn), для которой {aDn} = аЗЗ, сходится по подпоследовательно­
стям в ослабленной топологии ( ( 3 ) , гл. 3, § 4, п. 7, предложение 9; ( 6 ) , 
гл. 4, § 1, п. 1д) и, следовательно, сходится по подпоследовательностям 
( ( 6 ) , гл. 4, § 1, теорема 1). Следовательно, аЗ) суммируемо ( ( 3 ) , гл. 3, 
§ 4, п. 7, предложение 9; ( 6 ) , гл. 4, § 1, п. 1в). 

С л е д с т в и е 4. Если Л замкнуто (S), то С = В = А. 
Вытекает непосредственно из определений, теоремы 1 и следствия 

предложения 5, § 2, (*). 
5. З а м е ч а н и я . 
З а м е ч а н и е 1. Существуют М, G такие, что V ф С. 
Пусть U — множество всех натуральных чисел, Я — класс всех ча­

стей множества U, G — бесконечномерное банахово пространство. Рас­
смотрим отображение а'\ п-*а'п, где \а'п\ = 1 / п и (a'ri)n<=u суммируе­
мо ( ( 6 ) , гл. 4, § 1, теорема 2). Для каждого I G i определим аХ =• 
= 2(Vft)r?e:x ((3)> г л - 3, § 4, п. 3, предложение 2). a G C , a ^ V . 

З а м е ч а н и е 2. Существуют Л? , G такие, что С ф В. 
Следующий пример предложен С. В. Нагаевым. Пусть U — множе­

ство натуральных чисел, Я — класс всех конечных частей множества U, 
G — банахово пространство всех непрерывных функций на интервале 
[0, 1] . Рассмотрим отображение ar\ а'п = {X Хп — Xn+i}. Для каждо­
го X G М определим аХ = 2 (a'ri) п^х\ a^B^atfzC. 

Институт математики Поступило 
Сибирского отделения Академии наук СССР 28 VI 1965 
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