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На основе методов теории гарантированного управления и оценивания в усло­
виях неопределенности рассмотрена задача построения оценок многозначных 
решений дифференциальных включений. Найдены соотношения, описывающие 
в терминах соответствующих функций Минковского верхние (относительно опе­
рации включения множеств) оценки аппроксимаций первого порядка для тра-
екторных трубок дифференциальных включений билинейного типа. 

1. Введение 

В теории гарантированного управления и оценивания в условиях 
неопределенности рассматриваются динамические системы, эволюция ко­
торых может зависеть не только от текущего фазового состояния объекта, 
но и от неопределенных возмущений или ошибок моделирования. Среди 
огромного числа публикаций, посвященных различным аспектам теории 
неопределенных динамических систем, отметим исследования [2, 3, 4, 6, 9, 
10, 11, 12, 13, 18, 22], в рамках проблематики которых находятся и поста­
новки задач данной работы. 

Предполагается, что неопределенные факторы в математической мо­
дели динамической системы не имеют вероятностного описания, а извест­
ны лишь с точностью до множеств, их содержащих. В качестве моде­
ли динамики систем такого рода может быть взято дифференциальное 
включение [13] 

x£F(t,x), хеШп, (1.1) 

с неизвестным, но также ограниченным начальным состоянием x(to): 

x(t0) = х\ х° е Х ° . (1.2) 

В задачах оценивания состояний неопределенных систем по результатам 
текущих измерений обычно предполагается заданным так называемое урав­
нение измерения: 

y{t)=g{t}z,t{t))> (1-3) 

где функция £(£) является неизвестной помехой ("шумом") измерения с 
априори известными ограничениями. 

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундамен­
тальных исследований (проект 00-01-00369). 
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Последнее соотношение можно записать в виде включения (условия 
выживаемости) ([2, 3]) 

x(t) е Y(t), (1.4) 

где Y(t) - заданная многозначная функция. 
Одним из основных вопросов теории управления - оценивания в усло­

виях неопределенности является проблема нахождения информационных 
множеств неопределенных динамических систем [11], или, в терминах те­
ории дифференциальных включений, множеств всех решений x[t] — 
ж(£,£о,ж°) системы (1.1)—(1.2), а также подмножеств указанного семейства, 
состоящих из всех траекторий x[t] = ж(£, to, ж 0 ) , удовлетворяющих допол­
нительному условию выживаемости (1.4). 

Таким образом, задача гарантированного оценивания состоит в описа­
нии множества 

X[-} = \J{x[.] = x(.,t0,x°)} 
решений системы (1.1)—(1.4) ( траекторного пучка) и соответствующих се­
чений в момент времени t (t-сечений) X[t] этого множества, 

Х М = LH> : х = ЖМ = ж(Мо,ж°) , ж(.,*о,ж°) е х[.]}, 

совпадающего с множеством достижимости в момент t (информацион­
ным множеством) рассматриваемой неопределенной системы. Отметим, 
что множество X[t] можно трактовать как неулучшаемую многозначную 
оценку неизвестного состояния x(t) системы (1.1)—(1.4). 

Трубки решений Х[£], полученные с учетом условия (1.4), называют­
ся трубками выживающих траекторий, или просто выживающими труб­
ками траекторий дифференциального включения. Проблемы существова­
ния выживающих траекторий рассматривались в теории дифференциаль­
ных включений [2], другие аспекты проблемы выживаемости (в том числе 
построение выживающих трубок, анализ их свойств) изучались также в 
несколько иной постановке в теории дифференциальных игр [9, 10]. Дан­
ная работа продолжает исследования [11, 13, 15, 14], посвященные анализу 
многозначной динамики систем, функционирующих в условиях неопре­
деленности. Основная проблема, рассмотренная здесь, касается описания 
траекторных трубок дифференциальных включений билинейного типа, 
для которых t-сечения X[t] траекторных трубок Х[-] являются звездными 
множествами. Отметим, что звездные множества, вообще говоря, невыпук­
лы, поэтому техника опорных функций выпуклого анализа, характерная 
для исследования линейных неопределенных систем, здесь неприменима, 
и для описания траекторных трубок и их аппроксимаций выбран аппарат 
функций Минковского. 

2 . Эволюция многозначных состояний 

Здесь мы дадим точные формулировки и напомним некоторые извест­
ные результаты, необходимые в дальнейшем. 

Изложение основывается на понятиях непрерывности и измеримости 
многозначных функций (см., например, [5]). 
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Символом Conv W1 будем обозначать множество всех непустых выпук­
лых компактных подмножеств конечномерного евклидова пространства 
Шп и символом Comp W1 - множество всех непустых компактных подмно­
жеств Шп. 

Рассмотрим дифференциальное включение (1.1), где ж G К п , правая 
часть Т есть непрерывная многозначная функция (Т : [to, ti] x R n 4 
Conv R n ) , удовлетворяющая условию Липшица с константой L > О, а имен­
но, 

h{F{t, x), F{t, у)) < L II х - у II Vx, у е Шп. 

Здесь h(A, В) - расстояние Хаусдорфа между множествами А, В С Шп: 

h{A,B) =max {h+{A,B), h~(A,B)}, 

где h+(A, В), h~(A, В) - соответствующие полурасстояния Хаусдорфа меж­
ду А, В, 

h+{A,B) = s\xp{d(x,B) \хеА}, h~(A,B) = h+(B,A), 

d(x,A)=w£i\\x-y\\\yeA}. 

Пусть дано XQ G Comp W1. Обозначим x[t] = x(t,to,#o) (t G T = [to, h]) 
траекторию (решение в смысле Каратеодори) дифференциального вклю­
чения (1.1), исходящую из начальной точки ж [to] = XQ G XQ. 

Напомним, что решение в смысле Каратеодори на интервале Т есть 
абсолютно непрерывная функция x[t] (t G Г ) , удовлетворяющая включе­
нию 

d 
-x[t] = x[t}£F{t,x[t)) (2.1) 

при почти всех t G Т. 
Будем считать, что все решения {x[t] = x(t,to,#o) I ж о G XQ} продол-

жимы до момента t\ (например, предположим, что выполнено известное 
условие продолжимости [7]). 

Пусть многозначное отображение Y(t) непрерывно, (У : T -> Conv Ж71), 
Х0 С Y(tQ). 

Напомним следующее определение [2, 13]. 

Определение 2 . 1 . Траектория x[t] = x(t,to,#o) ( ж ° ^ t ET) диф­
ференциального включения (2.1) называется выживающей на [to,r] ; если 

x[t] G F(t) при всех t G [t 0 ,r] . (2.2) 

Предположим, что существует по крайней мере одно решение x*[t] = 
#*(t, to,#2) включения (2.1) (с начальной точкой ж*[to] = G Хо), удовле­
творяющее требованию выживаемости (2.2) при г = t\. 

Обозначим #(•, to,Xo) множество всех решений включения (2.1), исхо­
дящих из всего начального множества XQ. Пусть X[t] = Af(t, to,Хо) озна­
чает его t-сечение в момент времени t. 

Подмножество из Af(«,to,Xo), состоящее из всех решений (2.1), выжи­
вающих на [to, г] , будет обозначаться как Х ( • , т, to,Xo), а его s-сечения 
- как X ( S , T , to,Xo)> 5 G [to,r]. Для краткости записи будем использовать 
символ Х[т] для этих временных сечений в момент т: 

Х[т) = X(r,t0,Xo) = X(r,T,t0,X0) 
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Известно, что обе многозначные функции X(t,tQ,Xo), Х ( £ , £ о ? Х о ) , 

X iTxTx CompR n C o m p l n , 

X :T x T x CompK7 1 -> CompK n , 

удовлетворяют свойству полугруппы: 

Х(Ь,т,Х(т^Хо)) = Af (Mo ? X 0 ) , h<r<t<tu 

X( t , r ,X( r 5 t o ,Xo) ) = X ( t , t 0 , X 0 ) , <o < r < t < t b 

и, следовательно, каждая из них определяет соответствующую обобщен­
ную динамическую систему с многозначными траекториями [4, 17, 13]. 
Многозначные функции X[t] и X[t] ( t G Т) будут называться, соответ­
ственно, траекторной трубкой и выживающей траекторной трубкой (или 
выживающей трубкой). Данные понятия можно трактовать как много­
значные аналоги классических (однозначных) траекторий систем обыкно­
венных дифференциальных уравнений. 

Один из подходов к описанию динамики многозначных состояний 
неопределенных динамических систем основан на понятии эволюционного 
уравнения, которое получило название уравнения интегральной воронки 
[11, 13, 15, 8]. Напомним кратко основную конструкцию указанного эво­
люционного соотношения, приведенного в отмеченных работах, где также 
сформулированы достаточные условия, при которых оно выполняется. 

Рассмотрим "уравнение": 

lim a'xh{X[t + сг], M (x + aF(t, x))) = 0, t G T = [<<>, h] (2.3) 
(T—>+0 

xex[t] 

с "начальным условием": 
X[to] = Х0. (2.4) 

Заметим, что это уравнение превращается в обыкновенное дифферен­
циальное, как только пропадает неопределенность в системе, когда 
F(t,x) — {/(£,ж)} и X[t] = {x[t]} (XQ = {XQ}) ЯВЛЯЮТСЯ однозначными 
функциями. 

Теорема 2.1. Многозначная функция X[t] = X(t,tQ,Xo) является 
единственным многозначным решением эволюционного уравнения (2.3)-
(2.4). 

Другой вариант уравнения интегральной воронки (2.3) использует 
Хаусдорфово полурасстояние h+ [14]. При этом для такого рода уравне­
ний теряется свойство единственности многозначных решений, и в каче­
стве "компенсации"приходится рассматривать понятие максимального по 
включению решения. 

Приведем еще один вариант эволюционного уравнения, описывающего 
динамику выживающих трубок X[t] = Х(£,IQ,XQ): 

I r n i c h X[t + a], (J (x + aT(t,x))Ç)Y(t + a) J = 0, (2.5) 
xex[t] 
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X[t0] = Х0 (t 0 < t < ti). (2.6) 

Следующая теорема доказана в [13, 8] при достаточно жестких пред­
положениях относительно функций T{t, х) и Y"(t), включающих, однако, 
рассматриваемый билинейный случай. 

Теорема 2 . 2 . Многозначная функция Х[г) — X ( t , t o , X Q ) есть един­
ственное решение уравнения (2 .5)- (2 .6) . 

Отметим, что соответствующие аналоги последнего уравнения в тер­
минах полурасстояний h+ и h~ можно найти в [15, 14]. 

3« Билинейные динамические системы 

Рассмотрим дифференциальное включение 

x G A(t)x + P ( t ) , x(t0) = х0е Хо, (3.1) 

при ограничениях 
x(t) eY(t), t 0 < t < t b 

где правая часть T{i, x) — A(t)x + P(t) является билинейной функцией 
относительно пары переменных, фазового вектора х и многозначного ото­
бражения А. 

Предположим, что отображение А(») непрерывно на [to,ti], со значе­
ниями во множестве Conv W1 выпуклых и компактных подмножеств про­
странства W1 всех n х п-матриц. 

Включение (3.1) моделирует неопределенную динамическую систему с 
априори неизвестной матрицей, для которой дано лишь описание в терми­
нах включений: A(t) G A(t), h(t) G P(t) и x® G X 0 [13]. 

Нетрудно показать, что множества X[t] = Af(t,to,Xo) (a также X[t] = 
X(t,to,Xo) ) могут оказаться невыпуклыми для таких "почти линейных" 
дифференциальных систем (см. примеры в [8]). Однако при подходящих 
предположениях эти множества обладают другими геометрическими ха­
рактеристиками. 

Напомним следующее определение. 
Определение 3 . 1 . Множество Z С Шп называется звездным (с цен­

тром с), если с + X(Z — с) Ç Z для всех A G [0,1]. 

Множество всех звездных компактных подмножеств Z С Шп с центром 
с обозначим символом St(c,Шп) и с центром в начале координат О G Шп ~ 
символом St(M n), S = {x G Шп : \\x\\ < 1}, 

Предположение 3 . 1 
(i) При всех t G [to, t\) справедливо включение 0 G P(t). 
(H) Существует e > 0 такое, что 

eSÇY(t) Vt G [ t 0 , t i ] . 

(iii) Верно включение 0 G XQ. 
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Справедливо следующее свойство [13]. 

Теорема 3.1. В предположении 3.1 t-сечения X[t], X[t] являются 
звездными и компактными множествами при всех t G T (X[t], X[t] G 
St(E n )). 

Для рассматриваемой билинейной системы можно уточнить формули­
ровки теорем 2.1, 2.2 предыдущего раздела. 

Введем предварительно обозначение: 

М*Х = {zeRn : z = Мх, M еМ, x G -X"}, 

где M G ConvSRn, X G ConvK n . 
Тогда эволюционное уравнение, описывающее динамику звездных тра­

екторных трубок, приобретает вид, указанный ниже. 

Теорема 3.2. Выживающая трубка X[t] = X(t,tQ,Xo) билинейного 
дифференциального включения (3.1) является единственным решением 
эволюционного уравнения 

lim а-гЦХН + <х], ((I + <rA(t)) * X[t] + aP(t)) П Y(t + а)) = 0 (3.2) 

с начальным условием 

X[t0] = Хо, to < t < ii . 

4 . Оценки многозначных состояний: функция Минковского 

Рассмотрим специальный класс билинейных динамических систем ви­
да (3.1), где при каждом t значениями A(t) многозначной функции А яв­
ляются множества всех диагональных пх п матриц A(t) с неизвестными, 
но ограниченными диагональными элементами ац(1): 

A(t) = {A(t) : aij = 0 для i ф j , ai = au, a = (a i , . . . , a n ) G A0}. 

Здесь AQ G St(K n ). Предположим, как и ранее, что начальное множество 
XQ лежит в пространстве St(E n ) . 

Рассмотрим задачу построения аппроксимации первого порядка для 
многозначной функции X[t] на основе эволюционного уравнения (3.2), при 
этом положим Y(t) = Шп (фазовые ограничения отсутствуют). Отметим, 
что возможные вычислительные процедуры, основанные на использова­
нии данного уравнения и ориентированные на точное или приближенное 
построение искомых многозначных состояний X[t], имеют итерационный 
характер и близки известному методу Эйлера численного решения диф­
ференциальных уравнений. Поэтому представляется важным иметь эф­
фективные алгоритмы обработки каждого шага итерации. Данная задача 
и решается здесь для множеств ограничений достаточно простой структу­
ры. 
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Итак, рассмотрим первый шаг аппроксимации первого порядка (для 
достаточно малых моментов сг). Тогда из теоремы 3.2 имеем (t = to + er) 

h (X[t], ((J + aAo) * X 0 + aP)) = o{a), lim a~lo(a) = 0, 
AT—>+0 

где Л = A(t0) ш P = P(t0). 
Для каждого множества M G St(R n) символом HM(Z) будем обозначать 

функцию Минковского (z G E n ) : 

Ьм(г) = în£{£ > 0 : z G Ш"}. 

Наша основная цель состоит в том, чтобы вычислить функцию Мин­
ковского для множества X[t] или для его аппроксимации ((J + аАо) * Хо + 
<тР), но мы разобьем решение на два более простых этапа, позволяющих 
построить оценку сверху по включению для указанной аппроксимации. 

Вначале найдем функцию Минковского для множества Ао * XQ И затем 
получим формулу для вычисления функции Минковского для алгебраи­
ческой суммы множеств. 

Отметим следующие общие свойства функций Минковского. 
Лемма 4.1. Пусть M G St(E n) и для некоторого е > 0 eS С М. Тогда 

функция HM{Z) является положительно однородной и /гм(0) = 0. 

Будем считать в дальнейшем, что выполнено предположение 3.1. 
Пусть символ р(1\С) означает опорную функцию выпуклого компакт­

ного множества С G Conv W1, вычисленную на элементе I G Шп, 

p(l\C) = тах{( / , с ) : с G С } 

(здесь (Z, с) = 1'с означает скалярное произведение в Е п ) . 
Непосредственно из определения функции Минковского и с учетом 

предположения 3.1 нетрудно получить следующий результат. 

Лемма 4.2® Для любого z G М п такого, что Z{ ф 0 (i = 1,... , n ) ; 

справедлива формула 
hAo*X0{z) = 

n 

i = 1 : a G Ao, щ ф 0 (г = l , . . . , n ) } . (4.1) = mm < max г#о p ( / | X 0 ) 

Пример 4.1. Предположим, в частности, что множества Ао, Хо имеют 
следующий простой вид: 

А0 = \аеШ1 : ] T | a i | 2 < 1 L 
i=i 

т.е. являются единичными шарами в евклидовом пространстве R n . 
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Тогда вычисления по формуле (4.1) (с использованием техники мно­
жителей Лагранжа) приводят к результату: 

п 

W x o ( * ) = £ W ' ( 4-2) 
i=l 

причем в силу леммы 4.1 формула (4.2) остается справедливой при всех 
z G R n , и следовательно, 

Ло * х 0 = е Шп : N < 1 j • ( 4- 3) 

Имеет место и более общий результат. 

Теорема 4.1. Пусть 

Х о = | ж € M n : ^ < l | 

( p , g > Oj. Тогда 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Указанные в теореме формулы получаются 
прямым вычислением в результате вспомогательной замены b{ = |ai | p/ 2 , 
yi = I I 9 / 2 и из равенства (4.2). 

Пример 4.2. Рассмотрим случай p = q = 1. Тогда из теоремы 4.1 сразу 
же получаем 

AQ * XQ = S i 

Таким образом, множество AQ*XQ уже теряет свойство выпуклости, оста­
ваясь звездным. Причем отсутствие выпуклости произведения может на­
блюдаться и при равномерно выпуклых исходных множествах, при p, g > 
1, если только ( p - 1 + q"1) > 1. 

Верхняя по включению оценка шага аппроксимации X[t] следует из 
соотношения: 

X[t] С ( Х 0 + < х А * Х 0 + <тР) + o(a)S 

и из ,!конволюционной"формулы для вычисления функции Минковского 
алгебраической суммы звездных множеств, приведенной в следующей те­
ореме. 
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Теорема 4.2. Пусть А, В - некоторые множества из 5£(Е П ) ; причем 
для некоторого е > О eS С АП В. Тогда 

tiA+в = m i n m a x { a / i ^ ( z + ) + (1 - a)hß(z - z*)}. (4.4) 
2 * 0<a<l 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Отметим, что из предположений теоремы 
вытекает достижимость минимума в формуле (4.4). Зафиксируем произ­
вольный вектор z G Е п и положим 

Т = m i n m a x { а / г д ( ^ + ) + (1 — a)h,B(z — z*)} = 
Z* 0<Q<1 

= m i n m a x { / i A ( 2 * ) , / i # ( ^ - 2*)}. 

Тогда существует z* такой, что одновременно выполняются два неравен­
ства: T > fayi(z*) и Т > hB(z — z*). Отсюда получаем 

z* eTA, етв. 

Но тогда z = z* + (z — z*) G T(A + JE?) и, следовательно, }IA+B(Z) < T. 
Обратно, пусть для некоторого числа t > О выполнено включение z G 

t(A + В) . Тогда t - 1 ^ E (A + В) в. найдутся элементы z\ G A, Z2 G В такие, 
что £ - 1 2 = zi + Z2, причем fiA(zi) < 1, hß(z2) < 1. Обозначим = £21 (а 
тогда £22 = 2 — z*) и получим снова два неравенства 

ÏIA{Z*) < 1, Лв(^ - ^*) < 1, 

которые должны быть выполнены одновременно. Поэтому 

m&yL{hA{z*),hB{z - z*)} < £, 

откуда получаем 

m.mmax{hA{z*),hB{z — z*)} < t. 
z* 

Но тогда и для точной нижней грани HA-\-B{Z) чисел £ выполнено анало­
гичное неравенство, что и требовалось доказать. 

Приведем еще один вариант теоремы 4.1 для эллипсоидальных мно­
жеств ограничений AQ, XQ. 

Теорема 4.3. Пусть 

А0 = {a G E n : (a, Ma) < 1}, 

Х0 = {хеШп i(x,Nx)<l}, 

где M, N симметричные положительно определенные матрицы. Тогда 
имеет место формула 

hAo*x0(*) = \\N-?M~*z\\h, 

что эквивалентно соотношению 

AQ*X0 = NÏMÏSU 

где Si единичный шар (с центром в 0) в Е п относительно Ii-нормы. 
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Доказательство аналогично доказательству теоремы 4.1. 

Пример 4.3, Пусть п = 2 и множества Ао, XQ имеют вид: 

А0 = {а в Ш2 : \аг\ + \а2\ < 1}, 

Хо = {х£Ж2 : Ы + |ж 2 | < 1}. 

Тогда 
Л 0 * Х 0 = -{>ЕК 2 : \ / Ы + л / Ы < Ii-

Вычислив функцию Минковского суммы множеств Хо + Ао *Хо, получим 
равенство 

Хо + Ао * XQ = 2XQ = 25i, 

причем при значениях 0 < а < 1 верна подобная формула 

Х 0 + аАо * Х 0 = (1 + (T)XQ = (1 + CT)5I. 

При сг > 1 нетрудно показать, что свойство выпуклости теряется. Анало­
гично, не будет выпуклым и множество (I + аАо) * Хо. Действительно, 
точки z* = (1 + сг, 0) и z** = (0,1 + сг) принадлежат всем трем множествам, 
связанным цепочкой включений 

(I + аАо) * Х 0 С ( Х 0 + аАо * Х 0 ) С (1 + a)Su 

однако выпуклая комбинация (z* + z**)/2 лежит лишь в последнем из них. 
Заметим, что для пространства размерности n > 2 множество Si+Ai* Si 
отлично от 2.Si и более того, невыпукло и звездно. 

Отметим в заключение, что полученные оценки могут быть исполь­
зованы при построении итерационных процедур при компьютерном мо­
делировании на основе дискретных версий эволюционных уравнений ти­
па уравнений интегральной воронки. Хотя предлагаемые множества дают 
оценки сверху аппроксимаций траекторных трубок, однако даже при по­
мощи таких "грубых"операций удается проанализировать нелинейные эф­
фекты, такие как отсутствие выпуклости множеств достижимости неопре­
деленных систем, и тем не менее приближенно описать границы указанных 
множеств. 

Отметим, наконец, что использование внешних аппроксимаций много­
значных функций X[t] позволяет связать данный подход с техникой ис­
числения многозначных оценок, построенных на основе эллипсоидов или 
многогранников ([15, 16, 20]). 

Поступила 27.06.2000 
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