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Введение 

По определению, предложенному В. Капланом (*), голоморфная в еди­
ничном круге Е — {z : | z | < 1} функция 

называется почти выпуклой, если для нее найдется однолистная функция 
Ф (z), отображающая Е на выпуклую область и такая, что 

в любой точке z круга Е. 
Совокупность почти выпуклых функций образует класс L, включаю­

щий в себя в качестве подклассов класс S* однолистных звездообразных 
функций, класс S0 однолистных выпуклых функций, класс V однолист­
ных функций с ограниченным вращением *, класс L0 И. Е. Базилевича, со­
стоящий из тех и только тех функций f(z), производные которых могут 
быть представлены в виде f(z) — h(z) -я|)(£), где fr(z) б Р **, i|?(z) G JS°, 
В свою очередь L оказывается подклассом класса S однолистных голоморф­
ных в Е функций f(z) с разложением около начала координат вида (1 ) , 

В работах ( 2 j 3 ) 3. Левандовский доказал теорему об эквивалентности 
класса L и класса линейно достижимых функций М. Бернацкого (см. ( 4 ) ) , 
Недавно А. Белецкий и 3. Левандовский дали в ( 5 ) новое и более краткое 
доказательство этого предложения. С точки зрения экстремальных свойств 
почти выпуклые функции изучались Я. Кржижем ( 6 ) , Е. Степанкевич 
и Я. Заморским ( 7 ) , Огавой ( 8 ) и другими авторами. Однако полученные 
в ( 6 ~ 8 ) результаты, как обратил внимание Кржиж ( 9 ) , относятся не ко 
всему классу L, а лишь к LQ. 

В данной статье развивается вариационный метод решения экстре­
мальных задач на классе L почти выпуклых функций. Вывод основных 
вариационных формул для таких функций дан в § 1. Мы останавливаемся 
далее на анализе граничных функций на классах L, S*, S°, Р, L0 относи¬ 

* Т. е. таких функций w = f(z), для которых |argf(z) | < л / 2 в Е. 

* ** Т. е. h(z) голоморфна в Е, Re h(z) > 0 в Е, h(0) = 1 . 

f{z) =z + c2z* + . . . + cnzn + . . . (1) 

(2 ) 
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тельно функционалов 

I(f) = 4uoi,Voi,...,Unlu v n i i ; . . . ; щт, v0m,...,u и ) (3) 
И 

/ ( / ) = / У и , . . . , uniU vnii; ... ; щт, v i m ,..., и и ) . (4) 

Здесь / — произвольно фиксированная функция, аналитически завися­
щая от 

U a k = / < s > ( z A ) , v8h = jW&k), (5 = 0 , 1 , . . . , л л ; 4 = 1,2 то), 

где 2i, z 2 , . . . , zm(m = 1, 2 , . . . ) — различные фиксированные точки в Е и 

В § 2 установлена система уравнений, состоящая из одного функцио-
йгаяьно-дифференциального уравнения и из некоторого функционального 
уравнения и характеризующая граничные функции * относительно рас­
сматриваемого функционала. Анализ решений этой системы, выполненный 
в § 3, приводит к основной теореме о том, что любая граничная функция 
относительно функционала (4) на классе L отображает круг Е на область, 
полученную исключением из плоскости не более чем 2Q -\- т — 1 уходя­
щих на бесконечность лучей, не обязательно содержащих на своем про­
должении начало координат. Число Q, названное нами порядком функцио­
нала вида (3) или (4) , подсчитывается как сумма старших порядков про­
изводных в точках Zi, 22, . . . , zm, т. е. 

Q = Щ + п2 + .. . + пт. (5) 

Дается вид граничных функций (см. формулу (40) ) . Рассматривае­
мые общие экстремальные задачи сведены, таким образом, к задачам на 
нахождение экстремума для некоторых функций конечного числа пере­
менных. Аналогичные результаты для подклассов класса L сформулиро­
ваны в § 4. В § 5 общие результаты предыдущих параграфов применяются 
К некоторым конкретным задачам. 

§ 1. Вариационные форхмулы 

Непосредственно из определения почти выпуклых функций следует, 
что если f(z) G L, то 

f{z)=B{zW(z), (в) 

где q>(z) — голоморфная однолистная выпуклая функция в Е и B(z) — 
голоморфная в Е функция с положительной вещественной частью. Кроме 
т о щ есла f ' (Q) = e~*aX, К > 0,- то 5 ( 0 ) = eiaK-1 и | а | < тс / 2. Не ума­
ляя общности, ш ж н о считать Я = 1, 
1 *' функций? f(z)1 называется граиданой относительно функционала /(/)» на* L, 
если Mz) 6 L и йШсит* в область D значений /(./) неособую граничную точку. Точка 
l0£dD (границе/)) называется неособой граниЧйой точкой ёсШ найдемся f№#n 
точка h $ D, что | h — h I ^ | / — / е | , какова бы ни была точка / б D. Точки границы 
dDy отличные г*т неособых^ й^жкшаются особыми граничные» точками. Известно, что 
если / ( / ) определен на комйактйо^ в ееб# классе; таэ особые т^чк» границы о^айыва-
ются предельным» для неособых. 
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Покджэм, что, каковы бы ни были функции B{z) и cp(z) с указанны­
ми выше свойствами, решение f[z) уравнения (6) однолистно в Е. Дейст­
вительно, пусть в Е существуют две различные точки z\ и z2, в которых 
f(Zi) = f(z2). Тогда интеграл 

J B(z)<p'(z)dz (7) 

равен нулю вдоль любого пути, соединяющего точки Zi и z2 и целиком 
лежащего в Е. Выберем в качестве пути интегрирования аналитическую-
дугу 

z = <p-t[twt + (1 — t)w%], 0 ^ f < 1, 

являющуюся прообразом прямолинейного отрезка с концами в точках 
Wi — cp(zi) и w2 = ф (2 2 ) при отображении круга Е функцией ф(з) . На 
«той дуге 

1 

о 

В правой части полученного равенства первый множитель не равен нулю, 
в силу однолистности функции ф(г) в единичном круге; второй множи­
тель также отличен от нуля, поскольку Re В (z) > 0 в Е. Итак, вдоль 
выбранной дуги и, следовательно, вдоль любой другой допустимой дуга 
интеграл (7) не равен нулю. Полученное противоречие доказывает одно­
листность решения уравнения^ (6) . ^ 

Заметим, что подчиненное начальному условию / ( 0 ) = 0 решение 
уравнения (6) принадлежит классу L. Значит, любую функцию f(z) б L 
можно представить в виде 

с 

f(z) = ^:B{zW(z)dz, 
о 

или, учитывая, что 
B(z) — i sin а 

cos а 
в виде 

= h{z)£P, ф ' (я) = е-* а где г | ) ( * ) е £ ° , 

f(z)—\ e-iaty'(z)[h(z) cos а i sin a] dz. 
о 

Так как формула 
z$'(z) = F(z) {ty(z) eS°, F{z) e S*) 

устанавливает взаимно однозначное соответствие между функциями клас­
сов S0 и £*, то для f(z) в L можно дать следующее представление: 

/(Z) =» е~™ \F(Z)[h(z) CQS a + i sin a] — , F(z)dS*, h(z)£P. (8) 
z 
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Оно позволяет, с одной стороны, записать структурную формулу для 
функций класса L, найденную Ю. Д. Максимовым ( и ) : 

dz, \9) ) [ 3 1 - е - г е — d a ( e ) J - e x p [ - 2 ^ l n ( l - е - % ) й ц ( в ) 
О —я —Я 

где ф вещественно, | ф | ^ я ; р ( 6 ) , a(8) не убывают на (—я, я ] и 
я тс 

^ da (8) = 1, ^ dp (8) = 1, а под логарифмом понимается ветвь, обра­
те -тс 

щающаяся в нуль при z = 0; с другой стороны, распространить метод 
внутренних вариаций на класс L. К этому вопросу мы сейчас переходим. 

Т е о р е м а 1. Пусть функция f(z) 6 L (а следовательно, f(z) может 
быть задана формулой ( 8 ) ) . Тогда для любого малого положительного 
числа t в классе L существует функция вида 

v 
/ , (*) = Ф (z,t) = f(z) + 12 Pi [z, ah, H(ak) ,Ah] + o (t), (10) 

/1=1 
равномерно внутри E дифференцируемая no t при t = 0 и такая, что 

где 

Pt [z, a, H (a), A] = AKY (z, a)H (a) - AK^z, —J H (a) — 

— ALt(z, a) — ALi^z, ~ j , 

1^ (z, a) = J f (z) [ 1 ± £ - ^ Я (s) ] cfa, (11) 

(12) 
о - - " . - - '<*> 1 

# ь . . . , ap (p = 1, 2 , . . . ) — произвольно фиксированные точки в E и 
4 А , . . . , Л р — произвольные комплексные постоянные. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу вариационной формулы (см. ( 1 2 j 1 3 ) ) , 
v 

F* (г) = F(z) + t%P[z, ah, H(ak),Ak] + o(t), (13) 

где 

P|>, a, H(a), A] = AK(z, a)H(a) — AK^z, (a)-

~AL{z,a)-AL^z,~), (14) 

K(z,a) = F(z) ^ 1 ± ± + H(z)]9 (15) 

Г 2 + a 1 zF'(z) 
L(z, a) = F(z) [ H(z)^^- + l j , H(z) = yJJ-
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сопоставляющей при малых t, t > О, каждой функции F(z) класса S* 
близкую функцию F* (z) этого же класса (с точностью до малых порядка 
о (t) внутри Е), имеем функцию 

S CLZ 
F*(z)[h(z) cos а + i sin а] — (16) 

z 
о 

класса L, близкую к f(z). Подставив в (16) разложение F*(z) по степе­
ням t, получим 

р г 

Ф(з, *) = / ( * ) 2 J P[z, ahlH(ah),Ak]X 
k=l о 

-dz 
X [h{z) cos a + isin a] \-o(t), 

z 
откуда с учетом формулы (14) и обозначений (15) имеем окончательно 

р 

ф t) = f(z) + t 2 Pt [z, ah, H(ak) ,Ah] + o (t). 
k=i 

Теорема доказана. 
Т е о р е м а 2. Пусть функция f(z) G L (а следовательно, она может 

быть задана формулой ( 8 ) ) . Тогда для любого малого положительного 
числа t в классе L существует функция вида 

р 

/. (z) = f{z) + t^P2[z, ak, h(ak),Ak] + o(t), (17) 

равномерно внутри E дифференцируемая no t при t = О и такая, что 

P2[z, a, h(a),A] = AK2(z, a)h(a) — AK2(^z, ^Ца)--

-AL2(z,a)-AL2 'z,iY (18) 
a / 

где 

K2(z, a)= * H a c o s a $ F ( z ) ^ [ ' * ^ * + h ( z ) d z * 

(19) 

L2(z, a) = е-*" cos a ^ F(z)^[h(z) j dz, 

ai,..., ap(p == 1, 2 , . . . ) — произвольно фиксированные точки в Е и 
Л ь . . . , Ар — произвольные комплексные постоянные. 

Доказательство этой теоремы мы проводить не станем, поскольку оно 
аналогично предыдущему доказательству с тем единственным отличием, 
что вместо вариационной формулы в классе звездообразных функций нуж­
но воспользоваться теперь вариационной формулой в классе Р, установ-
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ленной в ( 1 4 ) : если h(z) fi Р, то этому же классу принадлежит функция 
п 

h.(z) = h(z) + t 2 Рз[z, ak, /г(a f t), Л&] + o(t), (20) 
/1=1 

где 

Р 3 [*, a, А (а) , А] = 4 Z 3 (2, a) h (а) — ЖК3 [z, ~ ) Ца) -

— 4L8(*, a)-AL3(z, i ) (21) 

и 
3 Г z + a 1 

* < * а ) = * — [ — I - +*(*)J , (22) 

b < v . > _ , _ [ . < „ _ ± _ ] 

Прочие обозначения в (20) —(22) совпадают с обозначениями, принятыми 
в формулировке теоремы. 

Частными случаями указанных вариационных формул являются из­
вестные вариационные формулы классов S°, V, LQ. Действительно, если в 
(10) — (12) положить h(z) = 1 и a = 0, то получим «вариационную фор­
мулу в классе S0 (ср. ( 1 5 ) ) ; если в (17) — (19) положитьF(z) = 2 и а = 0, 
то придем к вариационной формуле в классе V (ср. С 1 5 ) ) ; наконец, если 
в (10) —(12) и в (17) —(19) положить a = 0, то будем иметь две раз­
личные вариации функций класса L0 (16). 

Остановимся на выводе трех вспомогательных вариационных формул, 
которые понадобятся в дальнейшем. 

Известно, что функция 

= - - - , (23) 

П (1 — e~iQhz)H 
h=i 

где п — натуральное ч^сло, 0 ^ 9i < 82 < . . . < 8 П < 2я, jui + • • • 
. . . + ц п == 2, \ih > 0 (k = 1 , . . . , п), отображает единичный круг на всю 
плоскость, разрезанную по п лучам Си, имеющим на своем продолжении 
начало координат. Покажем, что при малых положительных значениях t 
классу S* принадлежит функция 

F. (z) = F{Z) + tF(z) [ 1 + i ± ^ ] + о (t), (24) 

где F(z) задана формулой (23). Дл# этого постррим функцию £. — ty(z), 
ф(0) === 0, г|/(0) ->. 0, однолистно ртобращакнцущ круг Е на область, полу­
чающуюся из круга | £ | < 1 исключением жорданррой дуги Г, целиком 
лежащей ц этом круге, кроме одного^ рвоегр вднца, совпадающего с неко­
торой точкой eiQk {к = 1 , . . . , и ) . 
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При малой длине 2nt дуги Г функцию ty(z) можно представить в виде 
(см. ( 1 7 ) , стр. 358, а также ( 1 8 ) ) 

z + e i B k 

y(z) = z + tz — 
z — e™k 

с точностью до слагаемого более высокого порядка малости, чем t, на лю­
бом замкнутом множестве из Е. Выбрав в качестве Г прообраз луча Сп+ь 
выходящего из точки F(eiQh), направленного к началу координат и не 
совпадающего с Си (к — 1 , . . . , п), построим функцию F(\$(z)), отобра­
жающую Е на звездообразную облает^. Очевидно, 

F * { z ) — ¥ ( о Г 

Ее разложение по степеням параметра t записывается в форме (24). Под­
ставив в (8) вместо F(z) функцию F*{z), в результате несложных вычис­
лений получим первую вспомогательную вариационную формулу 

/ . ( * ) = / ( z ) +tU(z^K) +o(t) ( * > 0 ) , (25) 

справедливую для семейства функций f(z) из Z,, заданных формулой (8) , 
в которой F(z) следует заменить в соответствии с (23). 

Теперь заметим, что если h(z) в Р, то этому же классу принадлежит 
функция h*(z) = h(euz) при любом вещественном t. Ограничиваясь зна­
чениями t с малым модулем, получаем отсюда элементарную функцию 
сравнения 

h, (z) = h(z) + itzh'(z) + o(t), 

приводящую, если снова воспользоваться формулой (8) , щ второй вспомо­
гательной вариации класса L: 

z 

},(г) = f(z) + ite~ia cos a ^F^h'iz) dz +о (t) ( t ^ O ) . (26) 
о 

Наконец, если функция h(z) б Р и имеет вид 

m^^b-fz—^' (27> 

где п — натуральное число, 0 ^ <pi < фг < . . . < Фп < 2я, %i + . . . 
. . . + кп = 1, ки > 0 (к = 1,. . . , п), то функция 

h.(z) = h(z) + tz~[h(z) Yf—^l + о(t) (28) 

принадлежит классу Р при малых положительных значениях параметра t. 
Это утверждение непосредственно следует из связи между функциями 
классов S* и Р * и применения вариационной формулы (24). Поступая, 

2

f h(z)-i 
* Известно, что если h(z) б Р, то f(z) — zexp ) dz£8*. Справедливо и 

z 
о 

обратное. 



10 И. А. Александров и В. Я. Гутлянский 

как и выше, в итоге простых вычислений придем к третьей вспомогатель­
ной вариации 

r(z) = f(z) + tL2(z,e*K) + o(tj ( * > 0 ) , (29) 
имеющей место для тех функций f(z) из L, для которых в (8) h(z) запи­
сывается в виде (27). 

§ 2. Аналитическая характеристика граничных функций 
Чтобы найти граничную функцию f(z) относительно некоторого функ­

ционала / ( / ) , заданного на классе L, достаточно отыскать те функции 
F(z) б S* и h (z) G Р, которым по формуле (8) соответствует f(z). Такая 
характеристика f(z) «по частям» может- быть выполнена для довольно 
широкого класса функционалов и систем функционалов со значениями 
в произвольном метрическом пространстве. Мы ограничимся рассмотре­
нием одного типа комплекснозначных функционалов и формулировкой ре­
зультата для родственной задачи о некоторой системе функционалов со 
значениями в конечномерном комплексном пространстве. 

Т е о р е м а 3. Пусть f(z) —граничная функция относительно функ­
ционала 1(f) вида (4) на классе L*, вносящая в область значений 1(f) 
точку IQ и F(z), h(z) — функции, определяющие f(z) по формуле (8 ) . 
Тогда F(z) удовлетворяет в Е функционально-дифференциальному урав­
нению 

2 2 
ds 

ysk—-Ki(z, £) 
dzs 

- Ф 
~ySk К 

dz- \ I • (4 )U 
IF'{I) 

F(0 

2 2\ysk~-Ll(z,Q 
l azs 

k=l s=l 

+ 7, i) I ' ] , (30) 

a h (z) — функциональному уравнению 

2 2 ysk^-K2(z, C) - y * K 2 ( z , T ) -h(Z) 
. L dzs

 2 = z , dzs \ t J

 z=zu

 J 

k = i .4=1 

m Г ds 

= 2 2 Y « A - r - M * . « 
L dzs 

+ 7 * £ , ( « ! ) | ] . (31) 

Здесь 

dJ 
\ dvsk J ' 

ж = е~г'Р, p = arg (7 0 — h), 

(32) 

(33) 

причем Ie — точка, внешняя no отношению к области D значений 1(f) и 
такая, что 

|/o-/e| = min 
Функции Ki(z, Q, L{(z, £), K2(z, £), Li[z, £) указаны в (12), (19). 

* Существование граничных функций для рассматриваемых функционалов сле­
дует из компактности в себе класса L. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Считая f(z) граничной функцией, соответствую­
щей точке 1е 6 D и вносящей в D точку /о, возьмем в качестве функции 
сравнения 

U(z) =f(z)+tPi[z;a,H(a),A]+o(t)1 t > 0, (34) 

получающуюся из (10), если положить р = 1 и опустить индексы в обо­
значениях фиксированной точки и произвольной постоянной. Функцио­
нальная производная Ф[ / , Pi] для функционала (4) , подсчитанная для 
семейства (34) при t = 0, имеет вид 

Г ds ds 1 

k=l s= l 
где dJ dJ 

a<sk = — , bSk = 

Поэтому вносимую функцией /* (z) в Z) точку / можно представить, 
выделяя малые до первого порядка относительно t, в виде 

I ^ I 0 + tO\f,Pi]+o{t). 
Так как 

t 
| / - / в | = | 7 0 - / в | + — — Ие(Ф[/, P i ] - ( / 0 - / e ) ) + o ( 0 , 

1̂ 0 — J-e\ 
то, учитывая неравенство 

| / 0 - / в | < ( / 6 Z ) ) , 
получаем 

^ К е ( Ф [ / , Р 1 ] . ( / 7 = Т е ) ) + о ( 0 > 0 , 

откуда, после деления на t (t > 0) и перехода к пределу при t-*Q, имеем 

Re ( 0 [ / , P i ] - ( / o - / e ) ) > 0 . (36) 

Подставим в (36) значение Ф[ / , P J , взятое по формуле (35), и заменим 
затем в выражении, стоящем под знаком вещественной части, все слагае­
мые, содержащие Ау на сопряженные. В полученном таким образом не­
равенстве 

т * ч 

Re 4 2 2 а д Ь 0 , (37) 
где 

Г ds _ d* ( 1 \ 1 | "of" (а) 
Г * < « ) = [ Y s ^ ^ i ^ а) - у* —К [*, - ) J | ^ . - j ^ -

Г d s ds f 1 \ ] 

двойная сумма оказывается равной нулю. Действительно, предположение, 
что эта сумма отлична от нуля, противоречит тому факту, что неравенство 
сохраняет смысл любого комплексного числа Л'. 
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Считая теперь точку а переменной в круге Е и положив а = £, при­
ходим к уравнению (30), которому удовлетворяет F(z) в Е. 

Поступая аналогично сказанному выше, но пользуясь вместо вариа­
ционной формулы (10) формулой (17), легко получить уравнение (31) 
для h (z). Тем самым доказательство теоремы оканчивается. 

Из уравнений, данных в теореме 3, легко выводятся уравнения, опи­
сывающие граничные функции относительно функционала / ( / ) вида (4) 
на классах £*, S°, F, L0, совпадающие с теми, которые были в ряде слу­
чаев получены и исследованы ранее в работах ( 1 3 ~ 1 5 ) . Мы дополним эти 
результаты теоремой о граничных функциях на классе Р, приведя ее без 
доказательства. 

Т е о р е м а 4. Пусть функция h(z) —граничная относительно функ­
ционала 1(f) вида (3) на классе Р. Тогда h(z) удовлетворяет в Е функ­
циональному уравнению 

k = l 8—0 

S 2[v.fc — * з ( * , £ ) | -Vsk — Ks(z,l) 1 . Л ( « 
L dzs z=zb r]7s \ r / z=z b J 

- ds „ ( 1 

** dzs 

u a L dzs z==zk dzs V t 1 1 z = = z J 

где K3(z, £), L 3 (z , £) берутся no формулам (22), а остальные обозначения 
совпадают с указанными в теореме 3. 

Предположим, что на классе L задана система функционалов 

!(f)={f(zi),...,fl»0(zl);...if(zm),...,fl«m){zm)}, (38) 

составленная из значений производных функции f(z) б L на фиксирован­
ном в Е конечном множестве точек zu(k = 1, . . . , m) (m = 1, 2, . . . ) . 
Когда f(z) пробегает класс L,I(j) образует замкнутую область D в ком­
плексном пространстве CQ, Q = щ + щ - f . . . + ?гш. Возьмем произволь­
ную внешнюю по отношению к D точку 

Iе = {h, 1, • • • , Дг,, 1, -̂ 1, 2, • • • , Лг 2, 2', • • • 5 1 \ , яг, • • • » ^ n m ; m} 

и точку 

1° = { Л , Ь • • • » ^п , , 1, / l , 2, • • • , 1п21 2*, • • . J h, m, • • • , / п ш ; rn} 

в области Р, ближайшую в метрике пространства CQ к Iе. Если таких то­
чек Р окажется несколько, то выбираем одну из них. Очевидно, расстоя­
ние р (1°, Iе) между точками / ° , Iе не превышает расстояния между Iе и А 
т. е. р( /° , Iе) ^ р ( Д 7 е ) , Точка / ( / . ) , вносимая э D функцией, близкой 
к граничной функции f(z) и доставляющей в D точку / ° , вообще говоря, 
не является граничной. Для нее 
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Если /* (z) имеет вид 

f.(z) = f(z)+tP(z)+o(t), t>0, 

то, как легко показать, 

т 

Re2 2 Ы.Р^Ы) >о, 
/1=1 8=1 

где 

4bk = I°ht8-I%8. (39) 

Применяя вариационные формулы, установленные в теоремах 1 и 2, 
и повторяя с небольшими изменениями доказательство теоремы 3, прихо­
дим к следующей теореме. 

Т е о р е м а 5. Пусть f(z) — граничная функция относительно системы 
функционалов вида (38) на классе L, вносящая в область значений 1(f) 
точку / ° , и F(z), h(z) — функции, определяющие f(z) по формуле (8 ) . 
Тогда F(z) удовлетворяет в Е функционально-дифференциальному урав­
нению (30), a h(z)—функциональному уравнению (31), в которых vSk 
следует взять по формуле (39). 

Таким образом, оказывается, что граничные функции на классе L от­
носительно функционала (4) и системы функционалов (38) описываются 
уравнениями, различающимися только смыслом входящих в них пара­
метров. 

§ 3. Геометрические свойства граничных функций 
в классе L 

Значение теоремы, к которой мы переходим, заключается в том, что 
она позволяет выделить в классе L семейство функций, содержащее все 
граничные функции относительно функционала (4) . Следовательно, даль­
нейшее изучение рассматриваемых экстремальных проблем на L сводится 
к изучению их на выделенном семействе, поскольку получающиеся для 
него оценки и неравенства оказываются справедливыми во всем классе L. 

Т е о р е м а 6. Пусть функционал 1(f) вида (4) определен на клас­
се L. Тогда граничными функциями относительно 1(f) являются только 
функции вида 

? JL 1 4- eia • e~^hz 

m = J П ( i - 2 ^ \ _ X z dz' m 

0 j=l k=i 
где 0 9i < . . . < QN < 2я, щ + . . . + pjN = 2, p, > 0 (/ = 1, 2 , . . . , TV); 
0 ^ <pi < . . . < фм < 2я, Xi + . . . + XM = 1, Xk>0 (к = 1 , 2 , . . . , M); 
1 a I ̂  п. При этом 

N < <?, M ^ Q + m - 1, (41) 

где Q — порядок фуШщопила (4)«. Функции* вида (40) однолистно и кон­
формно отображают яру& Е на область, получающуюся исключением из 
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плоскости N + М лучей (продолжение которых не обязательно содержит 
начало координат). 

Доказательство этой теоремы будет основано на двух леммах. Под 
F(z) и h(z) понимаются функции, определяющие f(z) по формуле (8 ) . 

Л е м м а 1. Если функция f(z) является граничной относительно 
функционала 1(f) вида (4) на классе L, то F(z) содержится в семействе 
функций 

F(z) = г- . , (42) 
N 

П (l — er**iz)Vi 
j=i 

где 0 < 9i < . . . < 6iv < 2я, pi + . . . + \xN = 2, w > 0 (/ = 1, 2 , . . . , 7 V ) , 

причем 
N < Q. (43> 

Хорошо известно, что функции (42) отображают единичный круг на 
всю плоскость, разрезанную по N лучам, каждый из которых содержит 
начало координат на своем продолжении. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 3 F(z) удовлетворяет функцио­
нально-дифференциальному уравнению (30). Используя формулы (12) 
для Ki (z, t) и Li (z, £), находим, что 

где GiS(z, £) и HiS(z, t) — многочлены относительно £ степени не выше 
Если ввести обозначения 

2 2 ? * * Г ^ < * . I) 
k=i S=l 

2 2 . v * * r M * . » 
k=i s = l 

z * m 

П (z* - £ ) " * 

;fliq(£;gi,. -,zm) = д 1 ( £ ) > ( 4 5 ) 

m 

где PiQ и jRIQ — некоторые многочлены относительно £ степени не выше, 
чем порядок Q функционала (4) , то уравнение (30) можно записать в виде 

[ М г ) - А ф ] . ^ = = В { * ) + в { ± ) , И < 1 . (46) 

Так как Ai(z) и # 1 ( 2 ) — дробно-рациональные функции, то, как это 
следует из аналитической теории дифференциальных уравнений, функция 
F(z), удовлетворяющая уравнению (46) и начальному условию ^ ( 0 ) — 0, 
голоморфна на единичной окружности, за исключением конечного' числа 
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точек, в которых F(z) имеет алгебраические особенности. Поэтому функ­
ция F(z) отображает круг Е на некоторую область, ограниченную конеч­
ным числом аналитических дуг. Если w = w(<p) = F(e^) (<р0 < ср < cpi) 
— любая аналитическая граничная дуга области F(E), то функция ш (ф) 
удовлетворяет дифференциальному уравнению w'= c(<p)w, где с ( ф ) — 
вещественная на интервале (фо, Ф1) непрерывная функция. Решение этого 
уравнения имеет вид 

w = ехр (^Со + § с(ф)^ф j , фо < Ф < Фь (47) 
Фо 

где Со — комплексная постоянная интегрирования. Из уравнения (47) за­
ключаем, что любая граничная дуга лежит на прямой, содержащей точку 
w = 0. Однако граница Г области F(E) не содержит w = 0, ибо 
w = 0£F(E) и F(z) однолистна. Значит, F(E) представляет собрй пло­
скость, разрезанную по конечному числу лучей, содержащих точку w — 0 
на своем продолжении. Общий вид функций, осуществляющих такое ото­
бражение, дается формулой (42) (ср. ( 1 7 ) , стр. 182), где N — число лучей, 
образующих Г. 

Установим оценку сверху для N. Обозначим правую часть уравнения 
(46) через T\(z). Очевидно, T\(z) имеет на окружности \z\= 1 не более 
2Q нулей. 

Пусть eiyj (7 = 1, 2 , . . . , N) — точки единичной окружности, соответ­
ствующие при отображении (42) концам граничных полупрямых. В этих 
точках функция zFr (z) / F(z) обращается в нуль и, следовательно, 

Ti(e»,) =0, ( / = 1 ,2 , . . . ,7V). (48) 

Докажем, что в точках e i 0 j , переходящих при отображении в бесконеч­
но удаленную точку, 

W i ) 5*0, (/ = 1 , 2 , . . . , TV). (49) 

Для этого используем первую вспомогательную вариационную форму­
лу (25) в классе L. Предполагая, что f(z) — граничная функция относи­
тельно функционала / ( / ) вида (4) , способом, по существу не отличающим­
ся от использованного при доказательстве теоремы 3, устанавливаем не­
равенство 

Re (Ф [/, U е<0;) ] • (h^h)) > 0, (7 = 1, 2 , . . . , N), (50) 

где Ф[ / , Z,i(z, eiej)] — функциональная производная для / ( / ) на семейст­
ве (25) при £ = 0. Подставив в (50) значение Ф[ / , L i ] , получим 

fe=l s=l 

т. e. Ti(eiej) ^ 0 (7 = 1, 2 , . . . , N). Итак, неравенство (49) доказано. 
Без ограничения общности можно считать аргументы точек e i v i , eiQ* 

расположенными в таком порядке: 

0 < 9t < Y i < . • • < QN < Ум < 2я. 
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Так как Т^Ь) 0, Ti(eif*i) ^ 0 (/ == 1, 2 , . . . , N), то функция TL(z) 
должна иметь на окружности \z\ = 1 не Менее 2N нулей. С другой сто 
роны, эта функций имеет на единичной окружности не более 2Q нулей. 
Значит, N ^ Q. Лемма доказана. 

Л е м Ш а 2. Если функция f(zj является граничной относительно функ­
ционала 1(f) вида (4) на классе L,to h(z) сбдержитея в семействе функций 

1 + e~L4>kz 

м 2 ) = 2 ^ т ^ - ^ . (51) 
где 0 < ф! < . . . < фм < 2я, Ki + ... + Км = 1, Я* > 0 (к = 1, 2 , . . . 
..., М), причем 

M^Q + m - l . (52) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Запишем левую часть уравнения (31), полу­
ченного в теореме 3 для h(z), в иной форме. Используя формулу (19) для 
K2(z, £), находим, что 

2 2Y.*-^r*2(3,£) |*- , k =4 2 (£) + C, 
ft=l s=i 

где 

C = 2 2 Y ^ - a c o s a — - [ F ( z ) - h ' ( z ) ) \ ^ Z h , 

# Q + m _ 2 ( £ ) 

dzs 

h=i s=i 
а 

s = i vZ f e bj «г 
П ( 2 f t - E ) n * + 1 

и G s _ i ( Q , # Q + m _ 2 ( £ ) — некоторые многочлены относительно £ степени не 
выше 5 — 1, + m — 2, сооответственно. 

Применение элементарной вариации (26) в классе L к характеристике 
граничной функции относительно / ( / ) приводит к соотношению Im С = 0, 
с учетом которого левую часть уравнения (31) можно записать в виде 

a m = с — - * w * ) ( 0 1 ( 5 3 ) 

П [ («* -£ ) ( 2 f t £ - i ) ] " * + 1 

где P 2{Q+m-i)(U — некоторый многочлен относительно £ степени не выше 
2((? + m — 1). Обозначим правую часть уравнения (31) через Г 2 (£) и за­
метим, что ее можно представить в виде суммы 

зд)=вд+#2'(4), 
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в которой В2(1>) — некоторая дробно-рациональная функция. В новых 
обозначениях уравнение (31) принимает вид 

[ л 2 ( £ ) - Л 2 ( 4 ) ] .h(Z) = B2(z) + Bt(j) (55) 

и, следовательно, удовлетворяющая ему функция &(£) содержится 
в семействе (51). 

Заметим, что функция T2(z) имеет на окружности \z\= 1 не больше 
нулей, чем функция (53), а последняя, в свою очередь, может иметь на 
этой окружности не более 2(Q + т — 1) нулей. 

Пусть eiyk (к = 1, 2, . . . , М) — точки единичной окружности, в кото­
рых h(z) = 0. Тогда 

Тг(е*П) = 0 (А = 1 , 2 , . . . , Л/). (56) 

Покажем, что в точках егфл, которым при отображении (51) соответ­
ствует бесконечно удаленная точка, функция T2(z) неотрицательна. Для 
этого используем вариационную формулу (29) в классе L. Повторяя соот­
ветствующие рассуждения из доказательства леммы 1, приходим к нера­
венству 

Re 2 ^iysk^-TL2{z, е**н) | z = Z f e ^ 0, 
k=l ,s=l Z 

равносильному неравенству 

Т2{е**ь) > 0 (к= 1 , 2 , . . . , Л / ) . (57) 

Учитывая, что Т2(z) на окружности | з ; | = 1 не может иметь более 
2(Q + m — 1) нулей, а также условия (56) и (57), приходим к выводу: 
М ^ Q + m — 1. Лемма доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 6. На основании формулы (8) и 
лемм 1 и 2 заключаем, что если f(z) — граничная функция относительно 
функционала / ( / ) вида (4) на L, то f(z) содержится в семействе (40). 

Пусть f(z) —некоторая функция семейства (40). Если w = w(q>) = 
= / ( с г ф ) (фо < ф < ф0 — любая аналитическая граничная дуга Г(ф 0 , Ф1) 
области f{E), то функция w(q>) удовлетворяет дифференциальному урав­
нению 

' ( ф ) = [ с о + 5 М ф ) А р ] - | * ( ф ) . (58) 

где Я(ф) и р(ф) — некоторые вещественные на интервале (фо, Ф1) непре­
рывные функции, а с 0 — комплексная постоянная. Интегрируя уравнение 
(58), находим, что Г(ф 0 , Ф1) принадлежит семейству интегральных кривых 

w 

w = £ с 0 + § Я(ф)^ф^ р(ф)йф + си Ci = const, (59) 

(60) 

которое, как легко видеть, состоит из прямых 
Кеш(ф) — cii 1тш(ф)—-bi 

Сибирский математический журнал, № 1 
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где аи = Re ск, bh = 1т си (к — О,1), не обязательно проходящих через 
начало координат. Таким образом, любая аналитическая граничная дуга 
Г(фо, <pi) области f(E) является частью прямой. Поскольку w = О G f(E), 
то Г (фо, фО Э 0. 

Теорема доказана. 
Дословным повторением доказательства этой теоремы устанавливает­

ся аналогичная теорема для систем функционалов (38). Сформулируем ее. 
Т е о р е м а 7. Пусть система 1(f) функционалов вида (38) определе­

на на классе LuQ — . . . + пт. Тогда граничными функциями относи­
тельно 1(f) являются только функции, указанные в теореме 6. 

§ 4. Геометрические свойства граничных функций 
классов S*, 8°, V, L0, Р 

Специализируя доказательство теоремы 6, нетрудно получить в клас­
сах £*, S°, V, L0, являющихся подклассами класса L, более тонкие и иног­
да несколько более общие теоремы о виде граничных функций относитель­
но заданных функционалов. Мы дадим формулировки результатов для 
этих классов, а также для класса Р. 

Т е о р е м а 8. Пусть на классе S* определен функционал 1(f) вида (3) . 
Тогда граничными функциями относительно 1(f) являются лишь функции 

/ ( * ) = , (6 i ) 
N 

H(l — e-#,z)Vi 

где 0 < 9i < . . . < QN < 2я, p i + . . . + \iN = 2, щ > 0 (/' = 1, 2 , . . . , TV), 
причем 

N^Q + m. (62) 

Эти функции отображают круг Е на области, содержащие начало коорди­
нат и получающиеся посредством исключения из плоскости N лучей, на 
продолжении которых лежит точка w = 0. 

Отметим, что оценка (62) улучшает при m ^ 2 оценку числа N, дан­
ную в ( 1 8 ) . 

Т е о р е м а 9. Пусть на классе S0 определен функционал 1(f) вида (4) . 
Тогда граничными функциями относительно 1(f) являются лишь функции 

z N 

f(z) = jj Д (1 — e-*iz)-b dz, (63) 
о j=i 

где 0 ^ 6i < . . . < QN < 2л, pi + . . . + \iN = 2, р, > 0 (j = 1, 2 , . . . , iV), 
причем 

N <^Q. (64) 

Эти функции отображают круг Е на выпуклые многоугольники, содержа­
щие начало координат. 
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Т е о р е м а 10. Пусть на классе V определен функционал 1(f) вида ( 4 ) . 
Тогда граничными функциями относительно 1(f) являются лишь функции 

где 0 < ф 1 < . . . < ф л г < 2 я , Ki +...+ XN = 1, ЯЛ > 0 (Л = 1,2, . . . , /V) , 
причем 

N + m — (66) 

Т е о р е м а 11. Пусть на классе LQ определен функционал 1(f) 
вида (4 ) . Тогда граничными функциями относительно 1(f) являются лишь 
функции 

z я м . , 

П (1 - 2 ^ / ^ Ч (67) 

где 

0 ^ 8i < . . . < 6^ < 2я, pi + . . . + p * = 2, р , > 0 (; = l , 2 , . . . , i V ) ; 

О ^ ф! < . . . < фм < 2я, Xi + . • -+Хм = 1, А* > 0 (ft = 1 ,2 , . . . , М ) . 

/V s£ <?, Ж ^ (? + m - 1. (68) 

Т е о р е м а 12. Если функция f(z) является граничной функцией от­
носительно функционала 1(f) вида (3) на классе Р, то она содержится 
в семействе функций 

m=2h^p^, (69) 
где 0 ^ ф! < . . . < ф^ < 2я, Я4 + . . .+XN = 1, %} > 0 (/ = 1, 2 , . . . , N)y 

причем 
N ^ Q + 2m - 1. (70) 

В частности, считая пи = п (k = 1 ,2 , . . . , т), приходим, в силу (70) , 
к оценке N ^ т(п + 2) — 1 числа слагаемых в (69), более чем в два 
раза лучше той, которая была доказана в ( 1 4 ) . 

Рассмотрим функционалы / ( / ) = J(f(z),f(z),f(z),f(z)) на Р (z£E 
и фиксировано). Для них граничными функциями будут функции (69) при 
N ^ 2. Этот результат включает в себя теорему М. Робертсона ( 1 9 ) . 

§ 5. Примеры 

Т е о р е м а 13 ( 9 ) . Область D значений функционала 

1(f) = I n f (z) (z = re1** б J? и фиксировано) (71) 

па классе L выпукла, симметрична относительно вещественной оси 
и прямой Re / = —In (1 — г 2 ) , содержит точку I = 0 и ограничена кривой 

/ о М = 1 п н

1 + Г е Х Р У ; 1 3 , 0 < Y < 2 n , 
[1 — rexpi8 i (Y)] 3 
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где 

0 i (у) = у — arc sin (г sin у), 02 (у) = у + a r c sin (г sin у). 

z 1 + z ехр £02 (y ) 

•] [ l - z e x p t e t C v ) ] 3 

w только они являются граничными относительно функционала 1(f). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из теоремы 6 следует, что все граничные функ­

ции содержатся в семействе 

\ 1 + e~iaxz 
f{z)=\(l-e-^z)Hl-e-^Z)dZ' ( 7 2 ) 

зависящем от трех вещественных параметров (k = 1, 2, 3 ) , 
—я < аи ^ я. Чтобы записать уравнение границы области в принятой 
ранее параметрической форме, возьмем произвольную точку Ie $ D и точ­
ку Io£D такую, что \Io — Ie\ ^ \1 — 1е\ для любой / 6 />. Пусть у — 
= arg (7 0 — 1е) и х = e~*v. 

Выделим из семейства функций (72) такую функцию fo(z), которая 
вносит в D точку /о. Очевидно, для fo(z) 

хМЖ + -М(0_ = 0 ( Л = 1 | 2 , 3 ) . (73) 
ешь aa/t 

Так как функции (72) вносят в D точки 
/(/) = —2 In (1 — e~^z) — In (1 — e-^z) + In (1 - e ~ ^ z ) , (74) 

то условия (73) приводят к уравнениям 

e~^k 1 
• S - z t : - = 0 (fc = 2 , 3 ) , 1 e-^hr е-**к — r 

e-ixi _ 1 
а;!-— : — x : —• = 0, 

1 + е-%ъ r e~1^ + r 

где %h = сх̂  — ф, из которых находим, что 

е - ш х _ — ^ sin2 у + ir sin у ] е?'<?-ф>, 
(75) 

e~i<*k = [У 1 — г 2 sin2 у — ir sin у] е 2 ' ( 7 _ ф ) (/с = 2, 3 ) . 

Подставляя (75) в (74), получим уравнение границы области D. Тео­
рема доказана. 

В качестве следствия укажем точную оценку аргумента производной 
f(z) в классе L: | a r g / ' ( z ) | ^ 4 arc s in ' я ' , доказательство которой сво­
дится к подсчету arg 10(у) при у = ± я / 2. 

Заметим, что для коэффициентов функций класса L имеет место оценка 
\сп\ ^ и (я = 2, 3 , . . . ) . Ее можно непосредственно вывести из теоремы 6, 
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а также получить как следствие теоремы 6 и одной теоремы П. П. Куфа-
рева ( 2 0 ) . 

Т е о р е м а 14. Область D значений функционала 

1(f) = In Îfil (zi, z 2 б Е и фиксированы) (76) 
/ ы 

на классе S* совпадает с образом внешности единичного круга \w\> 1 
при отображении ее функцией 

E = I n i * - + 2 l n i ^ 
Z2 W — Zi 

и представляет собой выпуклую замкнутую область. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 8 граничные функции содержатся 

в семействе (61) и N ^ 2. Эти функции вносят в область D точки 

J(/) = ln — + ц 1 п — ^ + ( 2 - p ) l n — 

где 0 ^ p ^ 2, которые заполняют замкнутую односвязную область, огра­
ниченную выпуклой кривой 

Zi е г'ф — z2 w(<p) = ln — + 2In— 0 ^ ф < 2я, 
22 в г ф — Zi 

и содержащую начало координат. 
Граничными являются лишь функции вида ' 

f(z) = -
М ; (1 — e-wzy 

Теорема доказана. 
Т е о р е м а 15. Область D значений функционала 

1(f) = zf(z) (z б Е и фиксировано) (77) 

на классе Р представляет собой выпуклое замкнутое множество, сим­
метричное относительно вещественной оси, содержащее точку z и ограни­
ченное кривой 

/ 9 ( ф ) = ( l - r e - V ' ° ^ Ф < 2 Я ' ( 7 8 ) 

при 0 < г ^ г0 <С 1, или максимальной выпуклой частью этой кривой 
и отрезком прямой, соединяющим концевые точки при Го < г < 1. При 
О <С г ^ г0 граничными являются только функции вида 

1 + e~ i ( pz 
/ ( г ) = т - - — — , (79) 

v ; 1 — e-^z v ' 

а при Го <С г < 1 — функции вида (79) и функции вида 

/ ( 8 ) = я . 4 ± с ^ + ( 1 - х ) ; + е г : ф о г . о < х < 1 , 
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которым соответствуют точки прямолинейного участка границы области 
D значений функционала (77). 

По теореме 12 все граничные функции относительно функционала / (/) 
вида (77) содержатся в семействе 

1 + e~ i ( p ,z 1 + e~l^z 
1 — e~i(P»z 1 — e - ^ z 

зависящем от трех вещественных параметров щ (k = 1, 2) и Я (0 ^ Я, ̂  1) . 
Эти функции вносят в область D значений функционала (77) точки 

2e~l^z 2e-l^z 

(1 — e-^zY 4 7 (1 — e ~ ^ z ) 2 

которые заполняют некоторое множество, ограниченное выпуклой оболоч­
кой кривой (78). 

Поступило 
19.1.1965 
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