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УРАВНЕНИЯ КЛАССИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ В НОВОЙ ФОРМЕ 

Я . В . Т а т а р и н о в 

Предлагается новая форма динамических уравнений голономной и неголономной меха­
ники, в которой вычисление почти всех членов уравнений проводится при помощи скобки 
Пуассона до того , как каноническим импульсам будет придан их обычный смысл. Эта форма 
кратка, запоминаема и удобна для составления программ символьных вычислений. Она эф­
фективно замещает все способы получения уравнений движения, в которых система харак­
теризуется кинетической энергией или лагранжианом, элементарной работой заданных сил 
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и выражениями (необязательно линейными) лагранжевых скоростей через псевдоскорости, 
используемые явно или под другим именем: обычные уравнения Лагранжа для голономных 
систем, уравнения Чаплыгина [1], Маджи [2], Пуанкаре [3], Воронца [4], Больцмана [5], Га-
меля [6], Четаева [7]. 

В э т о т список форм уравнений движения по определению не могут попасть уравнения 
с неопределенными множителями (в них псевдоскорости ни в какой форме не вводятся). 
Уравнения Гамильтона тоже получаются, но не разрешенными относительно производных 
импульсов. 

Новую форму уравнений движения можно рассматривать и как максимальное обобщение 
теоремы об изменении кинетического момента твердого тела в проекциях на связанные с 
телом оси. 

1. Н е г о л о н о м н а я с и с т е м а х а р а к т е р и з у е т с я у нас лагранжианом L(q, g, t) и функци­
онально независимыми выражениями скоростей через псевдоскорости 

qi = Vi{u,q,t). (1) 

Таким образом, известные голономные связи (или их часть) исключены из непосредственного 
рассмотрения, так как уже введены лагранжевы координаты все заданные силы являются 
потенциальными или обобщенно потенциальными и учтены в лагранжиане вместе с кинети­
ческой энергией; знание свойств оставшихся связей (скорее всего, неголономных) побуждает 
ввести псевдоскорости. Заметим, что в дальнейшем не используется именно механическая 
природа (из динамики системы точек) всех рассматриваемых объектов; в частности, ла­
гранжиан не обязан быть невырожденным, а правые части выражений (1) — линейными по 
псевдоскоростям и>\. У нас действует следующее соглашение об индексах: 

г, j, A;,/ = 1, . . . ,n; A,/i, v = 1,. . . ,m; s,r = m + 1, . . . ,n, 

где га ^ n есть число степеней свободы. Знак суммирования всегда относится к повторяю­
щимся индексам. 

Тройственную характеристическую функцию зададим выражением 

(i) 
Эта функция зависит о т трех групп переменных: (t,o;), q и р. Последние переменные будем 
называть формальными импульсамщ так как при получении уравнений движения произво­
дится — при фиксированных (£, и) — вычисление скобок Пуассона вида 

1 ' W - M dpidqi dqidpi) 

до т о г о , как pi получат механический смысл. Э т о есть главная необычная черта в предла­
гаемом подходе к уравнениям движения. Еще одной такой особенностью является введение 
псевдополной производной по времени 

At ~ d t + ^ U J X d c v x

1 

в вычислении которой участвуют только псевдоскорости w i , . . . ,u>m и время t. 
2 . Т е о р е м а . Выпишем выражения (1), затем уравнения 

At 

(в которых, очевидно, левые части линейны по ыд, а правые — по pi) и присоединим к ним 
общеизвестные выражения 

Соотношения (1)-(3) образуют замкнутую систему уравнений движения. 
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Подстановку тождеств (1) принято обозначать ( )* . Последовательную подстановку вы­
ражений (3) и (1) обозначим ( )**. Видим, что (2)** принимает вид системы дифференциаль­
ных уравнений, не разрешенных относительно старших производных, а именно 

Е " d2Y 
** 

дшхдир U и + 

Эта система замкнута вместе с (1). Обычно выражения (1) линейны по псевдоскоростям: 

vi(<J, g, £) = ] Г 3 I X ^ *) U X + 3 I 0 (Q>')' ( 5) 

Поэтому реально всегда будем иметь более привычную запись 

Тогда условие разрешимости относительно производных очевидно; оно заведомо выполнено, 
если исходный лагранжиан невырожден по скоростям. 

Для механических систем лагранжиан имеет вид L2 + L\ + Lo, где нижний индекс ука­
зывает на степень однородной формы скоростей. Поэтому коэффициенты левой части (6) не 
зависят о т псевдоскоростей. 

3 . О б о б щ е н и е т е о р е м ы . Если непотенциальные силы в исходной системе присут­
ствуют, т о следует считать, что задана их элементарная работа 

M = 5 3 Q i ( g , 9 , t ) * » . (7) 

Дифференциалы Sqi пока что независимы. Если брать величины <% не произвольно, т о по­
лучатся виртуальные перемещения, которые обычно обозначаются теми же символами. Но 
мы воспользуемся обозначением ад, которое принадлежит Четаеву, автору общего определе­
ния для нелинейных связей [8]: виртуальное перемещение — это всякая линейная комбинация 
вида 

E dv 

где коэффициенты зависят от (u>,g, £), а величины аи\ произвольны. 
Как и в общепринятой теории с линейными связями, форма (7) после подстановки 6qi = 

aqi получает вид 5 А = J^F\au)\, точнее, 

*<«..,.). 
Именно эти функции следует прибавить к правым частям (2) в общем случае. Сказанное 
вытекает из принципа Даламбера-Лагранжа: 

dL_ 

dqi u>(t),q(t) 

где aq — произвольное виртуальное перемещение в указанном состоянии. Собирая коэффи­
циенты при независимых величинах аш\ в последнем выражении, получим уравнения Маджи 

^ \dtdqi dqi) дих ~ ^ Q i дих' 

Здесь через ( )* обозначена подстановка не только тождеств (1), но и полных производных 
от них по времени. 

4. О б щ и е с о о б р а ж е н и я о р а в н о с и л ь н о с т и р а з л и ч н ы х ф о р м у р а в н е н и й д в и ж е ­

н и я . Любой способ составления уравнений движения неголономной. системы направлен в 
конечном счете на то , чтобы к уравнениям (1) присоединить уравнения 

ш\ = w\{w,q,t) (8) 
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и тем самым получить замкнутую систему дифференциальных уравнений. Объявить, что 
уравнения составлены, можно и когда налицо выражения 

X) 0A,.(w, q, t) = WA(w, q, t) (9) 

в предположении, ч т о det \\д\и\\ Ф 0. 
Всякий, к т о составляет уравнения движения, подразумевает (даже необязательно высве­

чивая эту мысль в сознании) следующее утверждение: если для описания системы использу­
ются одни и те же переменные (a;, q) и один и т о т же исходный лагранжиан, т о все известные 
способы получения уравнений движения после вычислений и приведения подобных членов да­
дут одни и те же (буквально!) уравнения вида (8). 

Более т о г о , и форма (6) получается с одной и той же левой частью, если применить в 
данных обстоятельствах любую из методик (названных в предисловии) составления уравне­
ний движения, не считая изменением формы перенос слагаемых из одной части уравнения в 
другую. К той же форме мы придем даже при работе с уравнениями Аппеля (хотя для них 
исходной является функция не только состояния, но и ускорений), когда они применены к 
механической системе или когда правильно определена энергия ускорений для произвольной 
невырожденной лагранжевой системы [9]. 

5 . Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . Берем уравнения Маджи без правой части. Используя 
общеизвестный факт 

= ±(№,q,t)Y), 

правило Лейбница и формулу производной сложной функции, преобразуем левые части (8): 

* dvi d_dL_ 
dt dqi 

d dL* 
dt du\ 

- E 
ш 
dqi 

*dvj 

E d dvi ^ dvi (dL* ^ dvi\ 
Pidto^r^^Vdq-~^Pldq-)=0, 

где использовано сокращение pj = [dL/dqj]* — это выражения (3), в которых лагранжевы 
скорости заменены посредством (1). С этого момента, однако, мы начнем трактовать pi как 
независимые переменные, которым лишь позднее предстоит придать указанный только что 
смысл. 

Учитывая, ч т о 
d т , х А . , ч ^ дФ 
dt 

* ( t , w , g ) s s — Ф(«,о;,д) + £ 
dqj 

продолжаем преобразования: 

A dL* у , A dvj 

At dux At dux + 

Осталось заметить, что 

9 (т* V - \ d v i d fdL* ^ 5 M 

6 . У р а в н е н и я Л а г р а н ж а получаются при m = п и ^ = ы » . Тогда 

У = L(v,q,t) - ^ P i V u 

A dL (dL _ ^ 1 
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7 . Уравнения Гамильтона тоже включаются в нашу теорию, но придется пользоваться 
одновременно формальными импульсами pi и общепринятыми, которым дадим иное обозна­
чение — /ij (поскольку эти величины можно называть и моментами), после чего будем тракто-

. вать их как псевдоскорости. Пусть #(/*, g, i) — обычный гамильтониан. Исходя из сведений 
о преобразовании Лежандра, можно утверждать, что 

dL дН 

причем выражение лагранжиана через новые псевдоскорости удовлетворяет тождеству 

дН 
Ця{р, 9> *)»Р>*) s -#(м, g,t) + 53 щ —. 

Следовательно, тройственная характеристическая функция и ее производные могут быть 
представлены в виде 

дН 

Бели вычислить псевдополные производные и скобки Пуассона в переменных р, д, то потом 
подстановка ()** обратит все множители (/^-Рг) в нуль. Отсюда следует, что в ходе вычисле­
ний с сомножителями, стоящими после этих разностей, можно работать как с постоянными 
коэффициентами. Поэтому 

/ А SY\** v д2Н . Г ЗУ у \ * * = _ v - д2н эн 
дщдцк dqk' 

8. Уравнения Чаплыгина-Воронца будут выведены, если взять q\ = оо\ (детали 
опускаем). Отметим, что тогда У = в + £рддд, где 9 — универсальная характеристическая 
функция из работы [10], в которой уже использовалась идея формальных скобок Пуассона, 
но с захватом не всех координат. Функции У (в отличие от 0) мы пока не придаем асимпто­
тического смысла. 

9. Интеграл Якоби в отсутствие связей имеет место в предположении, что ^ = 0. 
Тогда 

£(ii-!)*=0*sU>''-LH-
что составляет обычный вывод интеграла типа энергии. Если связи есть, то требовать, 
чтобы dL/dt обращалась в нуль, достаточно не во всем фазовом пространстве, а только после 
подстановки ( )*, причем предварительно надо наложить условие, что во всех состояниях 
вектор скорости g = v((j,g,t) принадлежит множеству виртуальных перемещений, т.е. 

Vi(u>,q,t) 5 ^ ^ А ( Ш , < ) . 

В частности, если связи линейны по псевдоскоростям (5), то они должны быть и одно­
родны: 3io(q,t) = 0. Считая это выполненным и используя формулу сложной производной 
для dL*/dt и идею формальных импульсов, получаем импликацию 

fdYY* 

( — J = 0 К = -У** = const. 

10. Интеграл момента относительно векторного поля, он же интеграл Нетер, будем 
получать для автономных систем, т.е. при условии, что не содержит времени ни лагранжиан, 
ни выражения скоростей через псевдоскорости. 
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В отсутствие связей предположим, что однопараметрическая группа д", порожденная 
нашим векторным полем 

и продолженная на пространство {q,q}, сохраняет лагранжиан. Тогда 

dL dL _ ^ dL . л т ^ dL 

Л ^ а Г Ч + Е а ^ ~ J = H W j 4 = const. 

Таков обычный вывод интеграла Нетер. При наличии связей предварительно надо удостове­
риться, что компоненты векторного поля u(q) во всех состояниях (u>,g) принадлежат множе­
ству виртуальных перемещений: 

В частности, если связи линейны по псевдоскоростям, то должно быть Ui(q) = £ & \ ( g ) a t A ( g ) . 
Неизменности лагранжиана достаточно требовать только при выполнении условий связи, 

т.е. при g — v(u/,g), что равнозначно заключению об условиях существования линейных 
интегралов неголономных систем, сделанному А. С. Сумбатовым [11]; ср. также с теоремой 11 
статьи [12]: 

Используя идею формальных импульсов, получаем импликацию 

{yi £ w}** = 0 (JIPMY* = CONST • 

Чтобы лучше запоминалось, укажем, что производной функции / ( g ) вдоль векторного поля 
u(q) можно придать вид u(f) = {f}J2pjuj}-

Обратим внимание на то, что, вообще говоря, распределение плоскостей связи не может 
сохраняться группой gs, поскольку скобки Ли поля и с базисными полями не лежат в этой 
плоскости, так что рассчитывать на полную инвариантность функции L* не имеет смысла. 
Более того, dL*/ds ф (dL/ds)*. Поэтому автор избегает обозначений вида u(L*) (хотя они и 
восходят к Пуанкаре). 

11. Промежуточная форма уравнений движения в псевдоскоростях. По-преж­
нему считаем (для простоты записей), что 6 А = 0, система автономна, связи линейны. Если 
обозначить Ри = YlPjujy т о Для ДВУХ векторных полей а, Ь имеем {Р а , Рь} = — P[a,b]i г Д е [а> Ч — 
скобка Ли названных полей. Поэтому на языке скобок Пуассона легко вычислять скобки Ли, 
удобно формулировать теорему Фробениуса. 

Выражение скорости (1) интерпретируется как разложение по подвижному реперу: 

д 

и равносильно наложению п — т линейных связей 

Y l l s k { q ) Q k = 0. 

Положим 

Теперь Y = L* - £ W A P A , И уравнения (2) получают вид 
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так что в конце концов 

d dL 

dt ди>\ 

dL dL* 
+ - E ^ ^ - = o. (10) 

dqi 

При вычислении щ немедленно используются выражения (1). Таким образом, на этом этапе 
мы уже получаем уравнения вида (6). Если рассчитывать на символьные вычисления, т о по­
требуются только операции дифференцирования, подстановки и приведения подобных чле­
нов; разумно будет организовать подпрограммы вычисления скобок Пуассона и псевдополных 
производных. 

1 2 . П с е в д о к о о р д и н а т ы . Можно номинально ввести формальные объекты — псевдо­
координаты 7Гд (от которых ничего не зависит), такие, что 7гд = ш\. Воспользуемся стан­
дартным обозначением 

dirx Qqi 

Интересно отметить, что тогда 

dt dnx dn\ 

Далее, уравнения (2) получат вид 

d dY dY Г dY 

Е d dqi dqi , . 

Э^ш„ = -T.-Z7- - w~• (11) 

dt дтт\ дтг\ -мл 
где слева переменные р, q считаются параметрами (ср. с [10]). Такой путь рассуждений 
проходит и без предположения о линейности выражений (1). 

1 3 . К р а т к и й и с т о р и ч е с к и й к о м м е н т а р и й . Рассмотрим частный случай уравне­
ний (10), когда [эд,э м ] = Х ) С д м ( 9 ) э ^ 1 т е - уравнения связей интегрируемы и мы имеем го-
лономную систему (в избыточных координатах, если т < п). Тогда ^ С д ^ д ) ^ = ^ j , A ^ и 

уравнения движения приобретут вид 

d dL v - ^ dL* v - ^ dL* л /<1ЛЧ 

^ ^ + Е ^ ^ - Е ^ ^ - = о. (i2) 
Именно такие уравнения получил Пуанкаре в 1901 г.; у него, однако, число степеней сво­
боды было равно п и фигурировало предположение, что постоянны (Пуанкаре работал с 
группами Ли). В 1902 г. вышла статья Больцмана, в которой были получены уравнения для 
голономных систем в псевдоскоростях — фактически они имели вид 

ddL* dL* ^fdL\* 
dt d'kx dir\ \dqiJ - V I— d dqi dqi 

dt d'kx dn\ 
(13) 

что равносильно (10), так как Больцман использовал формулу (11) для определения коэффи­
циентов 3 i > A / i . 

В 1904 г. вышла работа Гамеля, написанная в той же терминологии и в тех же стан­
дартных обозначениях Ли, что и работа Пуанкаре (использовались "инфинитезимальные 
операторы", т.е. "векторные поля" на современном языке дифференциальной геометрии). 
У Гамеля случай постоянных был сугубо частным (он так и писал, что это случай, ко­
гда поля порождают груЦпу Ли). Гамель обобщил уравнения Пуанкаре на неголономные 
системы, однако ссылки на работу Пуанкаре у него нет, хотя она вышла в "Comptes Ren-
dus" — ведущем научном журнале того времени, на другие тома которого Гамель, конечно, 
ссылается. 

Дадим уточнения, несущественные для сделанных заключений, но все же нужные. Больц­
ман оперировал только системами материальных точек в декартовых координатах, но, во­
обще говоря, неавтономными. Гамель, напротив, не рассматривал неавтономные системы, 
но работал в лагранжевых координатах. Разумеется, Гамель обобщил и результаты Воронца 

file:///dqiJ
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(и позднее написал об этом) , так что в книге [13] не без оснований говорится об уравне­
ниях Воронца-Тамеля. В работах Четаева, развивавших работу Пуанкаре, нет упоминаний 
о статье Гамеля (Четаев писал о голономных системах и в терминах именно групповых, так 
что находился заведомо далеко от рассмотрения неголономных систем — ведь поля, задаю­
щие плоскость связи неголономной системы, не могут порождать группу Ли!). В результате 
невольно осталась незамеченной универсальность формы уравнений Пуанкаре-Гамеля. В зна­
чительной части современной литературы раздельно (и исторически неточно) упоминаются 
уравнения Пуанкаре-Четаева и Больцмана-Гамеля. Отождествление форм, предложенных 
последними двумя учеными, неверно по причинам, которые мы сейчас назовем. 

14. Теория Гамеля в некотором смысле требует липшей работы. Составной частью 
теории является доведение числа псевдоскоростей до п (временный отказ от неголономных 
связей), обращение матриц коэффициентов и появление частных производных лагранжиана 
по псевдоскоростям, которые позднее будут приравнены к нулю. 

Если излагать на геометрическом языке, то делается следующее: подвижный репер 
э ъ • • • )эт произвольными векторами э ш + 1 , . . . , э п дополняется до базиса всего пространства 
скоростей: 

д = 5^о; 1 / э | ; + ^ П 5 э 5 qi = ^3ivUu + Y^3is®<s- (14) 

Э т о позволяет скобки Ли [ э д , ^ ] раскладывать по базису э х , . . . ,эп: 

[Э\, Э м ] = ] Г СХиэ1> ] С СХаэИ = 3itXu• 

Обратим внимание на то , что именно вычисление коэффициентов потребует применения 
к 9jt\u матрицы, обратной к \\эц\\. 

Пусть L означает подстановку зависимостей (14) в лагранжиан. Теперь u;, fJ можно 
выражать через д, и потому 

dL dL dL _ sr^ dL 

дш„ ^ dqi dtts ^ dqi IS' 

Остается подставить сюда fi = 0 и преобразовать уравнения (10): 

dL d dL v - ^ dL* 
- E ^ f ^ = 0. (15) 

Э т о и есть уравнения Гамеля. _ 
Появления неудобных величин [dL/d£ls]n=o можно избежать. Для этого надо ввести до­

полнительные векторы так, чтобы они были ортогональны плоскости связи относительно 
метрики, задаваемой квадратичной частью лагранжиана. А именно они выражаются через 
коэффициенты уравнений связи из соотношений Yjaik^ks — hi- В результате форма урав­
нений станет более естественной, внешне совпав с (12). Однако надо понимать, что при 
изменении векторов э 5 (все индексы больше т) изменяются и коэффициенты (все ин­
дексы не превосходят т ) , а коэффициенты (все индексы больше га) тоже меняются, но 
не становятся равными нулю, как в случае уравнений Пуанкаре. 

В руководстве [14] можно увидеть, как применение уравнений с псевдоскоростями вы­
нуждает высчитывать таблицы трехиндексных коэффициентов. Наш подход избавляет от 
этого — вычисление скобок Пуассона позволит автоматически получить все многоиндексные 
коэффициенты уравнений движения со всеми нужными произведениями и суммами. При тра­
диционном изложении теории их взаимосочетание запомнить почти невозможно. Уравнения 
Больцмана (в нашем изложении (13)) тоже весьма операционны, но все же понятие производ­
ной по псевдокоординате не очень удобно для восприятия, особенно если связи нелинейны. 

15. Уравнения Эйлера. Это важнейший пример применения псевдоскоростей. Положе­
ние тела определим матрицей Q, столбцы которой образованы компонентами векторов глав­
ного репера тела в неподвижной системе координат; эти столбцы обозначим q* — (<7i;, q<ii<> qsi)-

Пусть (и>\,и)2)Шз) — компоненты угловой скорости тела в подвижном репере. У нас 
девять лагранжевых координат; их производные даются выражениями 

q ^ - u ; w q i + 2 + u ; i + 2 q m , 

в которых индексы принимают значения 1,2, 3 и считаются по mod 3. 
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Из интегральных многообразий этого распределения плоскостей над девятимерным про­
странством координат необходимо взять то , которое проходит через единичную матрицу. 

Ч т о б ы задать кинетическую энергию, вспомним, что щ = ( q l + 1 , q t + 2 ) . Поэтому 

Эта квадратичная форма девяти скоростей вырождена, но для динамики твердого тела важна 
лишь невырожденность формы Г* = уШЬ^Ь Теперь имеем YlPkiQki = ХХРг>чг)> т а к ч т 0 

тройственная функция 

У = 5EW + E W * * « . ф < = ( p i + 2 > q i + 1 ) - ( P i + 1 = q i + 2 ) -

Уравнения (2) получат вид I^i = Фг+i} + ^t+2{*i>*t+2}- При вычислении скобок 
следует пользоваться простым соображением, что 

если векторы а и Ь постоянны или же (как у нас) не содержат канонических переменных, вхо­
дящих в список р р , qp. Отсюда {Ф»+1,Ф»+2} = Фг (что естественно, если вспомнить алгебру 
*о(3)) и 

/«ач = c * + i [ ( p i + 1 , q*) " (р% q l + 1 ) ] - u , i + 2 [ ( р \ q i + 2 ) - ( p i + 2 , q*)] . 

Подставляя в правую часть выражения р г — ~~тт = 1 ^ 2 ^ 1 + 2 ^ \ получаем требуемое: 

IiU)i = ( / i + i - Ii+2) l^i+2- (16) 

В правые части нетрудно дописать производные потенциальной энергии или компоненты 
обобщенных сил. 

1 6 . Т е о р е м а о б и з м е н е н и и о б о б щ е н н о г о к и н е т и ч е с к о г о м о м е н т а в п о д в и ж н о м 
р е п е р е — так можно трактовать уравнения (4) для автономных механических систем. Обоб­
щением вектора кинетического момента мы считаем (ко)вектор с компонентами dL*/ди>\. 
Краткости ради будем рассматривать движение по инерции. Итак, нам потребуются пред­
положения 

L = - ]Га^(д)ад, (ц = £э а (д)а; Л . 

Обобщение кинетического момента станет особенно выразительным, если репер э\ ортогона-
лизировать (его можно даже ортонормировать, но придется мириться с неудобными физиче­
скими размерностями новых переменных); иными словами, мы вправе считать, что в новом 
репере Э\ тройственная функция 

Тогда уравнения (4) получат вид I\Q,\ = ^ А ^ И Д , обобщающий (16). 
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ(грант № 01-01-00141). Автор бла­

годарит А. В. Карапетяна и В. В. Козлова за обсуждение раннего варианта работы. 
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О Х Р У П К О М Р А З Р У Ш Е Н И И Т В Е Р Д Ы Х Т Е Л , I I 

( О С Д В И Г О В О Й П Р О Ч Н О С Т И Г О Р Н Ы Х П О Р О Д ) 

Е . И . Ш е м я к и н 

1. В механике горных пород основной является задача о прочности (устойчивости) гор­
ных пород в окрестности подземной выработки (рис. 1). При этом моделью, как правило, 
служит круговая выработка определенного диаметра на заданной глубине, ось которой ориен­
тирована относительно главных направлений (Ji, 02, 0*3- Наиболее распространенным случаем 
является выбор главных осей вдоль направления (вертикали) силы тяготения о\ [1-3]. 

Самым ответственным моментом в создании выработки как подземного сооружения 
является изменение соотношения между главными напряжениями в окрестности выработки 
(главные направления при этом будем считать неизменными), хотя это соотношение и на­
правления главных осей могут изменяться и в ходе горных работ. Если принять пока для 
простоты, ч т о на глубинах 1-3 км исходное напряженное состояние (in situ) было равномер­
ным гидростатическим: 

о\ = а2 = сг3 = - р , (1) 

где р — литостатическое давление, т о после проходки выработки, будь т о скважина (гори­
зонтальная или вертикальная) или шахтный ствол, напряженное состояние изменится. 

Важно отметить , что это изменение есть отражение законов равновесия (или динамики, 
квазистатики) в процессе проходки или бурения. Процесс проходки забоя является трех­
мерным и слабо изученным [2, 3]. Так, например, если главные направления напряженного 
состояния d i , 02, ° з выбрать в соответствии с цилиндрической системой координат горизон­
тальной или вертикальной выработки, т о во время подготовки скважины, при удалении о т 
забоя, о б я з а т е л ь н о происходят два процесса (очень важно проследить возникновение каса­
тельных напряжений с локализацией деформаций сдвига, которая одновременно имеет место 
на площадках скольжения). 

Первый процесс связан с тем, что радиальное напряжение непременно падает по ве­
личине, даже если со стороны выработки (скважины, например) оказывается возможным 


