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Vvedenie� Postroeni� razliqnyh sil�no lokalizovannyh re�
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�tt � �xx � �yy � �zz � � ��	

posv�weny obxirnye issledovani� 
���
� V qastnosti� v 
�
 by�
lo postroeno rexenie� �ksponencial�no lokalizovannoe vblizi
toqki� beguwe� po pr�mo� so skorost�� sveta� V nasto�we� ra�
bote my obobwaem rezul�tat 
�
� postroiv seme�stvo rexeni�
volnovogo uravneni�� oblada�wih takim �e svo�stvom lokali�
zacii i soder�awih rexenie 
�
 kak qastny� sluqa��

Zatem� opira�s� na poluqennye rezul�taty dl� volnovo�
go uravneni�� my stroim seme�stvo qasticepodobnyh rexeni�
uravneni� Kle�na�Gordona

h� �utt � uxx � uyy� � u � �� h � const� ��	

�ti rexeni� ime�t koneqnu� �nergi� i opisyva�t volno�
vye pakety central�no� qastoty � i volnovogo qisla k� �� �
k����h�� amplituda kotoryh gaussovski spadaet s udaleniem ot
toqki� beguwe� po pr�mo� s gruppovo� skorost�� v � d��dk� My
nazyvaem �ti rexeni�� po analogii s lokalizovannymi rexeni�
�mi volnovogo uravneni�� gaussovymi volnovymi paketami�
Vse rexeni� uravneni� Kle�na�Gordona iz postroennogo na�

mi seme�stva mogut byt� zapisany v vide

u � Af�iS�h��

Rabota podder	ana grantom RFFI No� ��
��
������

���
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gde funkci� S udovletvor�et uravneni� ��konala �Gamil�tona�
�kobi	

S�
t � S�

x � S�
y � �� ��	

a A � amplitudny� mno�itel�� zavis�wi� ot koordinat� S� A ne
zavis�t ot h� funkci� f vyra�aets� qerez funkci� Hankel��
Sravnenie naxih rezul�taty s ime�wimis� v literature re�

xeni�mi pokazyvaet� qto odno iz rexeni� postroennogo nami
seme�stva dl� trehmernogo uravneni� Kle�na�Gordona sovpada�
et s na�dennym v 
�
� My tak�e rassmotreli drugoe interesnoe
rexenie na�dennogo nami seme�stva� kotoroe zavisit tol�ko ot
odno� peremenno� S� predstavl��we� sobo� odno iz toqnyh kom�
pleksnyh rexeni� uravneni� ��konala� Okazalos�� qto esli is�
kat� rexenie neline�nogo uravneni� Kle�na�Gordona� zavis��
wee tol�ko ot S� to uravnenie svodits� k obyknovennomu diffe�
rencial�nomu� Skazannoe spravedlivo dl� neline�nogo uravne�
ni� Kle�na�Gordona s proizvol�nym qislom prostranstvennyh
koordinat�
Pri postroenii obobweni� qasticepodobnyh rexeni� volno�

vogo uravneni� my sledovali idee �iolkovskogo 
�
 i iskali
takie rexeni� v vide superpozicii gaussovskih puqkov � rexe�
ni�� sosredotoqennyh vblizi luqa� kotorye byli na�deny vper�
vye v rabotah Brittinghama 
�
 i Kiseleva 
�
 i prinadle�at
klassu �otnositel�no neiska�a�wihs� voln� Kuranta i Gil��
berta 
��
�
Postroenie rexeni� uravneni� Kle�na�Gordona osnovano na

prostom fakte� vz�v preobrazovanie Fur�e po odno� iz peremen�
nyh� naprimer� z

u�x� y� t� �

�Z
��

dz ��x� y� z� t� eiz�h ��	

ot rexeni� volnovogo uravneni� ��	� poluqim rexenie uravne�
ni� Kle�na�Gordona ��	�

Obobwennye gaussovskie pakety volnovogo uravneni�� Bu�
dem ishodit� iz rexeni� volnovogo uravneni� ��	� na�dennogo
v 
�� �
� i opredel��wegos� formulo�

�b�x� y� z� t� q� �
exp fiq��g

�� � i�������� � i������
� ��	
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v kotoro� vvedeny oboznaqeni�

�� � x� t�
y�

� � i��
�

z�

� � i��
� � � x� t� ��	

Funkci� �b udovletvor�et ��	 pri l�byh znaqeni�h parametrov
q� �� i �� i predstavl�et sobo� gaussovski� puqok �gaussovski
lokalizovana vblizi osi ox	� esli �� � �� �� � �� q � ��
My iwem qasticepodobnye rexeni� uravneni� ��	 v vide raz�

lo�eni� po gaussovskim puqkam

����p �x� y� z� t� �

�Z
�

dq F ����q��b�x� y� z� t� q�� ��	

gde F ����q� � special�no podobranna� funkci�� zavis�wa� ot pa�
rametra 	� My polo�im

F ����q� � a q���� e���q��
��q�� ��	

gde 	� 
� � proizvol�nye posto�nnye 
 � �� � � �� a �
���
�����	

p
��� Netrudno pokazat�� qto ��	 svodits� k integral��

nomu predstavleni� funkcii Hankel� pervogo roda H
���
� 
��


����p �x� y� z� t� � C
s�H

���
� �s�p

�� � i����� � i���
� s � 	i
�

�
�� i��

�

����

� ��	

gde C � i 	���
p
�� priqem s udovletvor�et uravneni� Gamil�to�

na��kobi dl� volnovogo uravneni� s�t � s�x � s�y � s�z�
Otmetim� qto pri 	 � ��	 formula ��	 daet rexenie volnovogo

uravneni�� poluqennoe v 
�
�

������p �x� y� z� t� �
exp

n
�	
�

p
�� i����

o
p
�� � i����� � i���

� ���	

�to rexenie zavisit ot qetyreh proizvol�nyh parametrov ��
��� ��� 
� Kak pokazano v 
�
� ono gaussovski lokalizovano okolo
toqki� beguwe� po osi ox so skorost�� sveta �c � �	� esli �ti
parametry polo�itel�ny�
Asimptotika rexeni� ��	 pri bol�xih znaqeni�h argumenta

funkcii Hankel� imeet tako� �e �ksponencial�ny� mno�itel��
kak ���	� Analogiqnye privedennym v 
�
 rassu�deni� dokazy�
va�t lokalizaci� ��	� Po�tomu rexenie ��	 �vl�ets� obobwe�
niem ���	�
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Gaussovskie puqki dl� uravneni� Kle�na
Gordona� Prive�
dem zdes� rexenie ub uravneni� Kle�na�Gordona� gaussovski lo�
kalizovannoe vblizi luqa� kotoroe budet ispol�zovat�s� dl� po�
stroeni� qasticepodobnyh rexeni� uravneni� Kle�na�Gordona�
Rexenie ub poluqim� vyqisl�� preobrazovanie Fur�e po z ��	

ot ��	�

ub�x� y� t
 q� �

p
� ei���������qh

��

p
q

� exp
�
i�q � i����qh��

�
p
� � i��

� ���	

gde

� � x� t�
y�

� � i��
� ���	

�to rexenie bylo na�deno v 
�
� Budem nazyvat� takie rexeni�
gaussovskimi puqkami� po analogii s gaussovski lokalizovan�
nymi vblizi luqa rexeni�mi volnovogo uravneni��

Gaussovskie pakety dl� uravneni� Kle�na
Gordona� Vz�v
preobrazovanie Fur�e ��	 po z ot obeih qaste� ravenstva ��	�
poluqim rexeni� uravneni� Kle�na�Gordona v vide razlo�eni�
po gaussovskim puqkam ub ���	 �togo uravneni�

u���p �x� y� t� �

�Z
�

dq F ����q�ub�x� y� t
 q�� ���	

Podstavl�� vyra�enie ub ���	 i funkci� F ����q� ��	 v ���	� na��
dem

u���p �x� y� t� � C�

S
�����
p H

���
������Sp�h�

�� � i�������� � �i�
�h� � i��������
� ���	

gde
Sp � i

�
�� � i���� � �i�
�h� � i���

����
� ���	

Funkci� Sp ne zavis�t ot 	� Formula ���	 daet seme�stvo toqnyh
rexeni� uravneni� Kle�na�Gordona� kotorye� kak my uvidim
ni�e� qasticepodobny� �to seme�stvo zavisit ot qetyreh pro�
izvol�nyh parametrov 	� �� �� i 
� Posto�nny� mno�itel� v ���	
opredel�ets� formulo� C������
�h��	��������h����� ei�������

p
	�

V dal�ne�xem my budem iz soobra�eni� udobstva ispol�zovat�
drugie parametry� qto uprostit zapis� ���	�
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Luqeva� interpretaci� gaussovskih puqkov i gaussovskih
volnovyh paketov� Vvedenie novogo proizvol�nogo parametra
� po formule � � qh� pozvol�et zapisat� ���	 v vide luqevogo
razlo�eni�� sosto�wego lix� iz odnogo qlena

ub � cb
exp fiSb�hg
�� � i������

cb � const� ���	

Sb � �� � �

��
� ���	

Kompleksna� �faza� Sb ne zavisit ot h i udovletvor�et uravne�
ni� ��konala ��	�
Otmetim tak�e� qto rexenie ub �vl�ets� �talonnym dl� asim�

ptotiqeskih konstrukci� Maslova 
��
�

Rexeni� u���p udobno zapisyva�ts�� esli vmesto proizvol�nyh
parametrov 
 i �� vvesti proizvol�ny� parametr 
 � ��
�h�����
a vmesto 	 ispol�zovat� � � 	 � ��	� Togda

u�������p � C�

S�
p H

���
� �Sp�h�

�� � i�������� � i
��
� ���	

Kompleksna� faza

Sp � i ��� � i���� � i
�
��� ���	

ne zavisit ot h i udovletvor�et uravneni� ��konala ��	� tak�e
kak i Sb iz ���	�
V qastnyh sluqa�h polucelyh � funkcii Hankel� vyra�a�t�

s� qerez �lementarnye funkcii� Privedem zdes� rexeni� pri
� � ��	� � � ���	�

u���p � C�
exp fiSp�hg

�� � i�������� � i
����
�

u����p � C�
exp fiSp�hg

Sp

s
� � i


� � i��
� ���	

C�� C� posto�nnye� �ti rexeni�� kak i ���	� ime�t vid luqevyh
razlo�eni�� sosto�wih iz odnogo glavnogo qlena�

Issledovanie rexeni�� Pre�de vsego� poka�em� qto rexenie
ub ���	 lokalizovano vblizi osi ox� Vydeliv vewestvennu� i
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mnimu� qasti v kompleksno� faze Sb ���	� i vved� oboznaqeni�

ek �

�
�� �

��

�
� e� �

qek� � �� �y �

s
	

��� � ��

���ek � e�� � ���	

poluqim

iSb � i�ekx� e�t� � y�

��
y

� i
y�

��
y

� �
��
� ���	

Esli j�j � ��� to rexenie ub predstavl�et sobo� rasprostra�
n��wu�s� vdol� osi ox volnu qastoty � � e��h� s volnovym qi�

slom k � ek�h� gaussovski spada�wu� s udaleniem ot osi ox� Ste�

pen� lokalizacii vblizi osi ox opredel�ets� parametrom
p
h�y�

Pri l�byh koneqnyh � volna gaussovski lokalizovana vblizi
osi ox� odnako stepen� lokalizacii umen�xaets� s rostom ��

Na�dem teper� asimptotiqeskoe povedenie rexeni� u
�������
p �

Vse funkcii Sp� kak u�e upominalos�� ne zavis�t ot �� Pri
bol�xih znaqeni�h jSpj�h asimptotiki funkci� Hankel� razli�
qa�ts� lix� fazovym mno�itelem� i asimptotika vseh rexeni�
seme�stva imeet vid

u�������p �x� y� t� � C�
S
�����
p exp fiSp�hg

�� � i�������� � i
��
� ���	

C� � C�

p
	��e�i�����i����

Vy�snim teper�� kak men�ets� Sp pri izmenenii prostran�
stvennyh koordinat i vremeni�
Vydelim de�stvitel�nu� i mnimu� qast� v podkorennom vy�

ra�enii ���	

iSp � �
�

� � x� � t� � y�

�� � 
��
�� � ���

�

� 	i

�p

��e�t� ekx� � y�

���� � 
�

�� � ���

�	���
� ���	

zdes� ek� e� opredel��ts� formulami ���	 esli sqitat�� qto � �p

����
Doka�em teper� grubu� ocenku� spravedlivu� pri l�bom

fiksirovannom t i pokazyva�wu�� s uqetom asimptotiki ���	�
qto l�boe rexenie iz seme�stva ���	 imeet koneqnu� �nergi��



�KSPONENCIAL
NO LOKALIZOVANNYE REXENI� ��	

Otmetim pre�de vsego tot prosto� fakt� qto esli a�� a� vewe�

stvenny� to Re
p
a� � ia� �



�a� �

p
a�� � a�� ��	

����
� Ots�da�

Re
p
a� � ia� �

p
a�� esli a� � �

i� sledovatel�no�

jRe�iSp�j �
�

� � x� � t� � y�

�� � 
��
�� � ���

	���
� ���	

Ocenka ���	 pokazyvaet� qto pri dostatoqno bol�xih znaqe�
ni�h prostranstvennyh koordinat i pri fiksirovannom vreme�
ni primenima asimptotika funkcii Hankel�� i povedenie rexe�
ni� ���	 opisyvaets� formulo� ���	� Po�tomu modul� l�bogo

rexeni� ju�������p j �ksponencial�no ubyvaet s rostom koordinat
i� sledovatel�no� vsem �tim rexeni�m sootvetstvuet koneqna�
�nergi�� Esli jtj � p


�� to ocenka verna pri l�byh znaqeni�h
prostranstvennyh koordinat�
Poka�em teper�� qto pri nekotoryh ograniqeni�h na znaqeni�

x� y� t i nekotoryh sootnoxeni�h parametrov rexeni� u
�������
p

opisyva�t gaussovski lokalizovannye pakety� Razlo�im iSp v
r�d� sqita�� qto vse slagaemye pod kornem� soder�awie pere�
mennye x� y� t� maly po sravneni� s �
� Ograniqiva�s� kvadra�
tiqnymi qlenami po x� y� t� na�dem

iSp � i�ekx� e�t��p
� � �x� vt��

��
x

� y�

��
y

� ���	

gde v � gruppova� skorost� v � de��dek � ek�e�� a
�x �

p
	��e� � �y �

r
��
�
� ���	

Napomnim� qto � �
p

����

Uslovie
p

� � 	�� � h pozvol�et pol�zovat�s� asimptoti�

ko� funkcii Hankel� v ���	 vne zavisimosti ot znaqeni� x� y
i t� Oblast� primenimosti formuly ���	� odnako� ograniqena
ne oqen� bol�ximi znaqeni�mi x� y� t� no pri nekotoryh znaqe�
ni�h parametrov �� �� �� �ta oblast� mo�et byt� bol�xe� qem
�xiriny� paketa

p
h�x�

p
h�y� Pri �tom vse rexeni� seme�stva
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u
�������
p gaussovski lokalizovany vblizi toqki� beguwe� vdol�
osi ox s gruppovo� skorost�� v�
Podobnoe povedenie rexeni� vozmo�no pri opredelennom so�

otnoxenii vseh parametrov zadaqi� kotoroe my ne budem vy�
pisyvat� v obwem sluqae� qtoby ne zagromo�dat� izlo�enie�
a privedem poz�e� kogda budem obsu�dat� naibolee interesny�
qastny� sluqa��

Na ris� � predstavlena vewestvenna� qast� u
���
p ���	 v uslov�

nyh edinicah pri t � � a	 i pri t � �� b	 dl� sluqa� h � ����
� � �� i � � ��

Ris� �a�

Ris� �b�
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Prosto� primer gaussovskogo paketa� Interesnoe rexenie
uravneni� Kle�na�Gordona ��	 mo�et byt� poluqeno iz ��	 pri

�� � 
 � ����� Togda rexenie u
����
p okazyvaets� zavis�wim liw�

ot odno� peremenno� Sp� i s toqnost�� do posto�nnogo mno�ite�
l� imeem

u����p � Cp
eiSp�h

Sp
� ���	

Faza Sp v �tom sluqae vyra�aets� sledu�we� formulo�

Sp � i

q
b� � x� � y� � t� � 	ib�e�t � ekx� �

� i

q
�x� ibek�� � y� � �t� ibe���� ���	

gde b �
p

� � 	��� ek vyra�aets� qerez �� kak pokazano v ���	�

no udobnee sqitat� nezavisimymi sami parametry ek i b� e� �pek� � ��
Formula ���	 daet asimptotiku Sp� priqem �x �

p
b�e��

�y �
p
	b� Privedem zdes� uslovi� ee primenimosti� Razlo�e�

nie ���	 v r�d vozmo�no� esli x � b� y � b� t � b� t � b�e��
x � b�ek� Poskol�ku e� � �� bolee �estkimi �vl��ts� uslovi�

t � b�e�� x � min�b� b�ek�� Vyra�enie ���	 pozvol�et utver�dat��
qto rexenie gaussovski sosredotoqeno okolo beguwe� s gruppo�
vo� skorost�� toqki� esli prodol�ny� i popereqny� �razmery�p
h�x�

p
h�y� a tak�e vremenno� �razmer� paketa

p
h�x�v mno�

go men�xe� qem oblast� primenimosti vyra�eni� ���	� a imennop
hb e� � min�b� b�ek�� p	hb � b�

p
hb�ek � b�e�� Naibolee �estkoe

iz poluqennyh uslovi� imeet vid

h� b
ek�e��

� ���	

Sluqa� treh prostranstvennyh izmereni�� Vse vyxeizlo�
�ennoe mo�no obobwit� na sluqa� treh i bolee prostranstven�
nyh peremennyh� My privedem zdes� rezul�taty dl� treh pro�
stranstvennyh peremennyh i sravnim poluqennye rexeni� s re�
xeni�mi� na�dennymi v 
�
� Obratims� k uravneni�

h� �utt � uxx � uyy � uzz� � u � �� h � const� ���	
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Pri postroenii lokalizovannyh rexeni� budem opirat�s� na
lokalizovannye rexeni� qetyrehmernogo volnovogo uravneni�

�tt � �xx � �yy � �zz � �z�z� � �� ���	

Osesimmetriqnye gaussovskie puqki dl� �togo uravneni� opi�
syva�ts� vyra�eniem

�b�x� y� z� z�� t� q� �
exp fiq��g

�� � i����� � i������
� ���	

V otliqie ot ��	 zdes�

�� � x� t�
y�

� � i��
�

z�

� � i��
�

z��
� � i��

� � � x� t� ���	

Tak�e� kak �to bylo sdelano vyxe� obobwennye gaussovskie
volnovye pakety dl� volnovogo uravneni� ���	 budem stroit� s
pomow�� vesovo� funkcii ��	 iz gaussovskih puqkov po formule�
analogiqno� ��	� Zatem voz�mem preobrazovanie Fur�e

u�x� y� z� t� �

�Z
��

dz ��x� y� z� z�� t� e
iz��h ���	

ot pravo� i levo� qaste� formuly analogiqno� ��	� Pri �tom
na�dem rexeni� tipa gaussovskih qastic dl� uravneni� Kle�na�
Gordona ���	

u�������p � C�

S�
p H

���
� �Sp�h�

�� � i����� � i
��
� ���	

C� � const� gde Sp opredel�ets� formulo� ���	� v kotoro� teper�

� � x� t�
y�

� � i��
�

z�

� � i��
� ���	

Gaussovskie qasticy u
�������
p v trehmernom sluqae otliqa�ts�

ot sootvetstvu�wih rexeni� v dvumernom sluqae ���	 stepen��
mno�itel� � � i�� v znamenatele i dopolnitel�nym slagaemym�
soder�awim peremennu� z v ���	�
Rexenie

u����p � C	
�� � i
����

�� � i���Sp
exp fi Sp�hg � C	

exp fi Sp�hg
�� � i��� �� � i�����

� ���	
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NO LOKALIZOVANNYE REXENI� ���

C	 � const� bylo na�deno v rabote 
�
� �to rexenie est� gaussov�
ska� qastica ���	 pri � � ���	�
V trehmernom sluqae� kak i v dvumernom� imeets� rexenie�

zavis�wee tol�ko ot Sp� �to u
������
p � priqem nado polo�it� ���
�

u������p � C

H

���
� �iSp�h�

Sp
� ���	

C
 � const�

O neline�nyh uravneni�h Kle�na
Gordona� Privedennye
vyxe rassu�deni� mo�no ispol�zovat� dl� rexeni� neline�nyh
uravneni� Kle�na�Gordona v dvumernom

h� �utt � uxx � uyy� � ��u� � � ���	

i trehmernom sluqa�h

h� �utt � uxx � uyy � uzz� � ��u� � �� ���	

Budem razyskivat� rexeni� v vide u � F �s�� s � Sp�h� togda dl�
F poluqim neline�noe obyknovennoe differencial�noe uravne�
nie

Fss �
	

s
Fs � ��F � � � ���	

v sluqae ���	 i

Fss �
�

s
Fs � ��F � � �

v sluqae ���	�
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bote i stimuliru�wee obsu�denie�
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