
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАМЕТКИ 
т. 9, № 2 (1971), 113—119 

У Д К 517.5 

ОБ ОДНОМ Ц И К Л И Ч Е С К О М НЕРАВЕНСТВЕ 

В . Г . Дринфельд 
Доказывается существование и приводится простой способ 

вычисления l i m ч , где 
п—юэ 

п

 а^о ^ + а 3

 а

п+а1 ai-\-a2 J * 2 J 

Библ. 4 назв. 

§ 1. Введение. При 1 ^ п <^ Ъ имеет место неравенство: 

0 1 jj ^ l + . jl °'п > JL а-Ъ>0 (1) 
+ « 3 « 3 + «4 "га "Ь а 1 «1 + « 2 ' 2 

В то же время Цулауф [4] показал, что у ж е при п = 24 
это неравенство не всегда имеет место. В связи с этим воз ­
никает в о п р о с о поведении величины 

Гп= Inf 
а , > 0 I 

«1 , | а п - 1 4- + . - [ . 71 • /2) 
, + «з " ап + а± сц + а 2 J ' 2, J ' v ; 

Ранкин [2] доказал, что последовательность уп сходится и 

l im Гп = inf I V 
п~>оо п 

Используя метод, развитый Ранкином в работе [3 ] , Диа-
нанда [1] получил с л е д у ю щ у ю оценку: 

0,922476 < l i m уп < у м < 0,998394. 
п->оо " ь 

В нашей работе будет указан простой способ сколь 
угодно точного вычисления Km уп. Попутно будет дока-

п-*оо 
за в о и его существование , 
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В дальнейшем будут использованы: 
1° Частный случай неравенства К о ш и — Б у н я к о в с к о г о : 

(1 + а 2 ) (1 + b2) > (1 + аЪ)\ 

2° Неравенство Чебышева : 
Если ах < ; а 2 < : . . . < ап, b± > Ь2 > . . . > ЬЛ, то 

где — любая перестановка чисел 1, 2, п. 

§ 2 . Оценка (снизу) величины у п . Пусть > 0 и 

— - = к< —- = . . . = кп i , —— = klt. 

Тогда 

'• гЧ1 + аг+2 а г+1 / . , ^2+2 0>л , 

1 + - *г+1 
1 

« 1 , « 2 _ j _ _ | _
 ап 1 

« 2 + « 3 ЙЗ + « 4 * ° * 1 « 1 + « 2 kl (1 + /С 2) 

• • ' + * n ( i + * i ) • ( 3 ) 

Расположим последовательность {ki} в порядке возраста­
ния и обозначим полученную последовательность т ъ 

т2, m n . Т о г д а последовательности 

1 1 1 1 1 1 

лц ' m 2 ' ' ' *' т Л ' 1 + тиЛ ' 1 + т ? г _ 1 ' ' ' *' 1 + тг 

противомонотонны, и, по неравенству Чебышева, 

1 1 

1 1 1 
> " Й ^ Г + ^ ) ~ + + ••• + " ^ ( l + mar ^ 

Введем обозначения: т-хтп+Х-\ = q. 
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Тогда 

гс^-ис-)'-1-
f i = 

х 1 

mi (* + ron+l-i) m » + H ( 1 + ™ i ) 

n»i + » n + l - i + 2 w J m n + l - l 

" г . т п + 1 _ 4 (1 + m.) (1 + ш п + м ) w,»»n+1_. 

(1 + m() (1 + m„+1_4); ,. ̂  + (1 + (1 + OTn+i_.) j 
Если С; > 1, то г, | > 1 /c j . Если c t < 1, то 

n ~ T ( 1 + с + ».) a + » „ « - i ) ) > 

c. , 
« \ (1 + f <ч)' 

так как 

(1 + m j ) (1 + TOn+x_4 i/nT+i-i)2 = (1 + Y c i f 
по неравенству К о ш и — Б у н я к о в с к о г о . 

Итак, окончательно 

г + 1 > 
, C ,<1. 

(5) 

Сложив неравенства (5) для 1 ^ i ^ п и разделив на 2 , 
получим 

5L 
1 

> 
1 

Ц < 1 с. 
= • (6) 

Введем обозначения: c i ^ e ' i . Так как Д . _ _ 1

с г = = 1 ?

 т о 

#i = 0- П у с т ь g (х) — выпуклая опора функций 
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(т. е. наибольшая выпуклая вниз функция, не п р е в о с х о ­
дящая функций (7) ) . Тогда 

e-xi>g{x{), 

п (Sc^i 2с. 2c i < t с ^ ' + у 

в силу выпуклости g (х). Из (3) , (4) , (6) , (8) получаем 

?г \ а 2 + аз a i + « 2 У ^ 

откуда следует, что уп ^> у. 
Выясним теперь, что представляет с о б о й график g (х). 

Заметим для э т о г о , что 

1° е~х<2(ех + е х / 2 у г при х > 1 ; е ~ х > 2 ( е * + е ^ ' 2 ) " 1 

при х < ^ 1 * 

2° Ф у н к ц и я у = е~'х, очевидно, выпукла (вниз) , а так 
как вторая производная функции (ех + е т / 2 ) _ 1 равна 

( e* + e " V - ( e a K
 + x e M / S + 4 - e 3 C ) > 0 ' 

то и эта функция выпукла . 
3° В точке х = 0 производные функций (7) не равны 

между с о б о й , так что общая касательная кривых (7) 
лежит ниже точки (0, 1) . Пусть эта касательная соеди­
няет точки (xf, е~х') и (х", 2 \ех" f ех"/*)~г), ж " < 0 < ж ' . 

Отсюда вытекает, что график g (х) состоит из трех 
частей (см. р и с . ) : у = е~х, при х > х', у = 2 (е-х* -f- ех^)~х 

при х < и общей касательной кривых (7) . В частности, 
7 = g (0) есть ордината точки пересечения общей каса­
тельной кривых (7) с о с ь ю OY и, следовательно, у < 1. 

§ 3 . Доказательство равенства lim y» = у. Докажем, 
п-кю 

что для л ю б о г о е > 0 и достаточно большого п можно 
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подобрать щ так, чтобы было 

а\ -\- а% < Г + 8. (10) 

П у с т ь 

Легко видеть, что 
щ = е , i ; 0 = <f , UqVq ° = 1. 

— ( г ; 0 + У v0) 

Ввиду непрерывности функции 

а 1 —а 

— (* + Vv) 

для достаточно большого п м о ж н о подобрать величины 

V 

7 
!/=2(ех+ех/гГ7 

х" О X' 

а ъ и ъ v i т ^ к , чтобы аг было д р о б ь ю со знаменателем п 
at 1-a U1U1 

1 — ai 

и четным числителем, щ1и\ a i = 1, и 

M I H "1 ' 

Положим 

III кг — б, к% — -g - , & 3 — S, & 4 — -g- , . . . , feain — , 

что в о з м о ж н о ввиду четности агп. Заметим, что 
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Имеем (при б < Yvi) 

1 1 
I j — am — ад — I 

+ ... ki(l+k2) 1 1 к- (1 + A:i) б + ' щ , 
(1 — a i ) л л / 4 

+ - — т = - + - * A 

?;x + У V l U± ( 1 + у " ) V / ^ 1 (1 + 6) + У171 

1 1 1 

~6 

— (1 — ai) n 

6 + 1 1 1 4r(vi+vn) v*y 

При достаточно малом б будет 

, 1 , 1 1 \ , 8 

ос / — \ < , 

а при достаточно большом п 

1 1 

Уг^1 vi + У 271 . 

1 < - " 

и п о э т о м у 

1 1 
^ Л1(1+А а) Г ' " ~ Г ЛЛ(1 + Л1) 

г Л < ~ — j — - < 
— п 

^* oti , 1 — 06i , 2 ^ \ 
< - + Т — + ^ в < г + е, 

т. е. неравенство (10) справедливо. Наконец, положим 

i п 

Это в о з м о ж н о , так как Д ^ kt = 1. 
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Подсчет привел к результату: 

у = 0 ,989 ? 

что не так далеко от значения 7 = 1. 
П р и н о ш у г л у б о к у ю благодарность В . И. Левину за 

остановку задачи и большое внимание. 
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