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Vvedenie

V rabote ���� a� bylo poluqeno spektral�noe razlo�enie dl	
kvadrata dzeta
funkcii Rimana ���s�� Zdes� my perenesem ego na
sluqa� proizvedeni	 dvuh dzeta
funkci� s raznymi argumenta

mi


��s�� � ��s��� �����

Dl	 udobstva qitatel	 my snova povtorim naqal�nye xagi ra

boty ���� a�� Naibolee va�nym xagom raboty ���� a� 	vl	ets	
tranzitivnoe ravenstvo ������ ���� a�� kotoroe perevodit ���s�
v dvo�nu� summu po vyqetam �modc� s vydeleniem sarvneni	
a � d � m�mod c� i proizvedeniem dvuh sdvinutyh dzeta
funkci��
Tako� perehod obespeqivaet klassiqeska	 funkici	 qisla deli

tele�


� �n� �
X
djn

� �
X

n�d��d�

�� �����

Ona vhodit v central�nu� qast� tranzitivnogo ravenstva ������
���� a�� V dal�ne�xem� posle perevorota sdvinutyh dzeta

funkci� po funkcional�nomu uravneni�� dvo�na	 summa po vy

qetam �modc� poro�daet obobwennye summy Kloostermana�

Dl	 togo� qtoby poluqit� analog ravenstva ������ ���� a� dl	
proizvedeni	 ����� �to� raboty nado vospol�zovat�s	 obobwen

no� funkcie� qisla delitele�


�w�n� � n�w�
�

�
� �
X
djn

d����w� �
X

n�d��d�

d
�w��

�
�

� � d� ���w�� � �����

Obobwenna	 funkci	 qisla delitele� ����� imeet proizvol�ny�
analitiqeski� parametr w� V qastnosti� pri w � �

� poluqaets	
klassiqeski� sluqa� ������

��
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Proizvedenie ����� na 	zyke funkcii ����� prinimaet vid


��s�� � ��s�� �
�X
n��

�w�
�n�

nw�

� �����

gde

w� �
�

�
�s� � s� � ��� w� �

�

�
�s� � s���

Obratna	 k ne� sistema imeet vid


s� �
�
w� � w� �

�

�

�
� s� �

�
w� �w� � �

�

�
�

Ishodna	 sistema parametrov podbiraets	 tak� qtoby v �to�
sisteme i v novo� � �w�� w�� vse r	dy byli absol�tno shod	wi

mis	� Na 	zyke pravo� qasti ����� tranzitivnoe ravenstvo �����
���� a� prinimaet vid
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�X
n��
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�
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�
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�

cX
m��
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a�d��
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�
�
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a

c

�
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�
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gde ��s� �� � sdvinuta	 dzeta
funkci	


��s� �� �
�X
k��

�

��� k�s
� � � �� Re s � �� �����a

Prava	 qast� tranzitivnogo ravenstva ����� stanet tako� �e� kak
v ����� ���� a�� esli polo�it� s� � s� � s� a m
maloe v sravnenii

a � d � m�mod c� �����

zamenit� naM
bol�xoe� �sno� qto sravnenie ����� 	vl	ets	 ana

logom takogo �e sravneni	 v ����� iz ���� a��
V rabote ���� a� avtor ne privel dokazatel�stva togo fakta�

qto sravnenie ����� de�stvitel�no sleduet iz naliqi	 funkcii
qisla delitele� � �n� v tranzitivnom ravenstve ����� iz ���� a��
polaga	 �tot fakt oqevidnym� Zdes� my privedem �to dokaza

tel�stvo dl	 togo� qtoby stalo 	sno� qto pri perehode k obob

wenno� funkcii qisla dklitele� ����� sravnenie ����� sohran	

ets	�
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Dl	 �togo vvedem razryvno� simvol dl	 sravneni	 po �mod c�


�c�n �m� �

�
�� n � m�mod c�

�� n �� m�mod c�
� �����

Togda dl	 vnutrennego r	da central�no� qasti tranzitivnogo
ravenstva ������ pri fiksirovannom m � 	�� c
 spravedlivo pred

stavlenie


�X
k��

�w�
�m� c � k�

�m � c � k�w�

�
�X
�

�w�
�n�

nw�

�c�n�m�� �����

Podstavl		 v ����� posledn�� qast� tranzitivnogo ravenstva
����� s uqetom zavisimosti me�du parametrami �w�� w�� i �s�� s���
poluqaem predstavlenie pravo� qasti ����� v novom vide


�X
d���

�X
d���

�c�d� � d� �m�

ds�� � ds��
� �����

Razbiva	 r	d po d� � � v ����� na progressii vida d� � a� c � k��
k� � �� i sootvetstvenno po d� � � � na progressii vida d� �
d� c � k�� k� � �� gde a i d � vyqety iz intervala 	�� c
� privedem
����� k vidu


�

cs��s�
�

cX
a�d��

�c�a � d�m� � �
�
s��

a

c

�
� �
�
s��

d

c

�
� ������

Vspomina	 	vny� vid simvola �c�a � d � m�� poluqaem pravu�
qast� tranzitivnogo ravenstva ����� pri fiksirovannom m �
	�� c
� Summiru	 ee po vsem vyqetam m�mod c�� poluqaem vs� pra

vu� qast� ravenstva ������
Se�qas horoxo izvestno ���� qto sdvinutye dzeta
funkcii

pravo� qasti ����� analitiqeski prodol�imy v levu� poluplos

kost� kak celye funkcii s edinstvennym prostym pol�som v toq

ke s � � s vyqetom �� Po�tomu ravenstvo ����� spravedlivo i v
dvo�no� levo� poluploskosti Re s� � �� Re s� � � s funkcional�

nym uravneniem dl	 ka�do� sdvinuto� dzeta
funkcii pravo� qa

sti �����
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gde s � s�� s�� � � ��� �� � a
c �

d
c �

Podrobnosti mo�no na�ti v ��� gl� II� x����
Krome togo� funkcional�noe uravnenie ������ mo�no perepi


sat� v novom vide� zameniv trigonometriqeskie funkcii mnimy

mi �ksponentami po formulam ��lera� V rezul�tate ravenstvo
������ primet vid


��s� �� �
���� s�

������s

h
����� s� �� � e�� is � ���� � s���� � e��

�
is
i
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gde
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�X
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�
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� e��i�n� Rew � �� ������

Otmetim� qto dl	 r	da Dirihle ������ mo�no poluqit� ukoro

qenno funkcional�noe uravnenie na puti raboty ��� i tem sa

mym prodol�it� ego na vs� w
ploskost�� No qtoby ne preryvat�
osnovnu� nit� rassu�deni�� my �to sdelaem v konce raboty v
tehniqeskom prilo�enii� Poka �e perevedem pravu� qast� ra

venstva ����� na 	zyk summ Kloostermana�

x�� Summy Kloostermana

Podstavl		 ������ v ����� poluqaem novoe predstavlenie 	dra
dvo�no� summy pravo� qasti

��s�� ��� ���s�� ��� � ��s�� s�� �
h
�����s�� ��� ������s�� ��� �e�� i�s��s���

�����s������������s�������e��

�
i�s��s��������s�� ����������s�������

�e�� i�s��s�� � ����� s������ � ����� s������ � ce��

�
i�s��s��

i
� �����

gde

��s�� s�� �
���� s�� � ���� s��

��i�� � ������s��s� �

parametry �� i �� opredeleny v �����


�� �
a

c
� �� �

d

c
� a � d � m�mod c�� a� d�m � 	�� c
� �����

Iz opredeleni	 parametrov �� i �� v ����� legko videt�� qto
srednee po nim dl	 proizvedeni	 ��
funkci� vida

����� s�� ���������� s�� ��� �����
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svodits	 k summirovani� summ Kloostermana modul	 c po ee
parametram


cX
m��

X
a�d�m�mod c�

����� s�� ��� � ����� s�� ��� �
cX

m��

�m�c�� �����

gde

�m�c� �
�X

n��n���

Sc�n�� n��m�

n��s�� � n��s��

� �����

Sc�n�� n��m� � summa Kloosteramna obobwennogo vida iz raboty
���


Sc�n�� n��m� �
X

a�d�m�mod c�

exp

�
��i

a � n� � d � n�
c

�
� �����a

Iz ravenstva �����a vidno� qto odnovremenna	 smena znaka u pa

rametrov a i d ne men	et summy Kloostermana �����a� Po�tomu
spravedlivo ravenstvo


Sc��n���n��m� � Sc�n�� n��m�� �����

Sledovatel�no� srednee dl	 proizvedeni	

����� s������������� s������ �����

sovpadaet s �tim srednim dl	 ������ Ots�da sleduet� qto srednee
����� dl	 dvuh pervyh slagaemyh v skobke pravo� qasti �����
ravno veliqine


� cos
�

�
�s� � s��

cX
m��

�m�c�� �����

gde �m�c� � dvo�no� r	d ������
Soverxenno analogiqno poluqaem srednee ����� dl	 proizve


deni	 ����� s raznymi znakami iz parametrov �� i ��


cX
m��

X
a�d�m�mod c�

����� s�� ��� � ����� s������ �
cX

m��

��m�c�� �����

gde

��m�c� �
�X

n��n���

Sc�n���n��m�

n��s�� � n��s��

� ������
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Zamen		 vyqety a i d na �c � a� i c � d�� my� s odno� storo

ny� ne men	em summu Kloostermana Sc�n���n��m�� a� s drugo� �
poluqaem summu Sc��n�� n��m�� Po�tomu spravedlivo ravenstvo


Sc��n�� n��m� � Sc�n���n��m�� ������

Ono pozvol	et dokazat� identiqnost� srednego ����� s analogiq

nym srednim dl	 proizvedeni	 ��
funkci� s protivopolo�no�
kombinacie� znakov u parametrov �� i �� 
 � ����� ��� Po�tomu
tret�e i qetvertoe slagaemye v skobke pravo� qasti ����� mo�no
ob�edinit� v odno slagaemoe vida


�� cos �
�
�s� � s��

cX
m��

��m�c�� ������

Nam ostalos� tol�ko zametit�� qto ravenstvo ������ prodol�a

ets	 do tranzitivnogo ravenstva


Sc��n�� n��m� � Sc�n���n��m� � Sc�n�� n���m�� ������

�to ravenstvo opravdyvaet formal�ny� otricatel�ny� znak u
indeksa m v simvole dvo�nogo r	da ��m�c� iz ������ i u analo

giqnogo dvo�nogo r	da s protivopolo�no� paro� znakov u pa

rametrov n� i n� v summe Kloostermana� Vse �to vmeste privo

dit k rezul�tatu ������ s edino� summo� Kloostermana ������
Sc�n�� n���m� dl	 oboih sluqaev� Tem samym my preobrazovali
srednee dl	 ravenstva ����� k novomu vidu


cX
m��

X
a�d�m�mod c�

��s�� ��� � ��s�� ��� � ������

� ��s�� s��

�
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�

�
�s��s��

� cX
m��

��m�c�

�
�cos

�

�
�s��s��

� cX
m��

�m�c�

��
�

Napomnim� qto mno�itel� ��s�� s�� opredelen v ravenstve ������
Dl	 zaverxeni	 �tih preobrazovani� nam ostalos� vspo


mnit�� qto leva	 qast� ������ ravna pravo� qasti ����� s normi

rovoqnym mno�itelem c�s��s� � Po�tomu ravenstvo ������ v okon

qatel�nom vide takovo


��s�� � ��s�� �
���
c

�s��s� ���� s������ s��

������
	� � � 
� ������

gde kvadratna	 skobka v pravo� qasti ������ ta �e sama	� qto i
v pravo� qasti �������
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x�� Pervoe usrednenie
Dl	 togo� qtoby perevesti predstavlenie ������ na spektral�


ny� 	zyk� nam neobhodimo usrednit� ego po parametru c � ��
Krome togo� so spektral�no� toqki zreni	 nam mexaet zavisi

most� predela summirovani	 po m � c ot parametra c� po ko

toromu my dol�ny usredn	t�� Po�tomu snaqala my izbavims	
ot ograniqeni	 m � c v pravo� qasti ������ i ������� Dl	 �togo
rassmotrim novu� summu


V �N� c� �
�X

M��

�
M
�c� exp

��M
N

�
� �����

gde �
M
�c� � �to dvo�no� r	d ������ v kotorom simvol m
maloe

zamenen na M
bol�xoe� Iz opredeleni	 summy Kloostermana
Sc�n�� n��m� vidno� qto dl	 nee spravedlivo ravenstvo


Sc�n�� n��M� � Sc�n�� n��m�� �����

esli M� m�mod c�� �����

Sledovatel�no� spravedlivo tak�e ravenstvo

�
M
�c� � �m�c� �����

pri uslovii ������ Po�tomu summu ����� mo�no preobrazovat��
razbiv parametr summirovani	 M na progressii


M � m� ck� m � 	�� c
� k � ��

V rezul�tate summa ����� privedets	 k vidu


V �N� c� �
cX

m��

�m�c�
�X
k��

exp

�
� m � c � k

N

�
� �����

Zatem vospol�zuems	 integral�nym operatorom vida


exp��x� � �

��i

Z
Re s��

x�s��s�ds �����

i podstavim ����� vo vnutrenn�� summu ����� pri x � m�c�k
N � V

rezul�tate my privedem �tu summu k integral�nomu vidu


�X
k��

exp

�
� m � c � k

N

�
�

�

��i

Z
Re s��

�N
c

�s
��s� � ��s� ��ds� �����
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gde � � m
c � ��s� �� � sdvinuta	 dzeta
funkci	� Zatem perenesem

kontur ����� vlevo na mnimu� os�� s obhodom toqki s � � po
pravo� du�ke radiusa r� � �	 logN � V rezul�tate prava	 qast�
����� primet vid


N

c
� r�c�m�� �����

gde r�c�m� � ostatok v vide integrala ����� po mnimo� osi s
obhodom toqki s � � po pravo� du�ke


r�x�m� �
�

��i

Z
Re s��

�N
c

�s
��s� � ��s� ��ds� �����a

Podstavl		 ����� v ����� na mesto vnutrenne� summy� privedem
����� k novomu vidu


V �N� c� �
N

c

cX
m��

h
�m�c� �

c

N
� r�c�m� � �m�c�

i
� �����

gde r�c�m� iz �����a�
Teper� umno�im obe qasti ravenstva ����� na c	N i peregrup


piruem ego qleny� prived	 ravenstvo ����� k vidu


cX
m��

�m�c� �
c

N

	
V �N� c�� R�c�



� ������

gde

R�c� �
cX

m��

r�c�m� � �m�c�� ������

Napomnim� qto iz ����� sleduet ravenstvo


�m�c� �
X

a�d�m�mod c�

����� s�� ��� � ����� s�� ���� ������

Po�tomu opredel	�wee ravenstvo dl	 ostatka ������ mo�no za

pisat� v terminah ��
funkci� i sdvinutyh dzeta
funkci� ��s� ���
� � m

c iz 	dra integrala �����a


R�c� �
cX

m��

r�c�m�
X

a�d�m�mod c�

���� � s�� ��� � ����� s�� ���� ������



OBOBWENNY� KVADRAT DZETA	FUNKCII �	

�vny� vid ostatka ������ pozvol	et ocenit� ego v l�bo� toqke
dvumerno� ploskosti �s�� s�� � C � s pomow�� ukoroqennyh urav

neni� kak dl	 ��
funkci�� tak i dl	 sdvinutyh �
funkci�� koto

rye vhod	t v 	dro integrala �����a�
Dl	 togo qtoby poluqit� analog ravenstva ����� dl	 ��m�c�

iz ������ nado zamenit� summu ����� na summu


eV �N� c� �
�X

M��

��M�c� exp
�
� M

N

�
� ������

V �tom sluqae� po analogii s ������ spravedlivo ravenstvo


�
�M�c� � ��m�c�� M� m�mod c��

a vmesto ravenstva ������ voznikaet ego analog


cX
m��

��m�c� �
c

N

	eV �N� c�� eR�c�


� ������

gde eR�c� �
cX

m��

r�c�m� � ��m�c�� ������

Osobo otmetim� qto v ravenstve ������ � analoge ravenstva
������� men	ets	 znak parametra m tol�ko u �m�c�� no ne v r�c�m��
Po�tomu dl	 poluqeni	 analoga ravenstva ������ sleduet is

pol�zovat� analog ravenstva ������


��m�c� �
X

a�d��m�mod c�

����� s�� ��� � ����� s�� ���� ������a

Teper� nam ostalos� podstavit� ravenstva ������ i ������ v pra

vu� qast� ������ i privesti kvadratnu� skobku v ������ k novomu
vidu


	� � � 
 � c

N

h
�eV � V ��c� � � eR�R��c�

i
������

gde

�eV � V ��c� �
heV �N� c� � cos �

�
�s�� s���V �N� c� � cos �

�
�s�� s��

i
� ������a

� eR�R��c� �
h eR�c� � cos �

�
�s� � s��� R�c� � cos �

�
�s� � s��

i
� ������b
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Podstavl		 ������ v ������� privedem �to ravenstvo k vidu

��s�� � ��s�� �

�
���
c

�s��s������� s����� � s��

� �N � c 	�eV � V ��c� � � eR�R��c�
� ������

Dl	 togo qtoby poluqit� spektral�noe razlo�enie pervogo sla

gaemogo v skobke ������� t�e� raznosti ������a� nam ostalos� usred

nit� ravenstvo ������ po vsem c � � s gladkim vesom� �to my
sdelaem v sledu�wem paragrafe�

x�� Vtoroe usrednenie
Dl	 usredneni	 ravenstva ������ po parametru c � � umno�im

obe ego qasti na funkci�


f�c� � exp

�
�
�

c

��Y

���
� �����

gde Y � � � proizvol�ny� fiksirovanny� parametr iz interva

la


� 
 Y 
 N� �����

Ego optimal�noe znaqenie podbiraets	 pri rexenii konkretno�
zadaqi�
Posle umno�eni	 ravenstva ������ na f�c�� usrednim obe ego

qasti po vsem celym c � �� V rezul�tate ravenstvo ������ pre

obrazuets	 k novomu vidu


bY ��s�� � ��s�� � ���� s����� � s��

� �N 	bV �Y �� bR�Y �
� �����

gde bY �
�X
c��

f�c�� �����

bV �Y � �
�X
c��

f��c��eV � V ��c�� �����

bR�Y � �
�X
c��

f��c�� eR�R��c�� �����

f��c� �
f�c�

c

���
c

�s��s���
� �����
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Ispol�zu	 integral�noe predstavlenie ������ gde vmesto x stoit

x�� x � c
��Y � legko vyqislit� 	vny� vid bY ravenstva �����


bY �
�

��i

Z
Re s��

���Y ��s��s����s�ds �

� �Y � �

�
� � exp��Y ��� � � ��

�����

Iz ravenstva ������a sleduet� qto summa ����� raspadaets	 na dve
qasti


bV �Y � � �bV��Y � � cos �
�
�s� � s�� � bV���Y � � cos �

�
�s� � s��� �����

gde

bV��Y � �
�X
c��

f��c� � V �N� c��

bV���Y � �
�X
c��

f��c� � eV �N� c��

������

V sisteme ������ obe summy vyqisl	�ts	 v principe odinakovo�
po�tomu my ostanovims	 podrobno tol�ko na vyqislenii pervo�

summy bV�� a dl	 vtoro� potom kratko po	snim otliqi	 pri ee
vyqislenii� Napomnim� qto V �N� c� 	vl	ets	 summo� ������ Pod

staviv ee v pravu� qast� pervo� summy ������ privedem ee k
vidu


bV��Y � �
�X

M��

exp
�
� M

N

� �X
c��

�
M
�c�f��c�� ������

Snova napomnim� qto �
M
�c� 	vl	ets	 dvo�nym r	dom ������ gde

simvol m
maloe zamenen na M
bol�xoe� Podstavl		 ee 	vny�
vid v ������ i dela	 summirovanie po c � � vnutrennim� privedem
������ k vidu


bV��Y � �
�X

n��n��M��

�
exp

�
� M

N

�F��n�� n��M�

n��s�� � n��s��

� ������

gde

F��n�� n��M� �
�X
c��

Sc�n�� n��M� � f��c�� ������
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Steper� � dl	 summy ������ oznaqaet� qto ona tro�na	� po ka

�domu iz treh indeksov summirovani	� Summa ������ 	vl	ets	
spektral�no�� Nam ostalos� pridat� e� kanoniqesku� formu ra

boty ���� Dl	 �togo vvedem spektral�ny� parametr x iz raboty
��� �teorema ��� kotory� opredel	ets	 ravenstvom


x �
��
pM � n� � n�

c
� ������

Na 	zyke �togo parametra ravenstvo ����� mo�no perepisat� v
novo� forme


f�c� � exp

�
�
�
�
pM � n� � n�

x � Y
���

� ������

A ravenstvo ����� � v forme


f��c� �
f�c�

c
�
�
�
pM � n� � n�

x

���s��s�

� ������

Podstavl		 ������ v ������ poluqaem kanoniqesku� spektral�

nu� formu summy ������ na 	zyke parametra x iz ������

F��n�� n��M� �
�X
c��

Sc�n�� n��M�

c
� ��x�� ������

gde � � spektral�na	 funkci	 teoremy � iz ���


��x� � f�c� �
�
�
pM � n� � n�

x

���s��s�

� ������

Pri �tom dl	 funkcii f�c� v ������ nado ispol�zovat� oprede

l	�wee ravenstvo ������ na 	zyke spektral�nogo parametra x�

Vtora	 summa iz sistemy ������ svodits	 k analogu summy
������ pri podstanovke v nee ravenstva ������� V rezul�tate po

luqaets	 analog ravenstva ������� v kotorom parametrM men	et
znak v summe ������


bV���Y � �
�X

n��n��M��

�
exp

�
� M

N

�F��n�� n���M�

n��s�� � n��s��

� ������
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Sootvetstvenno spektral�na	 kanoniqeska	 forma ������ dl	
summy ������ tak�e budet s protivopolo�nym znakom u para

metra M


F��n�� n���M� �
�X
c��

Sc�n�� n���M�

c
���x�� ������

gde ��x� opredelena v ������� Pri �tom iz ravenstv ������ i ������
vidno� qto v levo� dvumerno� poluploskosti

Re s� 
 �� Re s� 
 � ������

funkci	 ��x� udovletvor	et neobhodimym trebovani	m teoremy
� ��� kak v toqke x � �� tak i v toqke x � �� Dal�xe ostaets	
primenit� teoremu �a� iz ��� k summe ������� a ee variant v� � k
summe �������

x�� �vny� vid spektral	nogo razlo
eni�

V �tom paragrafe my privedem 	vny� vid teoremy � iz ��� v
naxem konkretnom sluqae� Dl	 summy ������ teorema � a� iz ���
budet vygl	det� tak


F��n�� n��M� �
�
F cusp
� � F disc

� � F con
�

�
���� �����

V pravo� qasti ����� sto	t tri spektral�nye komponenty v tom
�e por	dke� qto i v teoreme � a� iz ���� Pri �tom 	vny� vid ne

preryvno� komponenty F con

� stanovits	 suwestvenno prowe� t�k�
my rabotaem s invariantno� gruppo� PSL ���Z�� po�tomu pro

padaet slo�na	 zavisimost� ot arifmetiki kongru�nc
modul	 q
gruppy ���q�� t�k� u nas q � �


F con
� ��� �

Z
Re s� �

�

h����s�
�s�M��s�n���s�n��

���s���� � �s�
ds� �����

Zdes� �e zametim� qto v ravenstve ����� my zamenili lix

ni� normirovoqny� mno�itel� sin�s v znamenatele 	dra na
j���s�j� � ���s���� � �s�� �ta opeqatka proizoxla po nedosmotru
avtorov pri korrekture� �Po povodu mno�itel	 v znamenatele
	dra j���s�j� sm� ��� teorema ����
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�vny� vid spektral�no� funkcii h����s� v 	dre ����� tako�


h����s� � �

�Z
�

k����x� s���x�
dx

x
� �����

gde

k����x� s� �
�

cos�s

	
J�s���x�� J���s�x�



� �����

�s�n� � n�s�����
X
djn

d���s� �����

V pravo� qasti ����� simvol J � klassiqeska	 funkci	 Besse

l	 ����
Diskretna	 komponenta F disc

� v ravenstve ����� imeet vid


F disc
� ��� �

�X
j��

h���
��
�
� i�j

�

j�M��j�n�� � �j�n��� �����

V pravo� qasti ����� tak�e ubran lixni� normirovoqny� sinus
v znamenatele� Otmetim� qto v naxih formulah my prider�iva

ems	 simvoliki raboty ���� V qastnosti� �j�n� � �to ko�ffici

ent Fur�e j
o� sobstvenno� funkcii fj�z� diskretnogo spektra
operatora Laplasa� Simvol 
j�n� � sobstvennoe qislo n
go ope

ratora Gekke to� �e funkcii fj�z�� �ti dva simvola sv	zany
me�du sobo� line�no� zavisimost��


�j�n� � �j���
j�n�� �����

Ko�fficient �j��� opredel	ets	 normirovoqnym ravenstvom
ZZ
F

jfj�z�j�d��z� � �� �����

d��z� �
dx � dy
y�

� x� iy � z � H� �����

Simvol F v ����� � klassiqeska	 fundamental�na	 oblast� grup

py ����� � PSL ���Z�

F �
n
z � x� iy� y � �� jxj � �

�
� x� � y� � �

o
�
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H v ����� � verhn		 poluploskost� y � �� cusp
komponenta F cusp
� v

����� � ta �e sama	� qto i v teoreme � a� iz ��� dl	 gruppy ����� �
PSL ���Z�� Po�tomu ee 	vny� vid qitatel� na�det v rabote ����

Analog ravenstva ����� dl	 summy ������� t�e� teorema � v� iz
��� budet vygl	det� tak


F��n�� n���M� �
�
F disc
�� � F

jcon
��

�
���� ������

Otsutstvie cusp
komponenty v pravo� qasti ������ govorit o
tom� qto summy Kloostermana v ������ s raznymi znakami u svo

ih parametrov menee arifmetiqny� qem �ti �e summy iz pravo�
qasti �������

O dvuh spektral�nyh komponentah pravo� qasti ������ i mo

difikacii ih vida� po sravneni� s teoremo� � v� iz ���� mo�no
skazat� to �e samoe� qto i v sluqae ������ Po�tomu my tak�e
privedem ih 	vny� vid


F con
� ��� �

�

��i

Z
Re s� �

�

h����s�
�s�M��s�n���s�n��

���s���� � �s�
ds� ������

gde

h����s� � �

�Z
�

k����x� s���x�
dx

x
� ������

i

k����x� s� �
�

�
� sin�s �K�s���x�� ������

Otmetim� qto K
funkci	 v pravo� qasti ������ 	vl	ets	 izvest

no� funkcie� Makdonal�da iz teorii funkcii Bessel	 ���� Is

pravlenny� vid diskretno� komponenty pravo� qasti ������ vy

gl	dit tak


F disc
� ��� �

�X
j��

h���
��
�
� i�j

�
� 
j�M��j�n�� � �j�n��� ������

Napomnim� qto �j �
q
�j � �

� � gde �j � sobstvennoe znaqenie funk


cii fj�z��
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x�� �vny� vid funkci� h��� i h���

Podrobnosti vyqisleni� spektral�no� funkcii h����s� pri

vedeny v rabote ���� v�� III� Tam ona oboznaqena simvolom b��r��
gde r � Ims� Po�tomu zdes� my ograniqims	 vyqisleniem tol�ko
funkcii h����s�� a dl	 funkcii h����s� srazu privedem ee 	vny�
vid� vz	ty� iz raboty ���� v�� III

h����s� �
�

��i

Z
Rew�jRe�s�����j

cos �w � �
�
w � s � �

�

�
	

	 �
�
w � s �

�

�

�
� Jw���dw� �����

gde

Jw��� �

�Z
�

�x
�

���w
��x�

dx

x
� �����

Esli teper� podstavit� v ����� 	vny� vid funkcii � iz ������ i
provesti giperboliqesku� zamenu peremenno� integrirovani	 v
	dre integrala ������ to poluqits	 ravenstvo


� � Jw��� � �
�
w � �� s� � s�

�

�
� Y

��w����s��s�

�M � n� � n��w � �����a

Esli teper� vspomnit�� qto s 	vl	ets	 peremenno� integrirova

ni	 v ����� s usloviem s � �

��ir� r � ������� to stanovits	 	sno�
qto naxa spektral�na	 funkci	 ����� de�stvitel�no sovpadaet s
funkcie� b��r� iz raboty ���� v�� III �ravenstvo ������� tol�ko tam
druga	 peremenna	 integrirovani	�

Teper� obratims	 k spektral�no� funkcii h��� iz ������ i
ee 	dru k��� iz ������� �to 	dro prowe 	dra k��� iz ����� i ne
trebuet teh slo�nyh preobrazovani�� kotorye byli provedeny
dl	 k��� v rabote ���� v�� III� V 	dre ������ my vospol�zuems	
izvestnym predstavleniem dl	 K
funkcii Makdonal�da ���

K�s���x� �

�
�

��i

Z
Rew�jRe�s�����j

�
�
w � s � �

�

�
� �
�
w � s�

�

�

�
�
�x
�

���w
dw�

�����
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Zatem podstavim ������ v ������ i privedem �to ravenstvo k no

vomu vidu


h����s� �
sin�s

��i

Z
Rew�jRe�s�����j

�
�
w � s � �

�

�
	

	 �
�
w � s �

�

�

�
� Jw���dw� �����

V 	dre ����� po	vils	 tot �e integral ������ qto i v 	dre ������
s 	vnym vidom �����a�
Po�tomu mo�no sqitat�� qto ravenstvo ����� daet 	vny� vid

funkcii h��� � analog ravenstva ����� dl	 h����
Na�d	 	vny� vid spektral�nyh funkci� h��� my� tem samym�

naxli 	vny� vid spektral�nyh komponent pravyh qaste� ����� i
������� Podstaviv �ti ravenstva v ������ i ������ sootvetstven

no� my poluqim 	vny� vid spektral�nogo razlo�eni	 dl	 levyh
qaste� �tih ravenstv�
Sluqa� a� teoremy � iz ��� dl	 ������


bV��Y � �
�bV cusp

� � bV disc
� � bV con

�

�
�Y �� �����

Sluqa� v� teoremy � iz ��� dl	 ������


bV���Y � �
�bV disc

�� � bV con
��

�
�Y �� �����

Spektral�nye komponenty pravyh qaste� ����� i ����� 	vl	�ts	
tro�nymi summami komponent pravyh qaste� ����� i ������ po
parametrami �M� n�� n�� so svoimi vesami� �ti r	dy 	vl	�ts	
absol�tno shod	wimis	� t�k� Re s� 
 �� Re s� 
 � i Rew � �� Po

�tomu perevod r	dov na 	zyk dzeta
funkci� i r	dov Gekke 	vl	

ets	 �lementarnym� hot	 i gromozdkim� V kaqestve konkretnogo
primera privedem 	vny� vid nepreryvnyh komponent F con

� �Y � i
F con
�� �Y � iz pravyh qaste� ����� i ������ Dl	 �togo my pere�dem

ot parametra s
peremenno� integrirovani	 v nepreryvnyh kom

ponentah ����� i ������ k parametru r� kotorye sv	zany line�no�
zavisimost��


s �
�

�
� ir� r � ������� �����

Taka	 zamena uprowaet formuly spektral�nyh komponent� t�k�
peremenna	 s vs�du vhodit v vide raznosti �s � �	�� � ir� Po
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�to� �e priqine taka	 zamena byla sdelana i v rabote ���� v��
III�

V rezul�tate dl	 con
komponenty iz ����� poluqaem 	vny� vid


bV con
� �Y � �

Y ��s��s�

� � ���i��
ZZ

Re s� �

�

Rew��

Y �w cos�w��w� r��N �w� r� ds dw� �����

V 	dre dvo�nogo integrala ����� simvoly ��w� r� i ��w� r� ozna

qa�t bloki �
funkci� i �
funkci�� my tak�e sohranili dl	
s
integrala ego predely integrirovani	 vida Re s � �

� dl	 pro

stoty simvoliki�

��w� r� � ��w � ir� � ��w � ir� � �
�
w � �� s� � s�

�

�
� �����

�N �w� r� � �N �w� � ���� s� �w � ir� � ��� � s� � w � ir�	
	��� � s� � w � ir� � ��� � s� � w � ir��

������

�N �w� �
�X

M��

�s�M�

Mw
exp

�
� M

N

�
� ������

Ostal�nye dzeta
funkcii v ������ 	vl	�ts	 klassiqeskimi �

funkci	mi Rimana�

�ta �e komponenta v pravo� qasti ����� vygl	dit tak


bV con
�� �Y � �

Y ��s��s�

� � ���i��
ZZ

Re s� �

�

Rew��

Y �w sin�s��w� r��N �w� r� dwds ������

s temi �e blokami ����� i ������ v 	dre� V drugih spektral�nyh
komponentah ����� i ����� po	vl	�ts	 bloki r	dov Gekke vmesto
bloka dzeta
funkci� ������� a dvo�nye integraly stanov	ts	 od

nokratnymi s w
konturami� Vtoro� integral po s
konturu zame

n	ets	 summo� po �j v diskretno� komponente i dvo�no� summo�
v cusp
komponente �po vesam i nomeru sobstvenno� funkcii�� Pri
�tom vtora	 summa koneqna� t�k� req� idet o klassiqeskih koneq

nomernyh prostranstvah� Podrobnosti mo�no na�ti v rabote ����
v�� II�
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x
� Ukoroqennye uravneni�� �Tehniqeskoe prilo
enie�

Dl	 togo� qtoby poluqit� ukoroqennoe uravnenie dl	 dzeta

funkcii� opredelenno� ravenstvom ������� vvedem dve novye
funkcii


����w��� � ���w��� � ���w�����
����w��� � ���w���� ���w���� �����

Pervu� funkci� sistemy ����� mo�no zapisat� kak r	d Dirihle
po vsem n �� �


�����w��� �
X
n���

e��i�n

jnjw � �����

Vtoru� funkci� iz ����� mo�no zapisat� tak


�����w��� �
X
n���

n

jnjw�� e
��i�n� �����

Podstavl		 v ����� integral�noe predstavlenie vida


�

jnjw �
�
p
��w

��w� �

�Z
�

�
p
x�w��e��xn

�

dx �����

i povoraqiva	 zatem kontur ����� na ugol

� � 

��
�
� �

�
� gde � �

�

jwj� �
� �sm� 	�
��

privedem r	d Dirihle ����� k integral�nomu vidu


�����w��� �
�
p
��w

��w� �

�Z
x��

�
p
z�w��

	
��z� ��� �



dz� �����

gde z � x ei�� znak � zavisit ot znaka Imw �sm� ����


��z� �� �
X
n	Z

e��zn
����i�n� �����

Posle qego razdelim integral ����� na dve qasti


�Z
�

�� � � � �
�Z

��c

�� � � � �
��cZ
�

�� � � � �����
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i vo vtorom integrale pravo� qasti ����� vospol�zuems	 formu

lo� perevorota �kobi


��z� �� �
�p
z

X
n	Z

exp
h
� �

z
�n � ���

i
� �����

Dalee zametim� qto � � a
c diskretno� t�k� parametr a probegaet

polnu� sistemu vyqetov mod c vida �� � a � c�� po�tomu � � a
c

le�it v intervale ��
c
� � � ��� Esli � � �� togda ishodny�

r	d Dirihle ����� raven ���w�� a t�ta
funkci	 ����� stanovits	
klassiqkso� funkcie� �kobi� Po�tomu ukoroqennoe uravnenie v
�tom sluqae sovpadaet s uravneniem R� Kaufman ����
Esli � le�it v intervale

�

c
� � � �� �

c
� �����

togda my poluqaem obobwenie uravneni	 Kaufman ��� na sluqa�
������ Pri �tom pol�s v toqke w � � budet otsutstvovat�� t�k�
v �tom sluqae vse qleny r	da ������ vkl�qa	 sluqai n � �� ��
budut �ksponencialono ubyvat�� kogda jzj � x� ��


�����w��� �
X
n���

an

�w
�

�
jnj�we��i�n�

�
X
n	Z

bn

��� w

�

�
jn� �jw�� � a�

�w
�

�
�

������

Ko�fficienty an pri n �� � i bn pri vseh n � Zopredel	�ts	
ravenstvami


an

�w
�

�
�

�
p
��w

��w� �
�
�w
�
� �

n�

c

�
� ������a

bn

���w

�

�
�

�
p
��w

��w� �
�
��� w

�
� � � c�n� ���

�
� ������b

gde

��s� r� �

�Z
x�r

zs�� � e�z � dz� z � x � ei��

a�

�w
�

�
�

��
p
��w � �pc��w
w � ��w� �

exp
�
i� � w

�

�
�
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Dl	 nepolno� �
funkcii v pravo� qasti ������b parametr z � x �
ei� dol�en byt� zamenen na kompleksno
sopr	�enny�
 z � x�e�i��
t�k� Im��w� � ��Imw�� Krome togo� ni�n		 granica nepolno� �

funkcii v ������b imeet tot �e vid� qto i v sluqae ������a� esli
�tu granicu perevesti na 	zyk otnoxeni	 celyh qisel� Napo

mnim� qto � � a

c � a � 	�� c� �
� po�tomu domno�iv i razdeliv �tu
granicu na c� my poluqaem ravenstvo


c�n� �� �
�c � n� a��

c
� ������c

V qislitele ������c sto	t kvadraty celyh qisel iz progres

sii �a�mod c� vmesto vseh celyh qisel� kak u ko�fficienta an
iz ������a�

Ostalos� otmetit�� qto poslednee slagaemoe a��
w
� � v ������

poro�daets	 �lementom ���� v 	dre 	��z� ��� �
 vtorogo integra

la ������

Dl	 togo qtoby poluqit� ukoroqennoe uravnenie dl	 vtoro�
funkcii v sisteme ����� nado podstavit� v ee opredelenie analog
integral�nogo predstavleni	 �����


n

jnjw�� �
�
p
��w�� � n
��w��� �

�Z
�

�
p
x�w�� � e��xn� dx� ������

Zatem snova povernut� kontur ������ vokrug toqki x � � na ugol
� kak i v ravenstve ������ V rezul�tate poluqim integral�noe
predstavlenie


�����w��� �
�
p
��w

��w��� �

�Z
x��

�
p
z�w�� ���z� �� dz� ������

gde

���z� �� �
X
n	Z

n � e��zn����i�n� ������

Dal�ne�xie vyqisleni	 po perevodu ravenstva ������ v ukoro

qennoe uravnenie te �e samye� qto i pri perehode ot ����� k ra

venstvu ������ s nebol�ximi tehniqeskimi popravkami� sv	zan

nymi s otliqiem t�ta
funkci� �kobi ����� i ������� V rezul�
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tate iz ������ poluqaets	 ukoroqennoe uravnenie dl	 �����w���


�����w��� �
X
n���

n

jnjw��an
�� � w

�

�
� e��i�n�

�
X
n	Z

n � �

jn� �j��w b
�
n

�
� w

�

�
�

������

Ko�fficienty an v ������ opredel	�ts	 ravenstvom ������a� v
kotorom simvol w nado zamenit� na �w���� ko�fficienty b�n ot

liqa�ts	 ot bn v ������b bolee suwestvenno� po�tomu my vypixem
ih 	vny� vid


b�n

�
�� w

�

�
�

�
p
��w��

��w��� �
�
�
�� w

�
�� � c�n � ���

�
�

Dl	 togo� qtoby poluqit� ukoroqennoe uravnenie dl	 sdvinu

to� dzeta
funkcii ��s� �� iz uravneni	 �����a� vvedem parnu� e�
funkci� ��s� a � ��� Uravnenie �����a dl	 nee preobrazuets	 k
vidu


��s� �� �� �
���� s�

i������s

h
e
�

�
is����� s����� e�

�

�
is����� s� ��

i
� ������

�to ravenstvo 	vl	ets	 sledstviem ravenstva

���w� �� �� � ���w����� ������

kotoroe� v svo� oqered�� sleduet iz opredel	�wego ravenstva
�������
Iz poqlennogo slo�eni	 ravenstv ������ i ������ sleduet no


voe ravenstvo


��s� �� � ��s� �� �� �
����� s�

������s
sin

�

�
s������� s� ��� ������

gde funkci	 ���� � iz pervogo ravenstva ������ Poqlennoe vyqi

tanie ravenstv ������ i ������ privodit k drugomu ravenstvu


��s� �� � ��s� �� �� �
����� s�

i������s
cos

�

�
s������� s� ��� ������

gde ���� � iz vtorogo ravenstva sistemy ������ Iz sistemy ra

venstv ������ i ������ poluqaem uravneni	 dl	 ��s� �� i ��s� ����


��s� �� �
���� s�

������s
	

	
h
������ � s� �� � sin �

�
s� i � ������� s� �� � cos �

�
s
i
�

������a
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��s� �� �� �
���� s�

������s
	

	
h
������� s� �� � sin �

�
s � i � ������� s� �� � cos �

�
s
i
�

������b

Podstavl		 ukoroqennye uravneni	 ������ i ������ v pravye qa

sti sistemy ������� poluqaem ukoroqennye uravneni	 dl	 ��s� ��
i ��s� �� ���
Iz obraweni	 sistemy ����� poluqaem obratnu� sistemu


���w��� �
�

�

h
�����w��� � �����w���

i
� ������a

���w���� � �

�

h
�����w���� �����w���

i
� ������b

Snova� podstavl		 ravenstva ������ i ������ v pravye qasti si

stemy ������� poluqaem ukoroqennye uravneni	 dl	 ���w��� i
���w���� vo vse� kompleksno� w
ploskosti�
Otmetim� qto v pravyh qast	h sistemy ������ pol�s v toq


ke s � � daet ��� � s�� po�tomu ukoroqennye uravneni	 dl	 le

vyh qaste� �to� sistemy tak�e spravedlivy vo vse� s
ploskosti�
vkl�qa	 toqku s � ��
Sleduet zametit�� qto oba ravenstva ������ 	vl	�ts	 pre


obrazovanno� formo� uravneni	 ������� pervoe � dl	 sdviga ��
vtoroe � dl	 �� � ��� Iz �tih uravneni� sravnitel�no prosto
sleduet ravenstvo


���� �� �
�
f�g � �

�

�
� ������

kotoroe obobwaet izvestnoe klassiqeskoe ravenstvo �sm� ����


���� � ��

�
� ������

kotoroe srazu sleduet iz ravenstva ������ pri � � �� t�k� v �tom
sluqae f�g � �� po�tomu spravedlivo ravenstvo


���� �� � ���� � ��

�
� ������

Funkcional�nye uravneni	 ������ i ������ dl	 sdvinutyh dzeta

funkci� ne ime�t prosto� i krasivo� formy� kak v klassiqe

skom sluqae
 ��s� � ���� s� dl	 samo� dzeta
funkcii Rimana� gde
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��s� � �
p
���s�� s����s�� I kak sledstvie �togo� ne ime�t nule�

v celyh toqkah levo� poluploskosti� V to �e vrem	 u summy
������ i raznosti ������ takie nuli est�� V pervom sluqae � v
toqkah ���n�� n � �� vo vtorom � v neqetnyh toqkah ����n�� n � ��
�to privodit k sisteme ravenstv


����n� �� � �����n� �� ��� n � ��

���� �n� �� � ����� �n� �� ��� n � ��

Nakonec otmetim� qto my poluqili sistemu ukoroqennyh funk

cional�nyh uravneni� dl	 sdvinutyh dzeta
funkci� ������ na
osnove r	dov Dirihle ������ i ukoroqennyh uravneni� dl	 nih

������ i ������� Oni 	vl	�ts	 sledstviem funkcional�nyh urav

neni� ������ i ������� �to pozvol	et ocenit� ostatki v spek

tral�nyh asimptotikah s edino� toqki zreni	 kak v pervom slu

qae� tak i vo vtorom� No v to �e vrem	 ukoroqennye uravneni	
dl	 sdvinutyh dzeta
funkci� ��s� �� mo�no poluqit� i nezavi

simo ot funkcional�nyh uravneni� ������ i ������� otpravl		s�
tol�ko ot klassiqeskogo opredeleni	 ih v pravo� poluplosko

sti Re s � �


��s� �� �
�X
n��

�

�n � ��s
� � 
 � 
 �� ������

V �tom sluqae� po analogii s sistemo� ������ sleduet zadat�
sistemu vida


����s� �� � ��s� �� � ��s� �� ���

����s� �� � ��s� ��� ��s� �� ��
������

Legko videt�� qto pervu� funkci� sistemy ������ mo�no zapi

sat� kak edini� r	d Dirihle po vsem n �Z


����s� �� �
X
n	Z

�

jn� �js Re s � �� ������

Dl	 vtoro� funkcii sistemy ������ spravedliv analog raven

stva �����

����s� �� �
X
n	Z

�n� ��

jn� �js�� � ������

Dal�xe naqinaet de�stvovat� ta �e tehnika integral�nyh pred

stavleni� ����� i ������� tol�ko vmesto n nado brat� �n� ���
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Dal�ne�xie vyqisleni	 idut po to� �e sheme raboty ���� Po

vtor	t� ih snova my ne budem� otmetim tol�ko� qto ukoroqen

noe uravnenie dl	 ����s� �� iz ������ budet analogiqno �������
tol�ko otrezki sprava v uravnenii ������ pomen	�ts	 mestami�
Analogiqnoe zameqanie spravedlivo dl	 ����s� �� i ukoroqenno

go uravneni	 ������ dl	 r	da Dirihle �����w��� iz ����� i �������
Perehod k ukoroqennym uravneni	m samih sdvinutyh dzeta


funkci� ��s� �� i ��s� � � �� poluqaets	 v rezul�tate obraweni	
sistemy ������


��s� �� �
�

�

h
����s� �� � ����s� �� ��

i
�

��s� �� �� �
�

�

h
����s� ��� ����s� ���

������

t�e� polna	 analogi	 s sistemami ����� i �������

x�� Zakl�qenie
Spektral�noe razlo�enie proizvedeni	 ����� mo�no ispol�


zovat� dl	 rexeni	 problemy kruga i toqek pod giperbolo� ����
polo�iv s� � s� � s� No dl	 problemy kruga proizvedenie �����
	vl	ets	 model�nym variantom� v kotorom nado zamenit� odnu
dzeta
funkci� na r	d Dirihle L�s� �� s primitivnym kvadra

tiqnym harakterom � po modul� q � �

��s�� � L�s�� ��� �����

V �tom sluqae razbienie na progressii ����� dl	 r	da Dirihle
L�s� �� nado provodit� po parametram c � ��modq� dl	 sistemy
vyqetov a � 	�� c
� privedenno� po modul� q� t�e� �a� q� � �


L�s� �� �
�

cs

X
�a�q���

��a��
�
s�
a

c

�
� �����

Dl	 analogiqnogo razbieni	 ��s� udobno vydelit� v ee ��lerov

skom proizvedenii prostye mno�iteli� del	wie q


��s� � �q�s�
Y
pjq

�
�� �

ps

���
� �����

gde

�q�s� �
Y
p�q

�
�� �

ps

�
�

X
�n�q���

�

ns
�����
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Dl	 funkcii ����� spravedliv analog razbieni	 na progres

sii �����

�q�s� �
�

cs

X
�d�q���

�
�
s�
d

c

�
� �����

Ravenstva ����� i ����� svod	t zadaqu spektral�nogo razlo�eni	
����� k proizvedeni�

�q�s��L�s�� ��� �����

A razbieni	 na progressii ����� i ����� svod	t ����� k spektral�

no� sheme� kotora	 byla izlo�ena v �to� rabote� no u�e dl	
kongru�nc
gruppy ���q� s mul�tiplikatorom �� Rabota ��� napi

sana dl	 gruppy ���q� bez mul�tiplikatora� no ona perenosits	
i na sluqa� gruppy ���q� s mul�tiplikatorom �� V �tom slu

qae obobwennye summy Kloostermana �����a i ����� s usloviem
�m� q� � �M� q� � � zamen	�ts	 analogiqnymi summami Sal�e�
Polo�iv v �to� sheme q � � poluqim rexenie klassiqesko� pro

blemy kruga�

Dalee zametim� qto ostatok bR�Y � v pravo� qasti ����� mo�

no ocenit�� pol�zu	s� tol�ko ukoroqennymi funkcional�nymi
uravneni	mi� No v �tom sluqae ocenka ostatka ne budet opti

mal�no� po parametru Y iz intervala ������ �tot interval pri


dets	 umen�xit� do razmera �� 
 Y 

p
N �� qto suwestvenno

uslo�nit sqet pri rexenii problemy� Qtoby poluqit� Y v in

tervale �

p
N 
 Y 
 N � nado vospol�zovat�s	 spektral�nym raz


lo�eniem i dl	 ocenki ostatka bR�Y � v ������ Dl	 �togo sleduet
zametit�� qto ostatok v ����� 	vl	ets	 summo� ostatkov� usred

nennyh po c iz ravenstv ������ i ������� kotorye� v svo� oqe

red�� svod	ts	 k ostatku �����a pri fiksirovannom c� �tot osta

tok mo�no razlo�it� po vyqetam v pol�sah funkcii ��s� v levo�
poluploskosti� sdvinuv kontur �����a vlevo na beskoneqnost�


r�c�m� � ���� �� �
�X
n��

����n
n�

� c

N

�n
���n� ��� �����

gde � � m
c �

V �tom sluqae ostatki ������ i ������ tak�e razlaga�ts	 v
r	dy vida


R�c� � R��c� �
�X
n��

����n
n�

� c

N

�n
�Rn�c�� �����
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gde

Rn�c� �
cX

m��

�
�
� n�

m

c

�
���c�� �����

Ispol�zu	 	vny� vid ������ dl	 ���� �� mo�no poluqit� 	vny�
vid vseh ostal�nyh ���n� �� pri n � �� Oni budut polinomami
stepeni �n � �� ot ���� ��� Ih 	vny� vid pozvol	et razlo�it�
ostatok srednego ����� po spektru i poluqit� dl	 parametra Y
optimal�noe znaqenie� kotoroe opredel	ets	 ravenstvom


Y � N��	� ������

Takoe znaqenie parametra Y suwestvenno uprowaet vs� tehni

qesku� qast� rexeni	 problemy kruga i toqek pod giperbolo��

Otmetim� qto pri real�nom sqete dostatoqno ispol�zovat�
spektral�noe razlo�enie tol�ko dl	 pervyh dvuh slagaemyh r	

da ������ t�e� pri n � �� �� Dl	 vseh ostal�nyh slagaemyh �n � ��
r	da ����� hvataet ocenok� kotorye sledu�t iz ukoroqennyh
funkcional�nyh uravneni�� Drugimi slovami� kontur �����a do

statoqno sdvinut� vlevo na pr	mu� Re s � ���
Nakonec otmetim ewe odnu detal�� dopoln	�wu� ravenstvo

������� Req� idet ob osnovnom parametre X v probleme kruga i
toqek pod giperbolo�� V pervom sluqae X � r�� gde r � radius
kruga� v kotorom my rabotaem


a� � b� � r�� ������

Vo vtorom sluqae X � parametr giperboly� pod kotoro� my ra

botem


a � b � X� ������

V odnom i drugom sluqa	h me�du parametrom N iz ravenstva
������ i parametrom X suwestvuet optimal�na	 zavisimost�


N � X	��� ������

Ravenstva ������ i ������ da�t nam tranzitivnoe optimal�noe
ravenstvo me�du trem	 osnovnymi parametrami v ka�do� iz
�tih problem


Y � N��	 �
p
X� ������
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