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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ ПЛОТНОСТИ 
НЕКОТОРЫХ МНОЖЕСТВ НАТУРАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ 

I . Введение. Асимптотической (натуральной) плотностью 
подмножества S натурального ряда N #назовем предел (если он 
существует) 

«US)-Iwn, 4- Ц . 1 -
х—-°° ки4Х 

Пусть « - абелева группа, т : N — » &. - мультипликативная 
функция. Для любых К С G. q e d обозначим 

И.Руяа £lj высказал как гипотезу, а затем [2J доказал 
следующий результат: для любой абелевой группы Q., любой муль­
типликативной функции *,*..К-^+-(х и любого элемента Qfek сущес­
твует ̂ .(*f»Q)» В статье [2] Ружа ставит и обсуждает ряд проблем, 
связанных с обобщением этой теоремы. В настоящей работе исследу­
ются две из этих задач. 

2. Измеримый класс группы. Далее все функции мультипликатив- . 
вы. Пусть Q. - абелева группа. Класс HI с 2. называется измеримым 
относительно t , если для всякого К е Ж / существует сЦ|, К ) . 
Ружа формулирует следущую задачу ( [2] , (5.2)): описать макси­
мальный класс Ж ГСс) , являющийся измеримым отностельно всех 
мультипликативных функций | J N — • (* . Ответ неизвестен даже 
для случая £ = - 2 • Vyxa показал [2] , (3.12), что 1R/(k)всегда 

включает в себя 0Ь ̂ Q) -алгебру подмножеств Q , порожденную 
подгруппами и смежными классами группы (к . 

Для.дальнейшего введем понятие концентрированной функции. 
Множество 

к = Ы Л р"' = «°\ 
называется комплексом концентрации функции у , w^ — ^м N -
группа концентрации функции $ . Наконец, . 4 называется концент­
рированной функцией, если 

Ружа, установил, что для концентрированной функции всякое 
подмножество M c Q имеет плотность d,(f,M). Мы покажем, что для 
неконцентрированных функций это не так. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ.I. Для всякой неконцентрированной функции | 
найдется Н с G. , не имеющее ct/(-f, H ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Известно, что необходимым условием сущест­
вования Я/ (|, Н ) является существование так называемой аналитичес­
кой плотности 

a, Of,^^^(Н^)^^)" 1, 
где _g-

Построим такое множество |-| , что 

Обозначим H((t) = U |f(k)j . вберем €"., >. 1 

—-»стует такой номер И/. -, что 

где Н 1 = п \Y\/^ ) . Н,|- конечное множество, а для него, как 
показано 1ужей [2] , d ff, Н Л = 0 . Поэтому найдется 

Пусть после НТ/ -го шага мы имеем: I) конечные множества 
Н ^ С . . . С - Н ^ С . G ; 2) такие числа ^ > ' " > ^ ' ' . что 

3) номера ГЦ< ГЬ, < и£ < И ^ ... < П , ^ < П , ^ < W , 
причем при 6 ^ ^ ^ r = ^ .,.̂  т_{ 

.Делаем (п*+<)-й шаг.•Выбираем ttW/> It^ так, чтобы при 

Так как d (f, G \ Н {Пт)) = 1 » то.найдется ^ 

Из соотношения 
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Н» №\НЫ><W<) -&S.V (Н (»)\HКО, <w,) 
следует существование YI , , для которого 

Полагаем Н ^ H W U ( H (П̂ .,,) ЧЩП/^)). Очевидно, что 

А так как п^+ц конечно, то d(|,H(n+J
,)= 0 . Следовательно, 

существует б ж и €.\i ', (\ + 6 ^ ) /% ) с условием 

Множество Н =• U Ц является искомым. Действительно, с одной 
стороны, кн 

С другой стороны , U Н ^ Д H i - ^ G \ п ( И Р ) . Поэтому 

Таким образом, в,случае бесконечной группы Q класс ffLQG.) 
отличается от Я . Однако, если £ изоморфно вкладывается в 
прямое произведение циклических групп, то TR/(£) отнюдь не исчер­
пывается алгеброй 6f> (G) • 

Будем говорить, что множество П С Л ^ принадлежит классу © Ц , 
если найдутся: I) такая последовательность подгрупп конечного 
индекса G,, Эч-.эС^р...группы Q , что |л &il <• °° ; 2) две 
последовательности подмножеств группы Q u~ J-J' [-], I 1 €. JN : 
а)Нхз...зН1э.-.оНо...эН^2>...г>НГ; ) . \ \\' 
6Щ-*1Ш[% Hf=<C%CH{% |тч(H'AHft| i *> 
где 9 ц ; Q —>• G / G L - проекция. Положим ut/п = (J .®^K * 
Это алгебра. Обозначим через 6L„ (G) алгебру, натянутую на 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ.2. <ЗЦ (G ) С "Л (G ) . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно рассмотреть лишь неконцентрирова­

нные функции f "-N—•-& . Предположим, что He.^tp . Так как 
все множества Н t? Н-u €L 0L ( G ) , то они измеримы, и нам 
достаточно показать, что /vim/ <х.(* М- \ \\. )=. О , ибо плот-
ность с Ц 4 • ) полна. 

ЛЕММА. В принятых выше обозначениях для неконцентрированных 
Йгажций | . • , « 
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я , ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Не умаляя общность, будем считать, что 
.Q G -L = е , ибо' при факторизации по .Q^&j, функция остается 

неконцентрированной. Согласно лемме (9.5) из [й] п р и й : е £ / | £ ; 

^ ^ t o ^ A f ^ t-EP-4<-R*A(*L Of CPJ)))) -

где ol(<J>— i&riq P , ̂  " мера Хаара на группе характеров Сйшг & 
группы Q *. Далее доказательство в точности следует доказательс­
тву леммы (11,3) [2] , где устанавливается, чтоР(£<4$Ме/(3})=°$= 
«i* Итак, бСр-С 1 ^ С & ) 5 также и ^( £) с "R (<*) 
следовательно, 0Lp Г Q ) С Ж ( £ ) • 

ЗАМЕЧАНИЯ. I) Если ставить вопрос о том, какие множества Н е 
<^ w имеют плотность с{(-|,Н)ддяданной неконцентрированной функции 

j , то алгебру 6L(G) можно расширить до алгебры 6 Ц (&,|) 
натянутой на 6tn (i) U 6(/ ( & ) , гдевЦ,(|) строится так 
же, как и 61/р ;только в первом условии мы требуем вместо ко­
нечности .П С- лишь, чтобы а(|, K / G J = 0 . Доказательст­
во проводится аналогично, ибо, как показано в [2J , если а.(|,б)=0, 
то jt неконцентрированная функция. 2) Определим на алгебре 
6L( QS) псевдомеру 4v > положив для: подгрупп п С Q и смежных клас­
сов- аН -ri/(Hj=Tt(qH)=(/• •• |_|\ • Обозначим символом w ^ попол­
нение алгебры %(&) по псевдомере М/ . Очевидно,'©Ц. Э 8CO(G). 
По-видимому ©t^cTli (_&) • Справедливо 

.ПРЕДЛОЖЕНИЕ.3. Если (G. : G 4 ) < с», где G-f -группа кон­
центрации функции , то все множества Н е Ф!^» 
имеют плотность d (|, H У 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, п в'61^означает, что имеются две после­
довательности множеств из 0L ( G ) ; 
н[э...эН^...эНэ...=>н;э.:оН^|^4(Н^Н„Г;--о. 
Нам достаточно показать, что &ш, е Щ M ^ ^ M ' L ) == 0 • Обозна­
чим Н и ^ Н ^ Х Ни/* Заметим, что подгруппы и смежные классы беско­
нечного индекса имеют нулевые плотности Щ\ • ) и 4 (см. [ 2] , 
(3.ID). Поэтому, если предетавить_ Н ^ в виде некоторого конеч­
ного выражения, содержащего подгруппы, смежные классы и знаки те-
-Оретико*-множественных операций, то удалив подгруппы и смежные 
классы бесконечного индекса, получим Цт , имеющее плотности 
h C ^ J ^ K H B , ) , d, ((, H j « < i ( |, И „,)>. легко видеть, что 
ц a- n^n & ? гД е £ G.G-/I -подгруппа конечного индекса. 
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Условие bw^^С И ^ ) ** 0 озаначает, Что ^nv ~рШ-~ =* Q. 
Группа концентрации функции . ~*°° v* * ̂ и./ 
содержит группу G^ / & п , • Поэтому по леммам (9.5), (9.8) 

так что 
№**<**V * Щгк^ 
«Ш Н >*• **-• ~ feni&vui) ,г л 

3. Мультипликативные., й№йкпии...ой значениями,.в...доаажйдше>. 
' Ещё одна проблема, поставленная Гужей ( [й"\ , (5.1)) формулиру­
ется так: описать такие коммутативные полугруппы с единицей £, 
что для всякой мультипликативной функций I: IN—*Q и любого Эле« 
мента а е & существует <i(|,3) (далее такие функции будем 
называть измеримыми)* Ружа ( [2J , (2.2) и (6.3)) построил неиз­
меримую функцию со значейиямй в мультипликативной полугруппе 
^ Oj {у4 Там же ой указывает (без дбШЭттеЛьетэа) тайвй класс 

полугрупп, что мультипликативные фунйцйй ее" значениями в этих 
полугруппах измеримы. Именно» введем I пойррупйе Q вШоЩШе 
эквивалентности! &/<* ъ t если в (* разрешимы урвйенйя 
OUtss-b и 1 а ^ й / % обозначим фштор-пйлугруппу G^s'G/^. . 

Ружа утверждает, что если в полугруппе &.) каждый элемент имеет 
конечное число делителей* то все функции &§ ШйЧёШШЖ I G 
измеримы. Отметим» что в описанный класс входят не все конечна 
порожденные полугруппы. Ми усилим результат ?ужй« Элемент й ш Ш Й -
ется конечно порожденным, еоЛи существую? §лем©вты й\>%^-чй^Ш 
& G : вое делители 0, содержатся в полугруппе §**^{^>J«.>9K,V 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Если в принятых выше обозначениях всякий 
элемент из G 1 конечно порожден, то все. функций со значейиямй 
в G измеримы. Целее того, в блучае произвольной полугруппы 
достаточным условием существования ^(f s^) является конечно 
порожденноеть *afe(*| « клабоа экайвашентйнЖ ^емейТ§1:^ЦЛр*4ь 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть $ € Q .Рассмотрим подробнее aG.Qv 
Заметим, что каждый элемент & б & * для которого В а =="о , 
задает йробрааовШнйе йлаооа "о" го формуле Т(Ш)(&) *= О/Я/' 
Произведению таких элементе! соответствуем КбИозйцйй преобра­
зований. Из определения класса о, легко .получается, что тэ.кй# 
преобразования обязуют группу з Ш ) — j Т(зс) | "^Ъ ==~Е I f 
причем преобразование из этой группы однозначно определяется 
бёбйм значением на йаком-чййбо Элементе ШШбй. в . М*1к, пред*» 
положил, что I * Ш—»£б *- мультипликативная функция й эЯеМёй* 
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Обозна-4 £ « j конечно порожден элементами а. ? , . . , О,^ 
чим «а^ДОи'ч,, • • • ->~^п/\ • В в еД е м в рассмотрение грушш Г = 
e Z * , £ = Т ® Z , проекции &:&—гЫ, i,«V..,n,+l 
и мультипликативную функцию Т'. Ы-*&-

| (р г)= 

Введем в Г порядок: 

На элементах Т в Г , "t ̂  0 зададим отображение 

Опишем множество J V = ^ t e r | t ^ . O , ^ ^ ) = $ ) • 
ЛЕММА. Всякое ограниченное снизу подмнож. ство группы Гимеет 

конечное число минимальных элементов. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО этой леммы элементарно и не приводится рада 

экономии места. 
Множество JC ограничено снизу и потому имеет конечное 

число минимальных элементов t^, . .. ,T S . Нетрудно сообразить, 
что S 

где А,= > Q , 4f(t)-^ = fl } .-Множество X -
полугруппа. Легко устанавливается также из определения Qc^ , 
что если для какого-нибудь "be i/ ^i("H У 0 , то 

(fyAj> •-• Ар e "£• 
Тем самым X является полугруппой, порожденной некоторыми из 
элементов ' с N • . 
Цусть это будут 
С^,^,...,^), ] = ̂ .--,^ 0 4гп,«и,. 
Заметам, что если при некотором k>nv функция 5[|*»f неконцентри­
рованная, то из-за конечности %^ {%), как было указано выше, 

А/ ({, % $ [о]) — 0, откуда немедленно следует сц|л) = 0 , ̂ ибо 
при|(г)=о- выполнено |"(>) е % © [О ) по построению | . 
Рассмотрим поэтому случай, когда 

<3t, о | > . - • , Ф^о I ̂  - неконцентрированные функции,. 
^i+i° ?' ' ч< "> ^и-Н 0 \ ~ концентрированные, 0 ^ 4 m / -

Обозначим: грушш Г = & У с ^ Y*=% 2 ^ ) и проездки 
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П̂  : G. «-Г., , l \ • G. —— Г^ . Кощентрированность П^Я 
означает, что 

2£ р~ < оо . (I) ПгЦ(Р))ФО Мы будем использовать в дальнейшем ещё рад функций. Для каадого 

простого 0, функция £q - К — - П © Z определяется так: 

и функция 'уо, : 14—*• t*«» •*£_. задается через 

Для всякого M/&Q обозначим -. 
Согласно [2] (п.п. 7, 8) и (I) для существования и,({>̂ ) доста­
точно доказать суарствование ct(lq,, M(fa) © lo\ ) для всех 
TV £ Q и простых чисел О. . Положим 

• Г * = { и , е Г < | U , » o } , . ^ 
Так как функции %,° •!....,CJU о 4 неконцентрированные, то для 
всех а. 

Легко видеть, что все элементы »f (f) , для которых П ^ О ^ О , 
задают преобразование T(<f (г)) класса "о* , ибо по построению 
|7г) "5" = "о' . Поэтому можно определить мультипликативные фун-

т. « (<T(ftp"».<>). ̂ (pK) = l f ( A ^ . 
' V P . > - \ ^ , , . ) , ^cpk)-«(A.o-. 
Зафиксируем такой элемент ll-eQ , чтоМ(тЬ)=^0, и простое число 

<\ .Покажем, что существует такое io G S ( о ) , что. 

Отсюда следует ввиду (2) и теоремы Ружи, что существует 
>«„"«• 1°))-, 

Если \„{У)~^^), то по построению \ (Г-)=(И/)0)еГ^ф(о\ -
Пусть"! ̂  « Ц й ^ 4 ) © [о] • т-е- 1^> Ы 0 * Эт0 означает' ч*° 
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hi т.С{\Щ . До раотроешде h•*f(M'«)se9'« С другой стороны,^ 
mmf 6«fb првдотавден в виде ^(l^o) • >*>• Заключаем, что fy%*sa 
тогда 8 только тогда, когда T(%)(h,^(ULe))~(i. Этим условием Т(%) 
оврдедаетщ, щк уже бндо сказано, однозначно, так что в качест­
ву 1% МОДНО ВЗЯТЬ Т (Ж sf (U0)) . 

Дора^атеаьетро аадончено. 
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