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ON DETERMINING THE SLIDING VELOCITY 
ON THE DISCONTINUITY SURFACE 

ASARIN Ye. A. , IZMAYLOV R. N. 

Discontinuous systems are taken up where conventional definitions result in ambi­
guous modes. Two regularizations (small noise and delay) are discussed and situations 
are described where a unique mode is obtained. 

УДК 517.987 

ТЕОРЕТИКО-ГРУППОВЫЕ МЕТОДЫ ДЕКОМПОЗИЦИИ 
НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧ ОЦЕНИВАНИЯ ВЕКТОРА СОСТОЯНИЯ 

ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

ИВАНКОВ П. Р., ИВАНОВ Н. М. 

(Москва) 

Приводятся критерии декомпозируемости нелинейных задач оце­
нивания, обладающих свойствами симметрии. Рассматриваются теорети­
ко-групповые методы, позволяющие представить уравнения, описываю­
щие поведение динамической системы, в виде двух подсистем. 

Декомпозиция задач оценивания позволяет представить систему урав­
нений, описывающих поведение динамической системы, в виде совокуп­
ности независимых подсистем меньшей размерности и тем самым упрос­
тить алгоритм определения параметров движения. Кроме того, осущест­
вив декомпозицию, можно определить, какие параметры наблюдаемы. 

Свойства декомпозируемости, наблюдаемости и симметрии динамиче­
ских систем тесно взаимосвязаны. Tart, например, в работе [1] доказано, 
что если по данным измерений невозможно определить все компоненты 
вектора состояния (т. е. динамическая система не является вполне наб­
людаемой) , то задача оценивания декомпозируема. 

Вместе с тем в [2] приведены критерии ненаблюдаемости, основанные 
на исследовании теоретико-групповых свойств симметрии. Однако в на­
стоящее время отсутствуют теоретико-групповые методы декомпозиции 
нелинейных задач оценивания. Созданию таких методов посвящена на­
стоящая статья. 
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1. Симметрия динамических систем 

Поведение динамических систем, рассматриваемых в настоящей статье,, 
описывается уравнениями движения и измерений следующего вида: 

(1) x = v ( x , t), 

(2) z = h ( x , t), 

где x = ( # i , . . . . , xn)T^Rn — вектор состояния динамической системы, v ( x , 
£)—дифференцируемая вектор-функция из K n + 1 в R n , h ( x , t) — вектор-
функция из Rn+i в Km, ставящая в соответствие вектору состояния и те­
кущему моменту времени t вектор измерений z. Очевидно, что при любом, 
фиксированном t функция v ( x , t) определяет гладкое векторное поле [3] 
на 0?п. 

Симметрия динамических систем, описываемых уравнениями (1) и (2), 
характеризуется такой группой G дифференцируемых преобразований фа­
зового пространства К п, что при любом значении i выполняются следую­
щие условия: отображение h инвариантно относительно G; векторное поле,, 
определяемое v ( x , t), инвариантно относительно G [3] . 

Эти два условия равносильны следующим соотношениям: 

(3) h ( g ( x ) , 0 = h ( x , 0 , 

(4) ^ v ( M ) = v ( g ( x ) , t ) 
дх 

для любых x ^ R n и g^G. Группу G назовем группой симметрии динами­
ческой системы, описываемой уравнениями (1) и (2). 

Ниже будет показано, что можно осуществить декомпозицию уравне­
ний движения и измерений, исходя из свойств симметрии. 

2. Критерий декомпозируемости задач оценивания с симметрией 

Проблема декомпозиции задач оценивания заключается в том, чтобы 
представить систему уравнений движения и измерений динамической си­
стемы в виде совокупности подсистем. В настоящей статье рассматрива­
ется задача представления уравнений движения и измерений в следую­
щем виде: 

q W ( q S t), z=W(q\ t), q 2 = v 2 ( q \ q 2 , t). 

Поскольку вид уравнений зависит от выбора фазовых координат, зада­
ча декомпозиции сводится к определению подходящей системы коорди­
нат. В дальнейшем будут использоваться следующие определения. Пара­
метр движения — дифференцируемая функция вектора состояния. Если 
| — такой параметр движения, что g O g ( x ) = £ ( x ) для любых g^G и х ^ К п , 
то будем говорить, что ^ инвариантен относительно G. 

Следующая лемма устанавливает взаимосвязь между свойствами сим­
метрии и декомпозируемости. 

Лемма 1. Если существует такая система координат 1 = ( | 4 , . . . , | я ) на 
фазовом пространстве, что | 1 ? . . . , \ г (Кп) инвариантны относительно 
группы симметрии G и любой инвариантный относительно G параметр яв­
ляется функцией g i , . . . , l h то уравнения движения и измерений динами­
ческой системы могут быть представлены в виде 
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(5) q ' W - v ' f o ' t t M ) , 

(6) z ( 0 = h 4 q 4 0 , 0 , 
(7) q2(t)=v2(^(t),q2(t),t). 

При этом q 4 (0» q2(t) определяются следующим образом: 

(8) q 4 0 = ( ? i ( 0 , . • •, qi(*))r=(6i(*(t)),..., b{z(t)) ) r , 

(9) -q4*) = ( < Z i + i < 0 , v . . ^ 

Доказательство леммы приведено в приложении. 
Следует отметить, что существование параметров | f ( t = l , . . . , ?г)г, удов­

летворяющих условиям леммы 1, зависит от особенностей группы сим­
метрии G. 

Учитывая отмеченные особенности, декомпозиция задачи оценивания 
с симметрией моя^ет быть сведена к решению следующих подзадач: опре­
деление группы симметрии G; определение совокупности параметров дви­
жения | г ( £ = 1 , . . . , п), удовлетворяющих условиям леммы 1; составление 
уравнений (5), (6), (7); в системе координат l = ( | i , . . . , £ п ) . 

Решение первых двух можно, осуществить, исходя из физических осо­
бенностей рассматриваемой задачи оценивания, а также используя гео­
метрические методы, изложенные, в частности, в, [4, 5 ] , способы опреде­
ления групп симметрии, приведенные в [ 2 ] , и следующую лемму. 

Лемма 2. Если параметры \и • • • •> Ъ инвариантны относительно груп­
пы преобразований G и существует такое отображение i из R1 в К п , что 
любой вектор состояния х ^ К п представляется в виде 

(10) x = r f ( g , ( * ) , . . . , £ < ( * ) ) , 

где g^G, то любой инвариантный относительно G параметр движения ц 
представляется в виде: 

(11) T | ( x ) = t t ( g 1 ( ^ ) , . . . , t i ( x ) ) , 

где и=цА, т. е. ц является функцией | l 5 . . . , Доказательство леммы 
приведено в приложении. 

Для составления уравнений (5), (6), (7) применимы стандартные ме­
тоды преобразования уравнений при переходе ,от одной системы коорди­
нат к другой. 

3. Пример 

Рассмотрим задачу оценивания параметров плоского движения мате­
риальной точки, находящейся в центральном поле сил, по измерениям 
скорости и расстояния до притягивающего центра. Фазовый вектор х со­
стоит из четырех компонент Х{, х2, х3, х±, причем xir х2 — координаты точ­
ки, а х3, хк — составляющие вектора скорости. Уравнения движения и из­
мерений имеют вид 

х3 

хл 

( 1 2 ) ^ Ь з Г ! ( х ) = ^ ^ ^ ) ^ 
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У2 

%1 ~Г %2 

2 . 2 j 

3 - j - # 4 / 
где функция F является зависимостью отношения проекции ускорения 
материальной точки на направление радиус-вектора к расстоянию до при­
тягивающего центра от модуля радиус-вектора. 

Определим на R4 группу G таких преобразований g A , что 

g A ( # ) = 

где А — ортогональная матрица размера 2X2. Из ортогональности А сле­
дует, что если 

/ 

Х3 

Х^ 

g А ( X ) , 

Т О 

(13) 
1 / ( ; Г з ' ) 2 + ( ^ ' ) 2 = 1 / ^ 2 + ^ 2 . 

Используя (13), покажем инвариантность уравнений (12) относитель­
но G. Действительно, в силу (13) 

А О 

/ ( / ( ^ ) а + ( ^ ) а ) л ( ^ 
U g ^ ( x ) ) , 

h ( x ) = J = \ ^ - ' - Ь ( § А ( Х ) ) - = 

Определим теперь на К4 систему координат \ = { % u \ 2 , £ 3, | 4 ) т , компо­
ненты которой удовлетворяют следующим соотношениям: 
I . 

+ХоХ, 

1,(х)=У*,Ч-*Л | 2 ( х ) = . 
l i ( x ) 
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х*х\ х^х% 
| 3 (х)= 

X х 
s i n ( | 4 ( x ) ) = — r T , c o s ( | 4 ( x ) ) = — f — . 

Используя (13) и свойства инвариантности скалярного и модуля век­
торного произведения относительно ортогональных преобразований, не­
трудно показать, что | i , £ 2 и £ 3 инвариантны относительно G. Кроме того, 
любой вектор х представляется в виде 

x = g A ° f ( i 1 ( x ) , l 2 ( x ) , l 3 ( x ) ) , 

г д е 

4 = ы х у С ; 7;)> f « . , 6 . , 6 . ) - (b ,o , 6 , 6 , ) ' . 
В силу леммы 2 любой инвариантный относительно G параметр явля­

ется функцией | i , § з . Поэтому система координат % удовлетворяет всем 
условиям леммы 1 и, следовательно, при переходе к фазовым координа­
там gi, £ 2, hi £ 4 уравнения (12) преобразуются к виду (5), (6), (7). При­
ведем эти уравнения: 

Ь (t) = д 2 (t), q2 (t) =F (qt (t)) qt (t) + W 

?2 (*)««(*> 

2 1 (*) =<7i (*), ч it) =У g 2

2 (*) + g 3

2 (t), g 4 ( 0 = 

т д е д < ( * ) = Ы х ( 0 ) 0 = 1 , 2 , 3 , 4 ) . 

4. Заключение 

Сравнение способов декомпозиции показывает, что при решении одних 
задач лучше использовать теоретико-групповой метод анализа, при реше­
нии других — известные ранее способы, изложенные, в частности, в [1]. 
Все зависит от того, насколько трудно определить группу симметрии ди­
намической системы. Поэтому целесообразно производить выбор метода 
декомпозиции, исходя из условий конкретной задачи. При этом теорети­
ко-групповой подход в ряде случаев позволяет существенно сократить ма­
тематические выкладки, необходимые для осуществления декомпозиции 
задач оценивания. 

Авторы благодарят профессора Брандина В. Н. за полезные замечания, 
высказанные им при подготовке статьи. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Доказательство леммы 1. Введем следующие обозначения: 

* ( x ) = ( i i ( * ) , . . . , s » ( x ) ) * , 

S'(x) = (tt(x) %i(x)Y, 
?*(x)-(6 I + , (x) l . . . ,S . (x)) ' . 1 
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В силу (1), (8) имеем 

v ( x ( 0 , * ) = w ( x ( 0 , t ) . 
x=x(f) 

^ ( X ) 
(14) Ч4*) = —т— дх 

Из инвариантности следует 

(15) V(J5(x))=VW. 
Дифференцируя левую и правую части (15) по х, имеем 

дЦ(х>) 
(16) 

дх' 

dg(x) dV{x) 
x'=g(x) дх д(х) 

Используя (14), (15) и (16), имеем 

д%*(х) WW 
W ( х , t) = V ( х , t) = - • 

д(х) дх' 

#g(x) 

-g(x) дх 

дх' 
v ( g ( x ) , i ) = w ( g ( x ) , 0 ) , 

x'=g(x) 

т. е. w(x , t) при фиксированном t является инвариантной относительно G функцией. 
Так как любой инвариантный относительно G параметр является функцией %1=* 
= 1 0 т , имеем 

(17) w(x,t)=v*(V(x)). 

Из (8) и (17) следует, что 

(18) чЧ*)=*ЧчЧ*))-
В силу инвариантности h относительно G имеет место соотношение ; 

(19) h(x,t)=h(l4x),t). 
Сравнивая (8) и (19), имеем 

.(20) z ( 0 = h (q ' ( 0 . 0 . 
Очевидно, что 

а2? 
qHt) 

дх 
\(x(t),t)=w2(x(t)1t). 

Так как 1= ( | 1 Г , 5 2 г) является системой координат на Rn, то пара векторов 
^ ( я ) , \2{х) однозначно определяет х и, следовательно, функция w 2 может быть пред­
ставлена в виде: 

(21) w 2 ( x , t)=vmHx),mx),t). 
Подставляя (8), (9) в (21), имеем 

(22) q 2 (0=v 2 (q*(0, q2(*), *)• 
Соотношения (18), (20), (22) есть не что иное, как выражения (5), (6), (7). 
Доказательство завершено. 
Доказательство леммы 2. Из (10) следует, что 

4W=T| -g - f (6 1 (x ) , . . . > g I (x ) )=Ti e f (6 i (x ) , . . . , 6 I (x ) ) . 
В силу инвариантности ц относительно G имеем r)°g=r] (g^G) , и, следователь­

но, справедливо соотношение 

T ] ( x ) = t t ( | i ( x ) , . . . , | Z ( x ) ) . 

Доказательство завершено. 
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GROUP-THEORETIC METHODS OF DECOMPOSING NONLINEAR PROBLEMS 
OF ESTIMATING THE STATE VECTOR OF DYNAMIC SYSTEMS 

IVANKOV P. R., IVANOV N. M. 

Criteria are provided for decomposability of nonlinear estimation problems having 
symmetry properties. Group-the ore tic methods are considered which make it possible* 
to represent equations that describe the behavior of the dynamic system as two sub­
systems. 

УДК 519.837 

ИГРОВАЯ ЗАДАЧА ГРУППОВОГО ПОИСКА ОБЪЕКТА 

КЛИМЕНКО Е. В., СКОПЕЦКИЙ В. В.г ЧИКРИЙ А. А. 

(Киев) 

Рассматривается задача оптимизации вероятности обнаружения од­
ного убегающего группой управляемых объектов на конечном интервале-
времени. Исследуется поиск с обменом и без обмена информацией в 
группе, даются необходимые условия оптимальности для выбора управ­
лений при априорной информированности. Указывается способ оптими­
зации скрытного поиска, а также учета зависимости радиуса обнару­
жения от скоростей игроков. Роль обмена информацией в группе ил­
люстрируется на простом модельном примере. 

1. Введение 

Динамические задачи поиска в игровой постановке рассматривались в; 
ряде работ [1—11]. Многообразие математических идеализации опреде­
ляет различие в методах исследования игровых задач поиска движущихся 
объектов. Один из возмояшых подходов развивается в настоящей работе, 
продолжающей исследования [2, 3, 11]. Вместо уравнений движения иг­
роков на конечном множестве состояний задается закон преобразования 
функции распределения состояния, причем переходная матрица зависиг 
от управлений игроков. Строится функционал игры — вероятность обнару­
жения убегающего на конечном интервале времени. Оптимизация этого 
функционала осуществляется на основе методов [12—14]. При этом в 
единой схеме охватываются ситуации с обменом и без обмена информа­
цией в группе, скрытный поиск, учитывается зависимость радиуса обна­
ружения от скоростей игроков [15, 16]. Предложенную модель поиска 
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