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1. А. Реньи (*) изучал преобразования отрезка (0 ,1) , определенные 
формулой Та; = {ф(#)}, где {а} означает дробную долю числа а, 
а ф = причем функция / удовлетворяет одному из условий А, В и 
условию С Эти условия таковы: 

A. / определена и убывает на [1, + ° ° ) , / (1) = 1, / строго положи­
тельна, непрерывна и строго убывает на [1, Т) и / = 0 на [Т, + о о ) , где 
Т — либо натуральное число, либо + о о (в этом случае имеется в виду, 
что lim/(Z) = 0 ) . Кроме того, — f(h)\ ^\h — k\ и существует 

Я, 0 < К 1, такое, что |/(* 2) — f(k) | < Я | / 2 — если 1 + / ( 2 ) < 
< k < *2. 

B. / определена и возрастает на [0, + о о ) , / (0) = 0, / непрерывна и 
строго возрастает на [0, Т] и / = 1 на [Г, + оо), где Г — либо натураль­
ное число, либо + о о (в этом случае l im/ ( / ) = 1). Кроме того, f(h) — 

t ->оо 
— f(k) <h — к, если 0 ^ h < к: 

C. ess sup JEu (х) ^ С ess inf fE' (х). Здесь ЕП = (е 4, е 2 , . . . , е п ) , где 
0<эс<1 

8 i — числа из области значений функции [ф(#) ] , 0 < х < 1 ([а] — целая 
часть a ) , fEn (х) = / (ei + / ( е 2 + . . . + / ( е п + х)...))> a постоянная С не 
зависит ни от ЕПг ни от п. 

Из результатов Реньи следует, что если / удовлетворяет одному из 
условий А, В и условию С, то последовательность функций а(Тпх), п ^ 0, 
а(х) — [ф(#)]> порождает на (0,1) всю борелевскую о-алгебру, а для 
преобразования Т на (0,1) есть инвариантная мера Р, имеющая отно­
сительно меры Лебега плотность р(х), причем почти всюду на (0*1) 
1/С^р(х) < С. 

В. А. Рохлин ( 2) доказал, что в этих условиях преобразование Т про­
странства X = (0,1) с мерой Р есть точный эндоморфизм, т. е. что 
00 

(]MK = N. Здесь Mo = М — а-алгебра лебеговских подмножеств (0 ,1); 
Mk = T _ f e (М) — о-алгебра множеств, отличающихся лишь на множество 
меры 0 от полного прообраза некоторого лебеговского множества относи­
тельно Т й ; 7V — а-алгебра, содержащая лишь множества меры 0 или 1. 
Отсюда следует эргодичность Т, доказанная в ( 1 ) . 

Равенство 

lVg(x)V(dx)= J g(*)V(dx), АеЕМ, 
A T- 1 (А) 

определяет линейных оператор F, действующий в каждом из пространств 
LP(P) ( l ^ p ^ o o ) с нормой 1. Оператор F, который может быть оп­
ределен для любого сохраняющего меру преобразования, обладает рядом 
интересных свойств. В частности, если Т — точный эндоморфизм прост-
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ранстваXс мерой Р, то для j e L P ( P ) , l < p < 

V P ) 2 
Это соотношение в рассматриваемой нами ситуации может быть уточ­

нено. 
Сформулируем условия D и Е: 
D. Все функции fE'n имеют ограниченную вариацию и 

2 у а г ( / я Г Д Е & н е зависит от п. 
Е 

п 
1 

E . va r ( /# ) <; К\\/Е (x)\dx, К не зависит от Еп и п. 
о 

1 

Условие Е сильнее условия Г)т поскольку 2j\\fE (z)\dx •= 1. 
Еп о 

В теоремах 1, 2, 3 (см. ниже) предполагается, что / удовлетворяет 
одному из условий А, В и условию С. Через а (га) обозначена функция 
вида Ае~Кп, причем постоянные А > О, К > О зависят лишь от /. 

Т е о р е м а 1. Пусть g— функция ограниченной вариации. Если вы­
полнено условие D, то 

1 

ess sup j Vйg(x) — \g(и)P(du) | < a(n) var (g), 
0<X<1 Q 

Положим теперь Xk(x) = [q>(Tkx)\ и обозначим через Ма

ь о-алгеб-
ру, порожденную всеми функциями О ^ а ^ А ^ Ь ^ о о . 

Т е о р е м а 2. Пусть выполнено условие D. Тогда 

\Р(А(]В) -V(A)V(B)\ < о ( п ) Р ( Д ) , 

Л е М 0 \ 5 е Л /£ni и > 1. 
Т е о р е м а 3. Пусть выполнено условие Е. Тогда 

\¥(АПВ) -V(A)V(B)\ ^ а ( л ) Р ( Л ) Р ( В ) 4 

если 4 е ^ , B<=Mk+n, и > 1 . 
З а м е ч а н и е 1. Условие Е выполнено, если, например, существует 

/ " и для некоторого р > 1 

1 о 

Числа / пробегают область значений функции [ф(#) ] , х е (0 ,1) . 
З а м е ч а н и е 2. Если 0 > 1, 0 — нецелое, то / (#) =x/Q не удов­

летворяет условию В. Однако, как показано в (*) и ( 3 ) , последователь­
ность XK порождает борелевскую cr-алгебру, а преобразование Т имеет 
инвариантную меру. Для случая 0 > 2 можно доказать аналоги теорем 
1 и 2 с а ( г с ) = А(2/В)п. 

З а м е ч а н и е 3. Результаты теорем 1, 3 при f(x) = 1/х дают извест­
ные в метрической теории цепных дробей оценки ( 8 ) . При более жестких 
ограничениях на / оценка порядка Ae~Mh была получена в ( 4 ) . 

2. Здесь будут использоваться вероятностные обозначения. Все мате­
матические ожидания берутся относительно инвариантной меры Р. 

Пусть g e L 2 ( P ) , Eg = 0. Последовательность g(Thx), к^О, обра­
зует стационарный случайный процесс. Известен ряд результатов, даю­
щих возможность применять к подобным процессам предельные теоремы 
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теории вероятностей, если только эти процессы в определенном смысле 
асимптотически независимы, как, например, процесс Хк в теореме 2 
(относительно центральной предельной теоремы см., например, ( 5 ) , 
гл. XVIII ) . Однако одним из условий применимости подобных теорем яв­
ляется соотношение 

п—1 

ЗД) = Е ( 2 g ( T * s ) ) * _ оо, 

проверка которого не всегда проста. 
Т е о р е м а 4. Если / удовлетворяет условиям теоремы 1 и f непре­

рывна, g{x) = G([y{x)]), Eg = 0 , E g 2 < со, то 
Bn(g)^oo. 

П - * 0 0 

Т е о р е м а 5. Если f удовлетворяет условиям теоремы 1, g — неограни-
ценная функция, Vg имеет ограниченную вариацию, Eg — О, Eg"2 < оо, то 

Bn(g) оо. 

Пусть qn (х) — знаменатель тг-й подходящей дроби разложения числа х 
в обыкновенную цепную дробь. С помощью теоремы 5 при f(x) = 1 fx, 

i 

g (х) == In — — J In - i p (ж) cte, где p (ж) = „ * , удается доказать, что 
1 / 1 \ 
W i n qn{x) — \lnqn(u) p(и)duf p(x)dx „со. 

Опираясь на это соотношение, можно доказать центральную предель­
ную теорему и закон повторного логарифма для In qn (см. ( 7 ) ) . 

З а м е ч а н и е 4. Результат теоремы 4 для f(x) = 1 / х и указанное 
выше соотношение для In qn без доказательства формулировал В. Дёб-
лин ( 6 ) . 

В заключение автор выражает благодарность И. А. Ибрагимову за по­
становку задачи и внимание к работе. 
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