
1 М х ) | < Я М , W < b ( 1 8 > 

\v2(x)\<R/\x\N-2, | * | > 6 3 . (19) 

В результате итерации из (15) и (16) получаем 
00 

м * ) = 2 У 1 ( 6 Т Д : ) ' ( 2 0 ) 

т=0 

U2 (*>=- 2 U 2 ( X / 6 W ) - ( 2 1 ) 

В силу оценок (18), (19) ряды в правых частях (20), (21) сходятся абсолютно и рав­
номерно и представляют собой гармонические соответственно в | * | < 1 и | * ] > 8 3 функ­
ции. Следовательно, в предположении (17) решение задачи (13), (14) существует и оно 
дается формулой 

m—Q т=1 

где С — произвольная действительная постоянная. 
Автор выражает благодарность А. В. Бицадзе за внимание к работе. 
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УДК 517.5 

Е. И. МОИСЕЕВ 

О БАЗИСНОСТИ О Д Н О Й СИСТЕМЫ СИНУСОВ 

Работа посвящена изучению базисности в Lp (0, л) следующей системы функций: 

{sin[(n + P/2)0 + T / 2 ] } ~ = 1 , (1) 

т. е. изучению сходимости в L p ( 0 , л) разложения функции i | 3 g L p ( 0 , л) в биортогональ-
ный ряд по системе (1) 

^ ( 6 ) = 2 1 C " s i n [ ( " + - | - ) 9 + - r ] - ( 2) 

где 0 g [0, я] , Р и у— произвольные вещественные числа, а коэффициенты if>n, вычисля­
ет 

ются по формуле г|?п = J г|э (0) hn (0) d0, где 
о 

, л ч 2 (2 cos 0/2)Р ^ 

1(1—1). . .(/—/2 + 1) 

т = 0 

Функции системы (1) будем рассматривать, следуя В. А. Ильину [1], как собственные 
функции обыкновенного дифференциального оператора у". В работе найдены необхо­
димые и достаточные условия на параметры р и у, которые гарантируют базисность 
системы (1) в L p ( 0 , л;) при р > 1 . Кроме того, в работе найдены условия на параметры 
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р и Y . при которых ряд (2) сходится равномерно, если разлагаемая функция г|э£С а[0, я ] . 
Отметим, что если р = у = 0 , то ряд (2) представляет ортогональный ряд по сину­

сам на сегменте [0, те], и базисность системы (1) и условия равномерной сходимости в 
этом случае хорошо известны [2]. Аналогично при у=л, Р = — 2 ряд (2) является 
ортогональным рядом по косинусам, и базисность в L P ( 0 , те) и условия равномерной 
сходимости его также известны [2] . 

А. В. Бицадзе [3] доказал, что при Р = — 2 , у=л/2 ряд (2) для любой функции 
-ф£С а [0, я ] сходится к ней равномерно. С. М. Пономарев [4] при у = 0 , р = — 1 / 2 до­
казал базисность системы (1) в Ьр при / ? > 2 и доказал равномерную сходимость ряда 
(2), если г|э£С а[0, я ] и i|)(0) = 0 . Аналогичный вопрос им был исследован для системы 
(1) при р = — 2 — 1 / 2 , у = л. 

В работе автора [5] были указаны необходимые и достаточные условия на вещест­
венный параметр р, гарантирующие базисность системы (1) при у = 0 и при у=л. 

В этой работе были указаны условия на параметр р, при которых ряд (2) будет 
равномерно сходиться, если у=0 и у=л. 

Г. Г. Девдариани [6, 7] нашел необходимые и достаточные условия на комплекс­
ный параметр р для базисности системы (1) в L p ( 0 , я ) при у=0 и у=л. Базисность 
Рисса в L 2 (0 , я ) системы (1) при у=0, р = — 1 / 2 и при у=л, р = — 2—1/2 была уста­
новлена в работе [8]. Необходимые и достаточные условия полноты системы (1) были 
найдены А. Н. Барменковым в L p ( 0 , я ) [9 ] . 

Настоящая работа является развитием работы автора [5] и в ней рассматривается 
случай вещественных параметров р, у. Основным результатом настоящей работы явля­
ется 

Т е о р е м а 1. 1) Предположим, что 

- 1 / р < у / я < 2 - 1 / р * ) , (4) 

пусть p g ( l , <»), тогда система (1) образует базис в L p ( 0 , я ) тогда и только тог­
да, когда (при р = 2 базис Рисса) 

l / p > Y M + p > l / p - 2 ; (5) 

если же у / я + Р < Н / Р — 2, то система (1) полна в L p ( 0 , я ) , но не минимальна; при 
у / я + Р > 1 / р система (1) минимальна, но не полна, а при у / я + Р = 1/р система 
(1) полна и минимальна. 

2) Пусть у / я = — 1/р и р£(1, оо), тогда система (1) базиса в L p ( 0 , я ) не об­
разует; точнее, при 2 / р ^ Р > 2 / р — 2 система (1) полна и минимальна, но не базис, 
если р > 2 / р , то система (1) минимальна, но не полна в L p ( 0 , я ) , при р < 2 / р — 2 
система (1) полна, но не минимальна в Lp (0, я ) . 

Доказательство этой теоремы опирается на решение следующей задачи сопряжения 
теории аналитических функций: найти аналитическую в единичном круге функцию по 
ее значениям на границе 

R e [ / ( z ) ? P / 2 ] = o|?(argz), 0 < a r g 2 < t t , |г| = 1, cos у Re [/ (z) г$/2] + 

+ siny-lmtf (z)z&/2] = —-i|)(— а ^ г ) , — J t ' < a r g z < 0 , |г| = 1. 

Решение этой задачи записывается в виде интеграла 

_ / г - 1 \ г / " 1 ( 1 г 2Ч>(8)гехр( { -(9-р9 /2)) 
' ( г ) \ г + \ ) ( г + 1 ) Р \ 2ni J Х + ( е х р ( Ю ) ) ( е х р ( г 6 ) — г ) 

ЛА /• ч Г 2 t H - e ) e x p ( « 9 ( l - f 3 / 2 ) ) t - ) 
X d Q ~ 6 Х Р <*V) J Х +(ехр( 1в))(ехр( 1-е )-г) * ) ' 

—зт 

где X (t) = (t - 1 + 1 ) V / J l + P . 
Разлагая найденную функцию f(z) в ряд Тейлора по степеням z и выделяя мнимую 

часть этого разложения, получим ряд (2) и при этом определим явный вид биортонор-
мированной системы (3). 

Л е м м а 1. Пусть — 1 / р < у / я < 2 — 1/р и у/л + Р > 1/р — 2, тогда системы 
(1) и (3) биортонормированные, т. е. 

fsin (л+^в+-|-]л т (в)^в = 6л 

* ЭТИ значения у не ограничивают общности рассмотрения, так как остальные 
значения у (кроме -у/я = — 1 / р , которые будут рассмотрены в п. 2 этой теоремы) сво­
дятся к этим значениям путем добавления к числу у/2 в (1) значения лп, где я = 
= 0 , ± 1 , ± 2 , ... 
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Кроме того, в работе получено интегральное представление для функций системы 
{3), которое позволяет получить равномерную по номеру оценку функции из систе­
мы (3). 

Л е м м а 2. Для функций системы (3) справедливо следующее интегральное пред-
хтавление при уМ> — 1, Р+у/я<1: 

sin 

X 

m + е + 

1 - и \ у / Л (-l)m+l\u}m+fisinQdu 

2 (2 cos 8/2)0 sin (у + яР) 
я* ( t g 8 / 2 ) ^ / j t 

2 (2 cos 6/2)0 
(1 + . uf (ы 2 + 1 — 2a cos 6) я 2 ( t g 6 / 2 ) ^ я 

X 

X 

(6) 
л / 1 — ц V a P i ~ m sin Ыи 

X S i n T J i \+u) ( 1 + и ) Р ( а » + 1 - 2 и с о в в ) ' 

Из формулы (6) вытекает следующее 
С л е д с т в и е . Для функции системы (3) справедлива следующая оценка: 

\hm ( 0)1 < a (cos Q/2f+l~v/71 (sin 9 / 2 ) l ~ v / 3 t + 6, (7) 

.где a, 6 постоянные, не зависящие от номера т. 
Оценка (7) позволяет на основании результатов В. А. Ильина [1] утверждать рав­

носходимость на (0, я) разложения (2) функции i | )£L p (0 , я) с тригонометрическим 
рядом этой же функции в случае, когда система (1) полна и минимальна в L p ( 0 , я), 
р б ( 1 , оо). 

Кроме того, в работе изучен вопрос о равномерной сходимости ряда (2) в случае, 
если i ^ g C ^ O , я ] . 

Т е о р е м а 2. Пусть tygCafO, я]; рассмотрим два случая: 
1) пусть 0 < у / г с < 2 , тогда ряд (2) сходится равномерно на [0, я] к функции tp, 

если — 2 < C P + Y / J 1 C ^ 0 » пРи P + Y / ^ 1 ^ ^ система (1) минимальна, но не полна в 
С [0, я], при Y/^ + P ^ — 2 система (1) полна, но не минимальна в С [0 t я]; 

2) пусть у = 0, тогда ряд (2) равномерно сходится, если — 2 < Р < 0 с дополни­
тельным условием, что t|? ( 0 ) = 0 , если же и 3 = 0 , то требуется для равномерной сходи­
мости, чтобы if> (0) = i|) (я) = 0; при Р — % система (1) полна, но не минимальна в 
С[0, я], а при Р>>0 система (1) минимальна, но не полна в С [ 0 , я]. 

Автор выражает благодарность А. В. Бицадзе и В. А. Ильину за внимание к работе. 
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