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Как известно, вопрос о разрешимости ряда сложных задач сводится 
к отысканию неподвижных точек соответствующих преобразований А. При 
этом для одной и той же задачи могут оказаться удобными переходы к не­
скольким преобразованиям. Допустим, что некоторая задача сведена к во-' 
просу о неподвижных точках двух операторов U и А, действующих, вообще 
говоря, в различных пространствах. Возникает естественный вопрос о фор­
мулах, связывающих соответствующие топологические характеристики 
операторов U и А. Такие формулы, следуя М. А. Красносельскому, будем 
называть теоремами двойственности. Ряд теорем двойственности для зада­
чи о периодических решениях системы дифференциальных уравнений пер­
вого порядка установлен М. А. Красносельским и В. В. Стрыгиным ( 5 , 7 ) . 
Как показано М. А. Красносельским ( 6 ) , такие теоремы двойственности 
приводят к существенно новым условиям существования периодических 
решений у уравнений с отклоняющимися аргументами и у более общих 
классов эволюционных задач. 

В настоящей статье излагаются теоремы двойственности для задачи 
о периодических решениях систем дифференциальных уравнений высшего 
порядка. Предлагаемые теоремы и для случая систем уравнений первого 
порядка являются новыми; в них укладываются результаты старей ( 5 , 7 ) . 

Отметим, что рассматриваемые в п. 3 примеры интегральных операторов 
рассматривались и в ( 5 ) , а также, что один частный принцип двойственно­
сти для уравнений второго порядка был указан М. А. Красносельским. 

Результаты настоящей работы могут быть применены к исследованию 
периодических решений уравнений высшего порядка с отклоняющимися 
аргументами. Здесь применима предложенная в ( 6) схема рассуждений. 

1. Рассмотрим векторное дифференциальное уравнение 

р<*> + ai(t)jp-*> + . . . + an(t)y = f{t,y, у\ . . . , y(-V). (1) 

Предположим, что матрицы ai(t) и векторнфункция /(£, у, у',..., у ( п - _ 1 ) ) 
непрерывны и обладают свойством со-прриодичности по t: 

at(t+v) = a,i(t) (i= 1,2, . . . , f t ) ; 

/(* + ©,*,/,..., у^~1)) = / ( * , y, y\..., y^-v). W 

Предположим также, что все решения уравнения (1) продолжимы на 
отрезок длины со. Пусть y(t) является ^-мерной вектор-функцией. Под 
начальным условием y(t) будем понимать Ы-мерный вектор zy, первые к 
координат которого совпадают с координатами вектора г/(0), следующие 
к — с координатами вектора у'(0) и т. д.; последние к координат вектора 
zy совпадают с координатами вектора г/ ( п~^(0). В дальнейшем мы будем 
считать, что каждому начальному условию z из Ад-мерного пространства R 
отвечает одно и только одно решение y(t) дифференциального уравне­
ния (1). 
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Задача о существовании периодических решений у уравнения (1) может 
быть сведена к задаче о неподвижных точках различных операторов. 

Выберем произвольный элемент z е R. Через q(t, z) обозначим реше­
ние уравнения (1) с начальным условием z. В силу (2) вектор-функция 
#(£ + со, z) также является решением уравнения (1), следовательно, 
q(t -\- со, z) = q(t, Zi), zi e R. Оператор Uz = z i назовем оператором сдви­
га по траекториям дифференциального уравнения (1). 

Известно, что неподвижные точки оператора U, действующего в про­
странстве R, полностью описывают множество периодических решений 
уравнения (1), а именно, для того чтобы решение q(t,z*) уравнения (1) 
было со-периодическим, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось ра­
венство Uz* = z*. 

Введем в рассмотрение однородное уравнение 

г/ ( п ) + ^(t)у^) -\ \-an(t)y = 0. (3) 

Решение уравнения (3) с начальным условием z будем обозначать че­
рез p(t, z). Оператор сдвига V по траекториям уравнения (3), определен­
ный аналогично оператору U, является линейным оператором. 

Решения уравнения (3) образуют подпространство Е пространства 
С71'1 вектор-функций, п — 1 раз непрерывно дифференцируемых на от­
резке [0, со]. Между пространствами Е и R существует естественный изо­
морфизм В, заданный равенством 

Bp(t,z) =z {ZZER). (4) 

Следующие утверждения позволяют строить операторы А, действую­
щие в пространстве Сп~\ неподвижные точки которых описывают мно­
жество периодических решений уравнения (1). 

Т е о р е м а 1. Пусть вполне непрерывный оператор А, действующий 
в пространстве С 7 1 - 1 , удовлетворяет следующим условиям: 

1) Ax(t) является решением дифференциального уравнения 

№ + ^ (t) + • • • +ап (t) у = /[*, х(t) ,х' (t),..., x(n-i)(t) ] . (5) 

2) Если x(t) = q{t,z), то 

Ax(t) =x(t) —p[t,C(z—Uz)], (6) 

где С — невырожденная матрица. 
Тогда множество неподвижных точек оператора А совпадает с множе­

ством ^-периодических решений уравнения (1). 
Т е о р е м а 2. Пусть 1 не является собственным числом оператора V. 

Пусть вполне непрерывный оператор А удовлетворяет условию 1) теоре­
мы 1 и условию 

2') Если x(t) = q(t,z), то 

Ax(t + a) =Ax(t). (7) 

Тогда множество неподвижных точек оператора А совпадает с множе­
ством ^-периодических решений уравнения (1). 

2. Пусть С е й и й с C n _ 1 — такие ограниченные области, что мно­
жество неподвижных точек оператора U, лежащих в G, совпадает с мно­
жеством начальных значений со-периодических решений уравнения (1), 
лежащих в Q, причем на границе Г области Q нет со-периодических ре­
шений уравнения (1), а на границе П области G нет неподвижных точек 
оператора U. 

Возникает вопрос о том, как связаны вращения векторных полей 

^ z = z - Uz, (8) 

Wx = х — Ах (9) 
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на границах П и Г соответственно. Оказывается, что эти вращения рав­
ны по абсолютной величине, точнее, имеют место следующие утверждения. 

Т е о р е м а 3. Пусть вполне непрерывный оператор А удовлетворяет 
условиям теоремы 1. 

Тогда вращение у непрерывного векторного поля (8) на границе П 
области G и вращение yi вполне непрерывного векторного поля (9) на 
границе Г области Q связаны равенством 

Y i = ( - l ) a Y , 
где a — сумма кратностей отрицательных собственных чисел матрицы С. 

Следствием теоремы 3 является 
Т е о р е м а 4. Пусть выполнены условия теоремы 2. 
Тогда вращения у и yi связаны равенством 

Y l = ( - 1 ) P Y , 

где р — сумма кратностей собственных чисел оператора V, больших чем 1. 
Для доказательства теоремы 3 строится вспомогательная область 

Q i = {x(t);x(t) ^C*-\zx<=G,\\x(t) || < r } , 

где zx — начальное значение функции x(t), а г > 0 такое число, что функ­
ции q(t, z) и p(t, z) при z <= )?, || z || < sup (|| С || || z — J7z || II я II) ле-

жат в открытом шаре пространства Сп~1 радиуса г /2 . Показывается, что 
вращение поля Ч?х на границе Г\ области Qi равно у и При помощи двух 
гомотопных переходов доказывается, что Yi равно вращению на Т\ вектор­
ного поля х — где 

yx(t) = p(t,zx) — p[t,C(zx — Uzx)]. 

Вращение поля х — %х равно вращению поля 

Px(t) =p[t,C(zx-Uzx)] 

на границе области Qi f| Е пространства Е. Для доказательства теоремы 
остается применить изоморфизм В пространств Е и R, определенный в п. 1. 

Для доказательства теоремы 4 показывается, что из ее условий сле­
дуют условия теоремы 3 при С = (1 — 

3. Приведем несколько простейших примеров операторов, удовлетво­
ряющих условиям теорем 1 и 2. 

1)* Пусть матрицы Ui(t) (i = 0, 1, . . . , п —-1) являются решениями 
уравнения (3) и удовлетворяют условиям 

I7i j )(0) = V ( 0 < i , ; < * - ! ) • 

Тогда решение уравнения (5) с начальными условиями 

yd)(0) = я « ) ( 0 ) 
можно записать в виде 

n - l t 

1,(0 = 2 Ui(t) xm (0) + \j (*. *) /[*, X(s), x\s)t..., x<»-i>(s)]&f 

i=0 $ 

где J(t, s) — матрица Коши. 
Оператор 

n - l / 

Л * (t) = 2 «7i (0 Я<*> ((0) + ^ / (*, S) f [s, X (*), X'(S) , . . . , (5 ) ] ds 

удовлетворяет условиям теоремы 1 при С — I. 

279 



2) Пусть /г = 1, at(t) = 0. Тогда оператор 

со t 

Ах(t) = ~^{x(s) + sf[s,x(s)]}ds + ^f [s, х($)] ds 
о о 

удовлетворяет условиям теоремы 1 при С = 1. 
3) Пусть 1 не является собственным числом оператора V. Тогда опе­

ратор 
со 

Ах{t) = jjG (t, s) f [s, x (s), x' (s),..ж("-'> (s)] ds, 
0 

где G(t, s) — функция Грина краевой задачи 

У™ + (Ц (t) + ---+an(t)y = g(t), 

у®(0)-уЩ<о)=0 (f = 0,1 » — 1 ) , 

удовлетворяет условиям теоремы 2. 
Автор выражает благодарность своему руководителю М. А. Красно­

сельскому. 
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