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В данной статье рассматриваются частично-кооперативные игры в разверну­
той форме. Под частично-кооперативным поведением игрока понимается неко­
торая комбинация кооперативного и индивидуально-рационального поведения. 
Предлагается способ построения оптимальной траектории игры. 

Введение 

На основе конечных позиционных игр п лиц с полной информацией 
и терминальными функциями выигрыша в работах [1, 2] был определен 
класс многошаговых многоуровневых кооперативных игр. В такой игре 
каждый игрок может проявлять кооперативную активность лишь начиная 
с некоторого шага, в отличие от обычных многошаговых кооперативных 
игр, где он делает это в течение всей игры. При определении частичной ко­
операции, предложенном в [1, 2], каждый игрок должен кооперироваться, 
начиная с некоторого шага. Это ограничение кажется излишне жестким. 
В данной работе мы определяем более слабые условия, накладываемые на 
поведение игроков. Как будет показано, предлагаемый подход приводит к 
качественно новому пониманию частичной кооперации. 

1 . Основная модель 

Пусть Г - динамическая позиционная игра п лиц с полной информаци­
ей. Обозначим множество игроков через N = { 1 , . . . , п } . Пусть K(XQ) есть 
дерево игры с начальной позицией XQ. Согласно определению позиционной 
игры, на K(XQ) задано разбиение множества позиций на п + 1 множество 
Pi , . . . , P n , P n + i , где Pi - множество личных позиций игрока г, a P n +i -
множество окончательных позиций. Выигрыши игроков в Г определяются 
вещественнозначными функциями hï.Pn+i - » 12+, i G N. 

Под частично-кооперативным поведением игрока будем понимать та­
кое поведение, при котором игрок может как кооперироваться, так и играть 
индивидуально. Игрока, принимающего решение в позиции х (делающе­
го ход, т.е. передвигающего "движущуюся точкупиз позиции х в альтер­
нативную позицию), будем обозначать i(x) (так что x G Рцх))- Изменим 
позиционную игру Г, предполагая, что игроки могут кооперироваться при 
определенных условиях. Трансформированную игру назовем игрой с ча­
стичной кооперацией или частично-кооперативной игрой и будем обо­
значать ее снова через Г. В этом разделе описываются правила частичной 
кооперации. 

1 Работа выполнена при поддержке РФФИ, грант 
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О п р е д е л е н и е . Пусть i £ N. Функция ff.Pi —> {0 ,1} называется ко­
оперативной функцией игрока г, если для любого ПуТИ {#0? * " ) х\ Х*\ . . . , ж } , 
где ж' G Pi и ж G -Рп+ъ и з условия fi{x') = 1 следует, что для всех позиций 
у G Pi П { ж " , . . . 5 ж } , если они существуют, / г (у) = 1. 

Вектор-функция / = ( Д , . . . , / п ) называется кооперативной функцией 
игры. 

Кооперативная функция позволяет указать коалицию С(х) в каждой 
позиции х: 

( 57(ж), если fi(x) = 1, 
/ г ) n ( 1 Л ) 

{ г } , если /Да:) = О, 
где 

5 , ( a ! ) = 5} (x )USj (x ) > 

5}(а!) = { ; е # | Р ; П 1 В Д = 0 и Эу е Р,- П { ж 0 ) . . . ,х}: /,-(у) = l } , (1.2) 
S){x) = {j eN\S}(x)\fj(y) = IVy € Р,- П 2 В Д } . (1.3) 

Множество Sj(x) состоит из игроков, которые проявили кооператив­
ную активность вдоль пути ведущего в ж и не принимают решений в ходе 
последующего развития игры на поддереве К(х) с начальной позицией ж. 
Исходя из определения кооперативной функции, игроков, принадлежащих 
Sj(ж), следует считать кооперирующимися на всем поддереве К(х). 

Множество 5^ (ж) включает игроков, которые кооперируются во всех 
своих личных позициях поддерева К(х). Говоря, что игрок i £ N придер­
живается кооперативного поведения в позиции ж G K(XQ), м ы будем иметь 
в виду, что в позиции ж игрок i принимает решение, исходя из интересов 
коалиции (т.е. стремясь к максимальному суммарному выигрышу игроков 
i G С(ж)). Игроки из множества N \ Sf(x) рассматриваются в позиции ж 
как индивидуальные игроки. Поскольку 5 / (ж) определяется кооператив­
ной функцией / , вся коалиционная структура в позиции ж 

Sf(x), { i l } , {J2},...,{j\N\Sf(x)\} ( 1 Л ) 

также формируется в зависимости от / . 
Определим позиционную игру Гу(жо). Игра Г^(жо) создается на основе 

частично-кооперативной игры Г с использованием кооперативной функ­
ции / . Дерево игры Г^(жо) совпадает с деревом K(XQ) игры Г. Множество 
Л// участников игры Г/(жо) формируется с учетом кооперативной функ­
ции / и состоит из подмножеств множества N игроков игры Г: 

Jsff = {С С N : Зж G К{х0), С{х) = С}. 

Множество (коалиция) С G Л// будет рассматриваться в качестве 
участника игры (игрока) в позиционной игре Г/(жо), принимающего ре­
шение в позициях ж G W(C) , где 

W{C) = { ж G i f ( ж 0 ) : С(х) = с} . 
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Выигрыш игрока С G Äff игры Г/(жо) определяется на множестве 
окончательных позиций дерева игры K(XQ) как сумма выигрышей игроков 
г G С игры Г: 

hs(x) = Ы{х), x G P n+i, hi(x) > О, i E N. (1.5) 

Может случиться так, что каждое множество С G Mf будет состоять 
только из одного игрока. Такая игра имеет место, если для любой пози­
ции х дерева игры K(XQ) множество Sf(x) одноэлементно или пусто. Как 
противоположный случай, Tf(xo) может быть игрой с одним игроком (мно­
жество Äff состоит только из игрока N). Это произойдет, если С(х) = N 
для всех позиций ж G Pi, г G iV. В наиболее сложном случае множество А// 
может состоять из всех подмножеств множества N. 

Рис. 1. 

П р и м e p 1. Рассмотрим позиционную игру Г с деревом игры, изобра­
женным на рис. 1, где N = {1 ,2 ,3} . Личные позиции игрока 1 - позиции 
XQ И #22J игрока 2 - хц и ж2з> игрока 3 - х2\ и х\2. Выигрыши игроков 
записаны в окончательных позициях. Предположим, что кооперативная 
функция / = ( / ъ / 2 , / 3 ) имеет следующую форму: Д(ж 0) = 0, / 1 ( 2 2 2 ) = О, 
/ 2 ( ^ 1 1 ) = 15 / 2 < > 2 3 ) = 0, / 3 ( ^ 2 1 ) = 1, h{x\2) = 0. 

Построим игру Г/(жо). Определим коалиционную структуру в позиции 
хц G Р 2 . Поскольку игрок 1 не кооперируется в XQ и имеет личную по­
зицию в поддереве К{хц)) множество Sj(xn) пусто. Так как / 3 ( ^ 2 1 ) = 1, 
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f2(xn) = 1, и / 1 ( ^ 2 2 ) = 0, в каждой своей личной позиции на поддереве 
К{хц) кооперируются только игроки 2 и 3. Поэтому Sj(xn) = {2 , 3}. В 
результате $/(жц) = {2, 3}, а коалиционная структура в позиции жц есть 
{2 ,3} , { 1 } . 

Действуя аналогичным способом, можно установить, что Sf(x2i) = 
{2 ,3} . Тогда, if(x0) = { ! } , if(xn) = { 2 , 3 } , if(x12) = { 3 } , if(x2i) = { 2 , 3 } , 
if(x22) = { 1 } , if(x23) = { 2 } . Таким образом, Mf = | l , 2,3, { 2 , 3 } | . 

Игрок {2 ,3} G Mf имеет следущие выигрыши: /1{ 2 )з}(ж31) — 3, 
^{2,3}(ж32) = 5, ^{2,3}(Ж33) = 5, ^{2,3}(^34) = 3, /1{2,3}(ж3б) = 4, /1{2,3}(жЗб) = 
5, ^{2,3}(^24) = 3. 

"Выигрыши игроков i G iV в игре Р/(жо) совпадают с их выигрышами 
в игре Г. 

З а м е ч а н и е ! . Возможен случай, когда игрок, несмотря на то, что 
он находится в позиции своего кооперативного поведения, играет индиви­
дуально. Изменим кооперативную функцию игрока 1 в примере 1. Пусть 
fi{xo) = 1, fi{x22) = 1. Рассмотрим множество Sf(xo). Хотя игроки 2 и 3 
кооперируются в каждой своей личной позиции на поддереве К(хц), так 
как f2(x2s) = fs(xi2) = О, множество Sf(xo) состоит только из игрока 1. 
Поэтому можно утверждать, что игрок 1 принимает решение в позиции XQ 
как индивидуальный игрок. 

З а м е ч а н и е 2. Для произвольной позиции х и позиции у, непо­
средственно предшествующей ж, допустим, что множество Sf(y) не пу­
сто. Тогда, Sf(x) также не пусто, и более того, имеет место включение 
Sf{y) С Sf(x). 

Одним из способов получения решения позиционной игры Г/(жо) явля­
ется построение равновесия по Нэшу. Выигрыши каждого игрока С G Mf 
в игре Г/(жо) будут определяться в соответствии с равновесием по Нэшу 
(которое, конечно, может быть не единственным, однако всегда существу­
ет, поскольку Г - игра с полной информацией). Таким образом, мы можем 
построить функцию Ф(С), С G Mf, определяющую выигрыш каждой ко­
алиции, создаваемой в игре Г в соответствии с кооперативной функцией 
/ . Данная функция может рассматриваться как аналог характеристиче­
ской функции (х.ф.) из теории кооперативных игр. Однако остается не 
ясным, каким образом с помощью Ф(С) можно построить оптимальный в 
некотором смысле дележ а = ( a i , . . . , a n ) , компоненты которого рассма­
тривались бы как выигрыши индивидуальных игроков i £ N в частично-
кооперативной игре Г. Указанная проблема является темой отдельного 
исследования и в данной работе обсуждаться не будет. 

Для нахождения подходящего решения частично-кооперативной игры 
воспользуемся другим подходом, основанным на применении как равнове­
сия по Нэшу, так и решений из кооперативной теории игр. При построении 
такого решения мы будем действовать методом обратной индукции, шаг 
за шагом находя оптимальное поведение игроков. Мы будем называть дан­
ную процедуру алгоритмом построения оптимального пути. 
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2* Алгоритм п о с т р о е н и я о п т и м а л ь н о г о пути 

В этом разделе мы предложим метод построения решения игры Г/(жо), 
который приведет также к построению соответствующего оптимального 
пути. 

Решение игры Г^(жо) строим методом обратной индукции, двигаясь 
от окончательных позиций к начальной. Процедура поиска решения игры 
Г/(жо) напоминает схему построения равновесия по Нэшу в обычной пози­
ционной игре. Существующие различия заключаются в следующем. Пред­
положим, что поддерево К(х) принадлежит области кооперативного по­
ведения игрока г. Как указывалось выше, кооперативная функция / опре­
деляет для каждой позиции некоторую коалиционную структуру. Тогда 
на множестве окончательных позиций поддерева К(х) вместо выигрышей 
игрока i необходимо рассматривать выигрыши коалиций, включающих 
игрока i. На поддереве К(х), используя схему Нэша, решение игрока i, 
максимизирующего выигрыш коалиции, к которой он принадлежит, мо­
жет быть легко определено. Однако, поскольку выигрыш игрока i не вы­
делен из коалиционного выигрыша, при определении решений игрока i в 
его личных позициях, находящихся между позицией х и начальной позици­
ей жо, где игрок i играет индивидуально, возникают трудности. Если доля 
игрока i в коалиционном выигрыше известна, то, применяя снова схему 
Нэша, мы можем найти решения игрока г в его личных позициях вдоль 
пути { ж о , . . . , ж}. Таким образом, определение изменений выигрыша при 
переходе игрока с кооперативного поведения на индивидуальное является 
главной проблемой, рассматриваемой в предлагаемом алгоритме. 

В дальнейшем мы будем использовать следующие обозначения. Пусть 
ж - некоторая позиция. Обозначим через Z(x) множество позиций, непо­
средственно следующих за ж. Обозначим игрока, принимающего решение 
в позиции ж, ж G Рг> в игре Г через г(х) G N. Будем говорить, что реше­
ние игрока i(x) в позиции ж ведет в позицию ж G Z(x). Введем вспомога­
тельную функцию Cf, определяемую с помощью кооперативной функции 
/ — (/ъ • • • j fn)'-

{ 1, если fi(x){x) = 1 
(2.1) 

О, если fi(x){x) = 0. 

Предположим, что длина игры Г^(жо) составляет Т + 1 позицию. Рас­
смотрим разбиение множества всех позиций дерева игры K(XQ) на Т + 1 
множеств X q , X I , . . . , X j , . . . , Хт — {жо}, где множество Xt состоит из по­
зиций достигаемых из начальной позиции жо за Т — £ ходов. Обозначим 
множество позиций, принадлежащих множеству Xt, через < = 1,... ,Т. 

Начальный шаг. Рассмотрим множество окончательных позиций 
Pn_j_i. Коалиционная структура в позиции ж G Pn+i совпадает с коалици­
онной структурой в позиции жх, ж G Z(xi). Согласно кооперативной функ­
ции / , в позиции жх формируются коалиции Sf(xi), { л } , . . . , {j\N\sf(xi)\}-
Выигрыш игрока if = Sf(xi) в позиции ж G Z[x\) равен 

Y, M * ) - (2.2) 
ieSf(xi) 
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Выигрыш игрока if = {jk}i к = 1,..., |JV \ 5 / (#i) | , в окончательной пози­
ции х составляет hjk(x). 

Шаг 1. Перейдем из окончательных позиций Z(xi), х\ G -X"i, к пред-
шествующим. Рассмотрим окончательную позицию х\. Предположим, что 
Cf(xi) = 1. Тогда игрок г{х{) G N кооперируется, и в позиции х\ делает 
ход игрок if(xi) = Sf(xi), if(xi) G Nf. Мы предписываем игроку г/(жх) 
выбрать позицию х\ G Z{x{) из условия 

max V /ц(а;) = V /li(^i). (2.3) 
t€S/ (x i ) t€S/(a*) 

Если с/(#i) = 0, то игрок ) не кооперируется. Отсюда if{x\) — {i{x\)}. 
В этом случае мы предписываем игроку if{x\) выбрать позицию х\ из 
условия 

max hi{xi){x) = НцХ1)(хг). (2.4) 

Применяя аналогичные рассуждения, можно построить путь с началом в 
х\ G Х\ для каждой позиции х\ множества Х\. Таким образом, на каждом 
поддереве К{х{), х\ G X i , фиксируется позиция х\, являющаяся предпо­
лагаемой окончательной позицией строящегося пути игры Tf(xo). Поэтому 
вместо рассмотрения терминальных функций h{, i G N, на множестве P n +i 
окончательных позиций мы можем использовать функции г}: Х\ —> R\, 
г G iV, задаваемые на множестве X i : 

если Ж1 0 P n +i; 
(2.5) 

если жх G Pn+i-

Шаг 2. Продолжим движение по направлению к корню дерева игры. 
Найдем решения игроков if G Nf в позициях Ж2 G I 2 . Если на множестве 
Х\ известны выигрыши каждого игрока if (х2) G Nf, х2 G Х2, то мы можем 
построить путь игры на поддеревьях К{х2), х2 G Х2. 

Рассмотрим множество 

Y(x2) = Y1(x2)UY2(x2), (2.6) 

где 
УхСжг) = {x € £(ж 2 ) с/(ж 2) = 0 и i(x2) € 5>(ж)} (2.7) 

У 2 (* 2 ) = { х е 2 ( ж 2 ) | С / ( х 2 ) = 1 и 5 / ( х ) \ 5 / ( х 2 ) # 0 } . (2.8) 

В каждой позиции множества Y(x2) С Z(x2) выигрыш либо коалиции 
if(x2) = {i(x2)} при Cf(x2) = 0, либо коалиции if(x2) = Sf(x2) при 
Cf(x2) = 1 не выделен из выигрыша XliGS'/^i) г * ( # 1 ) коалиции if{x\) = 
Sf{xi), xi G Z(x2). 

В качестве примера, подтверждающего существование непустого мно­
жества Y2(x2), предположим, что игрок i(x2) делает ход в поддереве К(х2) 
дважды, т.е. существует позиция у\ G Z(x2) такая, что i(yi) и i(x2) есть 
один и тот же игрок. Допустим, что Cf(x2) = 0 и Cf{y\) = 1. Тогда игрок 

и 
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i(x2) принадлежит коалиции S/(yi) на поддереве К(у{) и играет индиви­
дуально в позиции х2. Поскольку выигрыш игрока i(x2) не выделен из 
выигрыша Yli£Sf(yi) riHöi) коалиции S/(yi), то его выигрыш в позиции 
ух G Z(x2) не известен. 

В общем случае отсутствие информации о выигрыше происходит в по­
зициях, где изменяется коалиционная структура, и это изменение касается 
текущего игрока, принимающего решение. Для каждой позиции х2 G Х2 

мы рассмотрим два основных случая. 
1) Предположим, что Y(x2) = 0. Пусть Cf(x2) = 0. Следовательно, в 

позиции х2 принимает решение игрок if(x2) = {г(х2)}. Мы предписываем 
игроку if(x2) выбрать позицию х2 G Z(x2) из условия 

. i ï g ) r i - . ) ^ = r i - . ) ^ - ( 2 - 9 ) 

Теперь допустим, что Cf(x2) = 1. Коалиция Sf(x2) является подмноже­
ством коалиции Sj(xi) для каждой позиции х\ G Z(x2). Поэтому, по­
скольку Y(x2) = 0, коалиции Sf(x2) и Sf(x\) совпадают. В этом случае 
мы предпишем игроку if(x2) — Sf(x2) выбрать позицию х2 G Z(x2) из 
условия 

ieSf(x2) ieSf(x2) 

2) Предположим, что У(ж2) 0- Как выше указывалось, возникает 
неопределенность с выигрышами коалиции if{x2) = {i{x2)} при Cf(x2) = 0 
и коалиции if(x2) = Sf(x2) при с/(а?2) = 1. Чтобы построить путь игры на 
поддереве К(х2), необходимо найти некоторый дележ выигрыша коали­
ции Sf(yi) для каждой позиции у\ G Y(x2). Определим требуемый дележ, 
рассматривая вспомогательную кооперативную игру G?/(yi, Sf(y\)) на под­
дереве К(у\) с множеством игроков 5/(yi) и х. ф. Л), Л С 5/(yi) , 
для каждой позиции yi G У(ж2). 

Для связности изложения детальное объяснение построения х. ф. 
Vf(yi,R) приводится ниже. Сейчас же будем предполагать лишь, что х. ф. 
Vf(yi,R) известна. 

Выигрыш наибольшей коалиции в кооперативной игре G/(y i ,5 / (y i ) ) 
равен 

Vf(yuSf(yi))= г}(У1). (2.11) 
ieSfiyi) 

Мы предлагаем рассматривать вектор Шепли [5] 

Shf(yi) = (2.12) 

где 
|S/(vi)l 

E Shl^^VfiyuSfijn)), (2.13) 

в качестве оптимального дележа в игре (?/(yi, Sf(yi)). Если игрок {г ( # 2 ) } £ 
iV) в позиции х2 выбирает позицию у\ G Y(x2), то его выигрыш определя­
ется с помощью вектора Шепли S (yi) и равен Sh^x^(yi). Таким обра­
зом, на множестве Х\ задается новая функция выигрышей r\\ Х\ -> R\, 
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i e N, такая, что для х\ G Z(x2) 

- 1 / ч ( $hi(xi)i если xi G Y(x2) и i G 5/(a?i); 
^ ( » i ) = < ч ( 2 - 1 4 ) [ гг-(жх), в противном случае. 

Предположим, что £ / (#2) = 0. Тогда для игрока if{x2) = {г(х2)} яв­
ляется оптимальным реализация пути, проходящего через позицию х2 G 
Z(x2), которая удовлетворяет условию: 

Теперь пусть Cf(x2) = 1- Так как игрок i(x2) кооперируется, то в по­
зиции х2 совершает ход коалиция if(x2) = Sf(x2). Мы предписываем ей 
выбрать позицию х2, удовлетворяющую условию: 

iesf(x2) ieSf{x2) 

Таким образом, путь на каждом поддереве К(х2), x G Х2, построен. 
Отсюда, чтобы построить путь игры на поддеревьях К(хз), Ж3 G Х 3 , до­
статочно определить решения игроков if(xs) G Nf, Ж3 G Х 3 . Зададим на 
множестве Х2 функции r\\X2 —> г G iV, такие, что для Ж2 G Х 2 и 
г G TV 

{ г*(ж2), если У(ж 2) = 0; 

г}{х2), если Г ( ж 2 ) ^ 0 ; (2.17) 

hi(x2), если Ж2 G P n+i-
Дальнейшие шаги процедуры аналогичны шагу 1 и 2. Опуская изло­

жение каждого шага, рассмотрим шаг £, Предположим, что продолжая 
двигаться к корню жо дерева игры, мы достигли позиций xt G Xt. Пусть 
функции r\~l\ Xt-i —> R\, i E N, определяют, какие выигрыши получа­
ют игроки i £ N после выполнения игроками if(xt-i) G Nf, xt~i G Xt-i, 
предписанных нами решений. 

Шаг t. Мы не будем затрагивать окончательные позиции из множества 
Xt П Р п +ъ потому что они могут быть рассмотрены точно так же, как 
в разделе 3.2. Определим решения игроков if e Nf в промежуточных 
позициях Xt \ P n+i« Пусть 

Y(xt) = Y1(xt)öY2(xt), (2.18) 

где 
Yi(xt) = {хе Z(xt)\ cf(xt) = 0 и i(xt) e Sf(x)} (2.19) 

Y2(xt) = {xeZ(xt)\cf(xt) = l и Sf(x)\Sf(xt)^$}. (2.20) 

Сначала обсудим случай, когда построение новых функций выигрыша не 
является необходимым. 

1) Допустим, что Y(xt) = 0 для всех позиций xt G i f \ Pn+i- Согласно 
функциям r\~l, i G N, если решение игрока if(xt) приводит игру в по­
зицию xt G Z(xt), то выигрыши, получаемые игроками if G Nf в конце 
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игры, будут равны J2ieSf(xt) r i X(st) ДОЯ игрока if = Sf{xt) и r}fc

 1 ( 2 t ) для 
игроков г/ = {jk}j к = 1,... , |5/(ж*)|, соответственно. Если Cf(xt) = 0, то 
в позиции #г делает ход игрок if = {г(ж^)} и мы предпишем ему выбрать 
позицию xt удовлетворяющую условию 

max г ' г \ ( ж ) = г ' г \ ( г * ) . (2.21) 

Если же Cf(xt) = 1, то в позиции ж* делает ход игрок if = Sf(xt). Мы 
предпишем ему выбрать позицию ж* из условия 

S , Е = Е <2-22> 
ieSf(xt) i£Sf(xt) 

2) Предположим, что для некоторой позиции ж* множество У(ж^) С 
Z(xt), состоящее из позиций, для которых выигрыш игрока if{xt) G iVy не 
определен, не пусто. 

Чтобы узнать решение игрока if(xt) в позиции ж*, для каждой позиции 
yt-i € Y(xt) рассмотрим кооперативную игру G/(y*-i, S/(y*-i)) |S/(yt_i)| 
лиц с х. ф. v/(y«-i , Л), Л С Sf(yt-i)> Выигрыш наибольшей коалиции в 
этой кооперативной игре равен 

V / ( y t _ 1 , 5 / ( y t _ 1 ) ) = rj-^tt-i). (2.23) 

Мы будем рассматривать вектор Шепли 

= (shli(yt-1),...,Sh{]Sf(yt_Jyt-1)), (2.24) 

где 
\S/(.Vt-i)\ 

Y Shf

ki(yt-1) = vf{yt-i,Sf{yt-1)), (2.25) 

как оптимальный дележ выигрыша коалиции Sf(yt-i). Тогда измененные 
выигрыши задаются на Xt-i функциями f* - 1: Xt-\ -> R\, i E N, где для 

G Z ( z t ) 

-t-i/ ч / Shi(xt-i)> е с л и a?«-i € y(œ«) и * e 
*"< (a*-i) = \ t-i, \ (2-26) 

^ (ж^-х), в противном случае. 

Если Cf(xt) = 0, мы предписываем игроку if(xt) = {i(xt)} выбрать 
позицию xt G Z(xt) из условия 

. ^ / W * ) = « W * « ) . (2-27) 

Если Cf(xt) = 1, в позиции же принимает решение игрок if(xt) = Sf(xt). 
Предписываем ему выбрать позицию ж* из условия 

„ g s j , S * W * ) = E * W * * ) - ( 2 - 2 8 ) 
JieSf{xt) iesf(xt) 



Значение динамических игр с частичной кооперацией 169 

В итоге, так как решения игроков if £ Nf были, определены для каж­
дой позиции xt G Xt, развитие игры Г/(жо) на каждом поддереве K{xt), 
xt G Xt, найдено. Кроме этого, на шаге t процедуры были построены функ­
ции v\\ Xt —^ R\, определяющие, какой выигрыш получат игроки i E N 
после принятия игроками if E Nf в позициях xt G Xt предписанных нами 
решений. Для i G N и Xt G Хт функция г\ задается следующим образом: 

{ г1~г{хг), если Y{xt) = 0; 

r^ixt), если Y(xt)ï®i (2 .29) 

hi(xt), если xt G Pn+i-
Продолжая спускаться по дереву игры K(XQ) К начальной позиции жо И 

последовательно определяя решения игроков if G Nf на оставшихся мно­
жествах Хт, т = t + 1,... ,Г , мы построим путь, который реализуется в 
игре Г при задании кооперативной функции / = ( Д , . . . , / п ) . Мы будем на­
зывать данный путь оптимальным путем частично-кооперативной игры 
Tf(xo) и обозначать его через ж(/). 

2 .1. Кооперативные игры 

Обсудим построение кооперативных игр Gf(x,Sf(x)), x G Y(xt). Ука­
жем метод построения х. ф. Vf(x,R), R С Sf(x), игры Gf(x, Sf(x)). 

При построении оптимального пути развития игры Г^ (жо) в разделах 
3.2-3.5 было определено поведение игроков if e Nf в каждой личной по­
зиции принятия решения. Такое поведение, как функция от текущих пози­
ций, называется стратегией. Обозначим через = (^ФЦ'), • • • » 
набор стратегий, определенных в разделах 3.2-3.5, приводящий к опти­
мальному пути x(f) игры Tf(xQ). Кооперативная игра Gf(x,Sf(x)) строит­
ся с помощью этих стратегий. Рассмотрим след фх(-) = (ф1х(')^ • • • > VuœC')) 
набора ф* на поддереве К(х). Для игроков i $ Sf(x) зафиксируем стра­
тегии ф*х(в) и рассмотрим подыгру Tf(x) игры Tf(xo), в которой выборы 
игроков i Sf(x) в их личных позициях зафиксированы в соответствии 
со стратегиями ф*х(-)- Таким образом, игра Г / ( ж ) есть игра между игро­
ками из коалиции Sf(x). Для каждой подкоалиции R С Sf(x) рассмо­
трим ассоциированную с Tf(x) игру с нулевой суммой Гя(ж, Sf(x)) между 
двумя игроками: коалицией R, являющейся максимизирующим игроком 
(выигрыш коалиции R равен сумме выигрышей игроков из Л), и коалици­
ей Sf(x) \R, являющейся минимизирующим игроком (выигрыш коалиции 
Sf(x)\R равен выигрышу коалиции R с обратным знаком). Можно пока­
зать, что выигрыш каждой коалиции R, определенный таким образом, не 
может превысить величины Vf(x,Sf(x)), поскольку по построению коали­
ция Sf(x) получает выигрыш Vf(x, Sf{x)), используя наилучшие ответные 
стратегии против стратегий ф*х{-) игроков i 0 5 / (ж) . Пусть Vf(x, R) будет 

значением игры Г#(ж, Sf(x)). С помощью выигрышей Vf(x,R), R С 5 / ( ж ) , 
вектор Шепли строится в игре Г / ( ж ) обычным способом. 
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3. Значение игры Г/(жо) 

Согласно процедуре, предложенной в разделе 3, мы получили выигры­
ши игроков i G iV, соответствующее оптимальному пути ж(/). Эти вы­
игрыши определяются как rf(xo), г G N. Мы будем называть вектор 
г(жо) = (г^(жо), . . . , г^(жо)) значением частично-кооперативной игры. 

П р и м e р 2. Рассмотрим позиционную игру Г с деревом игры K(XQ), 
изображенным на рис. 2. 

Здесь N = {1,2, 3,4, 5}. Личные позиции игрока 1 - позиции XQ и Ж9, 
игрока 2 - х\ и # 1 2 , игрока 3 - Ж4 и жхз, игрока 4 - х$ и Ж16, и игрока 5 -
#8 и #17 . Выигрыши записаны в окончательных позициях, причем в каж­
дом столбце верхнее число есть выигрыш игрока 1 и т.д. Предположим, 
что кооперативная функция / = (/i, • • •, / 5 ) имеет следующую форму: 
fi{xo) = 0, Л(ж 9) = 1, /2Od) = 0, / 2 ( а?1 2 ) = 1, / з Ы = 0, / 3 (я?1з) = 0, 
/ 4 ( ^ 5 ) = 0, / 4 ( ^ 1 0 ) = 0, f$(x$) = 0, / 5 ( ^ 1 7 ) = 1. Тогда множество игроков в 
игре Tf(xo) есть = | l , 2,3,4,5, { 1 , 2 , 5 } | . В Г/(#о) игрок 1 принимает 
решение в позиции #о, игрок 2 - в # 1 , игрок 3 - в # 4 и # 1 3 , игрок 4 - в # 5 
и #16 , игрок {1 ,2 ,5} - в жд, Ж12 и # 1 7 . Выигрыши игрока {1 ,2 ,5} G iV/ 
в Г^(жо) задаются суммой соответствующих терминальных выигрышей 
игроков 1, 2 и 5 в игре Г. 

Построим оптимальный путь частично-кооперативной игры Г/(#о). 
Процедура построения оптимального пути начинается в окончательных 
позициях Ж19 и Ж20 • Коалиционная структура в Ж19 и ж2о та же, что и в 
#17 , т.е. Sf(xir) = { 1 , 2 , 5 } , { 3 } и { 4 } . Тогда выигрыши для игроков из Nf в 
позициях #19 и # 2 0 задаются в виде троек (8,4,5) и (6,0,0) соответственно, 
причем первая компонента есть выигрыш игрока {1 ,2 ,5} , вторая - игро­
ка 3, и третья - игрока 4. В позиции хц игрок {1,2 ,5} делает ход налево, 
чтобы получить 1+2+5 — 8. Тогда rl(xn) = (1,2,4,5,5)* (знак * обознача­
ет транспонирование) и гг(хи) = (1,1,1,4,1)*. Так как r\(xn) > r\(xis)y 

то в позиции # 1 б для игрока 4 оптимальным является ход налево, чтобы 
получить 5 в # 1 9 . Тогда r 2 ( # i 5 ) = (1,1,3,1,1)*, r 2 (# i 6 ) = (1,2,4,5,5)*. Так 
как r | ( # i 5 ) < г | ( # 1 б ) , то в позиции #13 для игрока 3 оптимальным явля­
ется ход направо, чтобы получить 4 в # 1 9 . Тогда г 3 ( # 1 з ) = (1,2,4,5,5)*, 
r 3 ( # i 4 ) = (1,3,1,1,1)*. В #12 ходит игрок {1 ,2 ,5} . Для него оптимальным 
является ход налево, чтобы получить г\(#13) + r\(x\$) + г | ( # 1 з ) = 8. Тогда 
r 4 ( # i 2 ) = (1,2,4,5,5)*, г 4 ( # ц ) = (2,1,1,1,1)*. В хд решение принимает 
снова игрок {1 ,2 ,5} . Для него оптимальным является ход направо, чтобы 
ПОЛУЧИТЬ г | ( # 1 2 ) + г | ( # 1 2 ) + ^ ( # 1 2 ) = 8 В # 1 9 . 

В позиции #8 игрок 5 не принадлежит коалиции {1 ,2 ,5} и играет 
индивидуально. Однако его доля в предполагаемом выигрыше коалиции 
{1,2 ,5} не определена. Построим на поддереве К(хд) с начальной пози­
цией # 9 кооперативную игру Gf^xg, Sf(xg)>j, Sf(xg) = {1 ,2 ,5} . Фиксируя 
определенные выше решения игрока 3 в # 1 3 и игрока 4 в #16 , мы можем 
построить х. ф. Vf(xg,R), R С {1 ,2 ,5} . X. ф. Vf(xg,R) имеет следую­
щие значения: г>/(#9, {1 ,2 ,5}) = 8, Vf(xg, {1 ,2}) = 4, г>/(#9, {2 ,5} ) = 2, 
г;/(ж 9 ,{1,5}) = 3, г; /(ж 9 ,{1}) = 2, vf(xg,{2}) = 1, г;/(ж 9 ,{5}) = 1. Отсюда, 

вектор Шепли Shf(xg) = (sh{(ж9), S7i£(ж9), 5/i{(ж 9)) равен ( 3 | , 2§,2). То­

гда г 5 (ж 9 ) = (3 | , 2 | , 4 ,5 ,2 )* , г 5 (ж 9 ) = (2,1,1,1,1)*. В позиции ж8 для игро-
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ка 5 оптимальным является ход налево, чтобы получить коалиционную 
долю 2 в Ж19. Тогда г 6 (ж 8 ) = (3 | ,2 | ,4 ,5 ,2 )* , г б(ж 7) = (1,1,1,3,1)*. Срав­
нивая г|(жз) и г|(ж7), получаем, что в позиции х$ для игрока 4 лучше идти 
направо. Тогда г 7 (ж 5 ) = (3§, 2§,4,5,2)*, г 7(ж б) = (1,1,3,1,1)*. Игроку 3 
следует идти налево в а?4, чтобы получить 4. Тогда г 8 ( # 4 ) = ( 3 | , 2 | , 4,5,2)*, 
г 8(#з) = (1,2,1,1,1)*. В соответствии с заданной кооперативной функци­
ей / игрок 2 не кооперируется в позиции х\. Его доля в выигрыше коа­
лиции {1 ,2 ,5} определяется согласно вектору Шепли кооперативной игры 
Gf^xg,Sf(xg)Sj. Максимизируя собственный выигрыш, в х\ игрок 2 дол­
жен идти направо. Тогда r9(xi) = (3 | ,2 | ,4 ,5 ,2)* , г9(х2) = (2,1,1,1,1)*. 
Игрок 1 не кооперируется в позиции жо- Его доля в предполагаемом вы­
игрыше коалиции {1 ,2 ,5} равна rf(#i) = 3 | . Отсюда в XQ игроку 1 следует 
идти налево и г 1 0(жо) = (3 | ,2 | ,4 ,5 ,2 )* . В итоге в игре Г/(жо) оптималь­
ным путем является 

x(f) = {ж 0 , Жх,Ж4, Ж 5 , Ж 8 , Ж 9 , Ж12, Ж13, Ж1б, Ж17, Ж19} , (3.1) 

а значение игры равно 

ф о ) = (3.5,2.5,4,5,2). (3.2) 

З а м е ч а н и е 3. Рассмотрим обычную кооперативную игру G(XQ)} 

построенную на том же самом дереве К(хо) из рис. 2. Заметим, что путь 
х* = {жо,. • . , Ж19} , приводящий к наибольшему общему выигрышу в игре 
G(xo), совпадает с оптимальным путем x(f) игры Г/(жо). Таким образом, 
кооперация игроков 1, 2 и 5 на поддереве К(хд) достаточна для того, чтобы 
путь х* был бы реализован. Очевидно, что выигрыши игроков согласно 
значению V(XQ) игры Г^(жо) и оптимальному в некотором смысле дележу 
игры G(XQ) совершенно различны. Рассмотрим вектор Шепли Sh(xo) = 
( 4 | , 3 | , 3 | , 3 , 3 ) игры G(xo). Сравнивая компоненты игроков 3 и 4 в V(XQ) 
и Sh(xo), можно заметить, что игроки 3 и 4 теряют в выигрыше в случае, 
если они кооперируются. 

Изменяя кооперативную функцию / , получаем класс Гр(жо) всех час­
тично-кооперативных игр Г/(жо), которые могут быть определены на де­
реве К(хо). Представляется, что дележ наибольшего общего выигрыша 
в обычной кооперативной игре был бы более справедливым, если бы он 
строился с помощью значений T{XQ) игр Г/(#о) G TF(XQ). 
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