
рема 7 ) обобщается на случай анизотропных пространств Бесова для кото-
п 

рых все компоненты af вектора гладкости а меньше единицы и р > 2 а~ 1 ( р = оо) . 

Доказательство теоремы 7 сводится к теореме продолжения типа Уитни с 
помощью следующего результата. Пространство-Л^ а (С) , / = 0 , 1 , . . . , а £ ( 0 , 1 ] , 
состоит из функций, определенных на области G, для которых конечна норма 

1 /|| l e = sup|/(x)|+ sup I V ^ W - V ^ ^ I K ^ C x ^ ) , 

где V/ - градиент порядка / . 
Т е о р е м а 8. Пространство Al~ui (G) = ^L (G) , I е N, и A i ^ ( G ) = 

= В1**ж ( G ) , а £ (0, 1) , при / = 0, 1, 2 , . . . и операторы вложения изометричны. 
В заключение я выражаю благодарность проф. Ю.Г. Решетняку за внимание 

и поддержку и Перепелкину В.Г. за обсуждение результатов работы. 
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УДК 519.14 М А Т Е М А Т И К А 

Академик И.М. ГЕЛЬФАНД, В.В. СЕРГАНОВА 

О Б О Б Щ Е М О П Р Е Д Е Л Е Н И И М А Т Р О И Д А И Г Р И Д О И Д А 

В данной заметке мы предлагаем понятие (W, Р) -матроида, в которое как 
естественный частный случай входят обычно изучаемые матроиды и большой класс 
гридоидов (см. [6 , 7 ] ) . Это понятие с необходимостью возникло у нас при изучении 
геометрических и аналитических вопросов, связанных с общей теорией гипергео-
метрнческих функций [1] и стратов в компактных однородных пространствах G/P, 
на которых действует максимальный тор [ 2 - 4 ] . Нам представляется, что оно не­
сомненно имее! самостоятельный интерес в комбинаторике. 
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Пусть W — группа Кокстера, т.е. группа с множеством образующих R, за­
данная соотношениями: г2 = 1 для любого г Е R9 (rlr2)m ^ ' ' 2 * = 1 для любых 
г ь г 2 £ Д , г д е m(rur2) Е WU оо ( с м . [ 5 ] ) . 

Пусть w Е И/. Минимальное число сомножителей в разложении w = гх - . . . • гь 

где г,- Е R, называется д л и н о й элемента w и обозначется / ( w ) . Частичное упо­
рядочение Брюа на группе W определяется следующим образом: wx < w 2 , если 
существуют Si и s2 Е W такие, что w2 = siw1s2 и / ( w 2 ) = / ( s i ) + / (wj ) + l(s2). 

w 
С каждым w G W свяжем новое упорядочение на группе W так: Wj < w 2 , 

если w"* 1 ^! < w " ! w 2 . Очевидно, что введенное выше упорядочение Брюа совпа­
даете < . 

Пусть L — произвольное подмножество группы W. Элемент s G i назовем 
W 

w - м и н и м а л ь н ы м в L, если для любого и Е L s < и. Будем говорить, что 
п о д м н о ж е с т в о L С ^ у д о в л е т в о р я е т у с л о в и ю м и н и м а л ь ­
н о с т и , если для любого w Е W существует w-минимальный элемент в L. 

О п р е д е л е н и е 1. Ф л а г о в ы м ^ - м а т р о и д о м назовем пару 
(W, I ) , где W - группа Кокстера, а I - подмножество в W, удовлетворяющее 
условию минимальности. 

Множество L будем назьюать м н о ж е с т в о м б а з ф л а г о в о г о 
^ - м а т р о и д а . 

Пусть Р — произвольное подмножество в R. Через Wp обозначим подгруп­
пу в W, порожденную образующими из Р. Подгруппы WP называются параболичес­
кими подгруппами группы W. Обозначим через Wp множество левых смежных 
классов W/Wp. Пусть а Е Wp, тогда левый смежный класс а, рассматриваемый 
как подмножество в W, удовлетворяет условию минимальности. Для произволь­
ного класса а Е Wp через ocw обозначим w -минимальный элемент в а. Введем час-

W W W 

тичное упорядочение < на множестве Wp, положив а < 0, если OLW < 0 ^ . Тогда 
для произвольного подмножества L С Wp имеет смысл условие минимальности. 

О п р е д е л е н и е 2. (W, Р ) - м а т р о и д о м назовем тройку (W, Р, L), где 
W — группа Кокстера, Р С R — подмножество образующих, a L — подмножество 
в Wp, удовлетворяющее условию минимальности. Множество L назовем м н о ж е ­
с т в о м б а з д а н н о г о (W,Р)-матроида. 

Флаговый И^-матроид (W9 L) назовем ^ - и н в а р и а н т н ы м, если 
WPL=L. 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть W - группа Кокстера, Р С R. Естественная 
проекция W на Wp осуществляет взаимно однозначное соответствие между мно­
жеством Wp-инвариантных флаговых W-матроидов и множеством (W, Р)-матроидов. 

П р и м е р 1. Пусть W - Sn - группа перестановок множества In = { 1 , 
R состоит из транспозиций (/, / + 1 ) , / = 1 , . . . , п — 1, а Р =R \ \(к, к + 1 ) | . Тогда 
WP = {w Е W\ w(Ik) = Ik\. Покажем, что в этом случае определение (W, Р)-мат-
роида совпадает с определением обычного матроида для конечного множества. 

Множество Wp левых смежных классов группы W = Sn по подгруппе Wp 
естественно отождествляется с множеством Вк(1п) всех fc-элементных подмножеств 
в / „ . При этом отождествлении упорядочение Брюа в Вк(1п) имеет следующий вид: 
для любых A, Be Вк(1п), А = \ a l f . . . , ак\, В =\bl9... уЬк , где ах < . . . < ак, 
bi < . . . < Ък, А < В, если я/ < bt для всех / = 1 , . . . , к. Произвольный элемент 
w Е W задает новое линейное упорядочение в / „ : w ( l ) < . . . < н>(и), которое 

W 
определяет упорядочение < в Вк(1п). 
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Т е о р е м а 1. Пусть L С Bk(In) = Wp. Тройка (W, Р, L) является (W, Р)-
матроидом тогда и только тогда, когда L есть множество баз некоторого матроида 
на множестве 1п ранга к (см. [6]). 

П р и м е р 2. Выясним, как понятие гридоида с конечным алфавитом [7] 
связано с понятием (W, Pt) -матроида в случае, когда W = Sn, Рг = {(/ + 1, / + 2),... 
. . . , ( и - 1 , и ) } . 

Пусть задано некоторое множество букв S (алфавит). Мы будем рассмат­
ривать только случай | S \ < 0 0 и отождествлять S с 1п. С л о в о м назьюается про­
извольная последовательность букв из S. Длину слова а обозначим \а \. Произволь­
ный набор слов й назьюается я з ы к о м . Язык й назьюается г р и д о и д о м , 
если выполнены следующие условия: 

1)Ф€Я; 
2) любое слово а Е й не содержит повторяющихся букв; 
3) для любого а Е Й если а = 0 7 , то / З Е Й ; 
4) если а , 0 Е Й и | а | < 101, то существует х £ 0 такое, что осх £ й ; 
Из аксиомы 4) следует, что все максимальные слова гридоида й имеют 

одну и ту же длину, которая называется р а н г о м г р и д о и д а Й . Максимальные 
слова гридоида й назьюаются б а з а м и . 

Пусть й - гридоид с алфавитом 1п ранга /. Тогда множество L его баз ес­
тественно отождествляется с некоторым подмножеством множества левых смежных 

Pi Pi 
классов W . С другой стороны, по каждому подмножеству L С W 1 можно по-

л 
строить язык L, состоящий из всевозможных начальных отрезков слов из L. Л 

Т е о р е м а 2. а) Пусть L - множество баз (W, Р{)-матроида. Тогда L -
гридоид. 

б) Пусть й - гридоид ранга I с алфавитом 1п такой, что i Е й для любого 
i Е / „ . Тогда множество L баз гридоида й является множеством баз некоторого 
(W, Pj)-матроида. 

З а м е ч а н и е . Для произвольного множества Р = R\l(ki9 kx + 1),... 
. . . , (kmi km + 1) }, km < /, (W, Р/)-матроид является WP-инвариантным, если 
соответствующий ему гридоид вместе с каждым словом содержит все слова, полу­
ченные перестановкой букв с 1 по кх, с кг + 1 по к2 и т.д. Тем самым все матроиды, 
связанные с группой К о к с т е р а S n , являются гридоидами. 

П р и м е р 3. Пусть / „ = {1,.. . , п, 1*,. . . , п*\, и пусть в Jn задана инво­
люция * такая, что (/) * = i *, (/*) * = i. Подмножество А С Jn назовем и з о т р о п -
н ы м, если А П А* = ф. Множество всех изотропных подмножеств в / „ обозначим 
R (Jn), а множество Л>элементных изотропных подмножеств — Rk (Jn). 

Пусть L С Rk (Jn). Пару ( / „ , L) назовем с и м п л е к т и ч е с к и м м а т -
р о и д о м р а н г а м , если выполнены условия: 

1) для любых A, BGLnaGA\B существует Ъ ф В такой, что либо 
(А\\а\) U {г>}Е1,либо (A\{a,b*))U{a\b]eL; 

2) для любых А, В е L и b е В^(А U А*) существует а Е А такой, что 
(A\{a\)U{b\ EL. 

Множество L назовем м н о ж е с т в о м б а з м а т р о и д а (JniL). 
Пусть W — группа перестановок множества / „ , коммутирующих с инволю­

цией *, т.е. группа Вейля алгебр Ли sp(2ri) ио(2п+ 1). Тогда R состоит из переста­
новок rt = (/,'/ + 1).(Г, (i + 1)*), i = 1,...,л - 1, и транспозиции гп = (и, п*). 
Пусть Р = Д \ \гк\. Тогда Wp = jw 6 Ц/| w(Ik) = Ik\ и множество Wp естественно 
отождествляется с Rk (Jn). Линейное упорядочение на множестве / „ : 1 < . . . < п < 
< п* < .. .< 1* индуцирует частичное упорядочение mRk(Jn) так же, как в при­
мере 1. При отождествлении Rk(Jn) с Wp оно совпадает с упорядочением Брюа. 
Аналогично примеру 1, с. каждым w Е W связьюается свое упорядочение BRk(Jn). 
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Т е о р е м а 3. Пусть L С Rk(Jn) = Wp. Тройка (W, Р, L) является (W, Р)-
матроидом тогда и только тогда, когда L есть множество баз некоторого симплек-
тического матроида ранга к. 

Один из способов определения матроида М(1п) состоит в задании ранговой 
функции г: B(In) е с л и ! - множество баз матроида М(1п), то ранговая функ­
ция, этого матроида имеет вид г (А) = max \А П В\ (см. [ 6 ] ) . Оказывается, симп-

BGL 

лектический матроид допускает аналогичное определение. При этом роль булевой 
алгебры В(1п) играет семейство изотропных множеств / ? ( / „ ) , которое становится 
решеткой после добавления к нему максимального элемента 1 . Сопоставим каждому 
симплектическому матроиду ( / „ , L) ранговую функцию г: R(Jn) -+Z, положив 
г (А) = max \АПВ\. 

BGL 

Симплектический матроид ( / „ , L) назовем б е с п е т л е в ы м , если для лю­
бого аЕ Jn существуете Е L такое,что аЕА. 

Т е о р е м а 4. а) Пусть (/„, L) - беспетлевой симплектический матроид. 
Тогда его ранговая функция удовлетворяет условиям: 

1) 0 < г(А)< \А \ для любого А еЯ(/п)\ф; 
2) г(А)< г(В)приАС В\ 
3) r(A) + г (В) > г(А П В) + r(A U В) для любых А, В е R (/„) таких, что 

AUBER(Jn). 
б) Обратно, пусть г: R(Jn) -*Ъ удовлетворяет условиям 1 ) - 3 ) . Тогда г яв­

ляется ранговой функцией некоторого беспетлевого симплектического мат­
роида (Jn,L). 

З а м е ч а н и е . Решетка R(Jn) U 1 двойственна решетке граней п-мерного 
куба. Эта решетка может быть задана аксиоматически (см. [ 8 ] ) . По-видимому, 
с другими W-матроидами связаны другие интересные недистрибутивные решетки. 

П р и м е р 4. Симплектический матроид ранга к с множеством баз L на­
зовем о р т о г о н а л ь н ы м , если для любых Л Е L и а Е А таких, что (А\{ а }) U 
U \а*\ Е L существует b £ А, для которого (*4 \{я}) U \b\, (А\ { а\) U {b*\EL. 
Те же рассуждения, что в примере 3, показывают, что понятие ортогонального мат­
роида эквивалентно понятию (W, Р) -матроида, где W — группа Вейля алгебры Ли 
о(2п), a WP - ее максимальная параболическая подгруппа. 

Пусть 2 — система корней B R " С невырожденным скалярным произведе­
нием (•, •) (см. [ 5 ] ) , o~i,..., ап — система простых корней, W — группа Вейля 2 , 
т.е. подгруппа движений в порожденная отражениями относительно простых 
корней о 1 у . . . , ап. Как известно, W есть группа Кокстера, поэтому имеет смысл 
(W, Р) -матроид. 

Пусть P C { а х , . . . , оп\, Wp - соответствующая параболическая подгруппа. 
Рассмотрим точку сор Е R w , заданную условиями: 

(<^>, од = ( 1 при 0(£Р, 

(а/, а/) 10 при а /ЕР. 

Так как группа Wp является стационарной подгруппой точки с о р , то определено 
отображение р: Wp -+Rn

9 переводящее левый смежный класс w Wp в точку w (сор). 
Назовем его отображением момента. Любому подмножеству L С Wp сопоставим 
многогранник AL, равный выпуклой оболочке точек p(L). 

О п р е д е л е н и е 3. Многогранник AL, где L — некоторое подмножество 
в Wp, назовем г и п е р с и м п л е к с о м , если все его ребра параллельны векто­
рам из 2 . 

Т е о р е м а 5. (W, Р, L) есть (W, Р)-матроид тогда и только тогда, когда 
AL - гиперсимплекс. 

18 



w 
3 а м е ч а н и е. Упорядочение < на множестве вершин гиперсимплекса 

можно определить геометрически. Пусть CW - выпуклый конус в R", состоящий 
п 

из векторов у = 2 m{w(Oj) таких, что mf > О, / = 1 , . . . , п. Заметим, что Aw = 
/=1 W W 

= П (JU(W) - Cw). Зададим в R" частичное упорядочение < , положив х < у9 если 

у - х € C w . Ограничение этого порядка на множество ) вершин гиперсимп-
w 

лекса А ̂ р совпадает с упорядочением < на Wp. 
П р и м е р 1. Рассмотрим многогранник А ̂ , соответствующий максималь­

ному флаговому матроиду. Существует биекция между множеством его граней 
и множеством U Wp, причем размерность грани, соответствующей левому смеж-

PCR 
ному классу w Wp, равна | Р | . Многогранник А ^ называется комплексом 
Кокстера. 

При W = S3 Aw является правильным шестиугольником, при W = 5 4 Aw — 
полу правильный многогранник в R 3 с 24 вершинами, 8 шестиугольными и 6 квад­
ратными гранями. 

П р и м е р 2. Пусть М(1п) — некоторый матроид с множеством баз L. Каж­
дой базе BEL сопоставим точку Ьв с координатами (Ьв)% = 0, если / ф В, и 1, 
если / € В. Тогда гиперсимплекс А^ есть выпуклая оболочка точек 6 в . 

Пусть Мк (1п) - свободный матроид ранга к, т.е. L = Вк (1п). Соответствую-
п 

щий ему гиперсимплекс Ап^к С Л " задан ограничениями; 2 = 0 < xt < 1, 
/ < п. Многогранник АП)к рассматривался в [2, 9 ] , Отметим, что А п к есть выпук­
лая оболочка центров fc-мерных граней правильного (п — 1)-мерного симплекса. 

Рассмотрим матроид MF(In) заданный конфигурацией из всех семи точек 
проективной плоскости над полем F2 из двух элементов. Базами матроида MF(77) 
являются тройки точек в общем положении. Тогда соответствующий гиперсим­
плекс A F в R 7 задан условиями: 2 х( = 3, 0 < xt < 1, xt + xj + хк < 2, 

/ = i 
(/, /, к) ф L, имеет группу симметрии PGL (3 , F 2 ) . У него 28 вершин, 126 ребер, 
245 двухмерных, 238 трехмерных, 112 четырехмерных, 21 пятимерная грань. Ана­
логично можно построить серию многогранников с группой симметрии PGL (п, Fq). 

П р и м е р 3. Пусть ( /„ , L) - симплектический матроид ранга к. Тогда 
гиперсимплекс AL имеет своими вершинами некоторые из вершин куба Еп = 
= {х Е Rn | | Xf I < 1}, а ребрами - ребра куба Еп или диагонали его двухмерных 
граней. Симплектический матроид, построенный по AL , будет ортогональным тогда 
и только тогда, когда все ребра многогранника Аь являются диагоналями двухмер­
ных граней куба. 

П р и м е р 4. Отображение момента д можно определить для любой конеч­
ной группы Кокстера W, поскольку W порождена отражениями относительно конеч­
ного числа векторов в R" (см. [ 5 ] ) . Пусть W = Я 3 , т.е. W порождена образующими 
г\>ггсгъ и соотношениями (гхг2)5 = ( r 2 r 3 ) 3 = (гхгъ)2 = 1. Для максимальных пара­
болических подгрупп Wp С W имеем следующие гиперсимплексы: А р - додека­
эдр, если Р = {гъ, r2\,икосаэдр,еслиР = {гл,г2\,еслиР = {гх,гъ \, то А р - в ы п у к -
лая оболочка середин ребер икосаэдра. 

Пусть (W, Р, L) - некоторый (W, Р)-матроид. Подгруппа W С W, сопряжен­
ная некоторой параболической подгруппе группы W, называется с е п а р а т о р о м 
(W, Р)-матроида,если L С W а для некоторого aEL. 
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_ П р е д л о ж е н и е 2._Пусть W - сепаратор (W, Р)-матроида (W,_P, L), 
LCWwWp = Wd wWpW-1, L = l a w " 1 П W \OLEL\. Тогда (W,P, L) есть (М,Р)-мат-
роид. 

(W, P) -матроид назовем н е в ы р о ж д е н н ы м , если у него нет сепаратора, 
отличного от W. 

П р е д л о ж е н и е 3. Пусть W - группа Вейля, (W, Р, L) есть (W, F)-мат­
роид, a AL - соответствующий ему гиперсимплекс. (W, Р, L) невырожден тогда и 
только тогда, когда размерность гиперсимплекса AL равна числу образующих 
группы W. 
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УДК517.98 М А Т Е М А Т И К А 
В.И. ГОРБАЧУК 

О С У М М И Р У Е М О С Т И Р А З Л О Ж Е Н И Й 
П О С О Б С Т В Е Н Н Ы М Ф У Н К Ц И Я М С А М О С О П Р Я Ж Е Н Н Ы Х О П Е Р А Т О Р О В 

(Представлено академиком Н.Н. Боголюбов ым 17 VI1985) 

Пусть А > 0 — самосопряженный оператор в гильбертовом пространстве ф с 
дискретным спектром, {cjc}°^=1 - ортонормированный базис из его собственных 
векторов, — последовательность соответствующих собственных чисел, 
расположенных в порядке возрастания, при этом каждое собственное число берется 
столько раз, какова его кратность, и 2 Х Г Р < °° при каком-либо р > 0. В ра-

к:\КФ0 
боте рассматривается линейное топологическое пространство Ф г Э § , в котором 

оо 

каждый ряд 2 скек (ск G С 1 , С 1 - комплексная плоскость) сходится к элемен-
к = 1 

ту из Ф , являясь его рядом Фурье. В терминах роста коэффициентов Фурье описы­
ваются различные подпространства основных и обобщенных элементов из Ф ,

} свя­
занные с оператором А. Исследуется также суммируемость разложений в ряд Фурье 
по системе \ек \ к = 1 в банаховых пространствах из Ф' методом Абеля—Пуассона. 
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