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С помощью квантового аналога решений Флоке построены уравне­
ния Гельфанда - Левитана - Марченко для квантовой модели синус-
Гордон. 

ВВЕДЕНИЕ 

Со времени появлепяя пионерских работ по квантовому методу обрат­
ной задачи (КМОЗ) [1—3] этот метод непрерывно развивался, позволял: 
описывать новые квантовые вполне интегрируемые системы. Большое вни­
мание уделялось также решению принципиальных вопросов, возникаю­
щих в рамках самого КМОЗ. К числу важных достижений в этом направ­
лении следует отнести решение собственно обратной задачи (получение 
квантовых уравнений Гельфанда — Левитана — Марченко (УГЛМ)) для 
модели квантовое нелинейное уравнение Шредингера [4—6] и XXZ фер­
ромагнетика Гейзенберга [7]. До сих пор, однако, не удавалось получить 
УГЛМ для моделей с заполненным вакуумом. Решению этой задачи для мо^ 
дели синус-Гордон (СГ) посвящена настоящая работа. 

Модель СГ исследована в рамках КМОЗ в работе [3]. Типичная для 
моделей с заполнением вакуума, в частности для СГ, сложность состоит 
в необходимости объемного обрезания. Сначала рассматривается периоди­
ческая задача на отрезке длины L, а затем L устремляют к бесконечности. 
При этом поставить какие-либо граничные условия для полей на бьско-
нечности затруднительно. Это приводит к сложности с определением кван­
товых функций Йоста, необходимых для получения УГЛМ. Необходимо 
найти объект, являющийся аналогом функции Йоста для периодической 
задачи и дающий функции Йоста при L-*°°. В классическом методе об­
ратной задачи такой объект известен — это решение Флоко. Возникает воп­
рос, можно ли построить квантовый аналог решений Флоке вспомогатель­
ной линейной задачи? Положительный ответ на этот вопрос дан в работе 
[8] на примере модели «нелинейное уравнение Шредингера». В настоя­
щей работе будет построено решение Флоке для вспомогательной линей­
ной задачи в квантовой модели СГ. Затем в пределе L-^*> будут получены 
правильные определения функций Йоста, изучение аналитических свойств, 
которых позволит вывести УГЛМ. 

Работа состоит из пяти разделов и приложения. Первый раздел носиг 
вспомогательный характер, в нем приведены основные сведения о кван-
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товой модели С J'. Во втором, третьем и четвертом разделах приведено оп­
ределение и изучены свойства квантовых решений Флоке. В пятом разде­
ле получены УГЛМ. В приложение вынесены некоторые громоздкие фор­
мулы. 

1. КВАНТОВАЯ МОДЕЛЬ СИНУС-ГОРДОН 

В настоящей работе будет рассматриваться решеточный вариант мо­
дели СГ [9]. Рассмотрим цепочку из 4/V узлов с шагом А. Узлы нумеру­
ются целым числом п (— 2N+Kn^2N). Каждому узлу сопоставим L-one-
ратор: 

' /n:l/2(l+2rcos$qn)n~42, г!>(еаХп--е-«%п
+) \ 

nW \ г1/>(е-°%п--е«%п+), я Л 1 + 2 г с о з Ы я п ' / 2 / ' 

где ttn==exp{ip/v'4}, %•/ =ехр{±фдп/2}. Операторы рпч qn действуют в 
пространстве фп изоморфном L*(R ) и имеют канонические перестановоч­
ные соотношения [рт, qn] =—i8mn. Здесь r=mA/4, m — масса. В дальней­
шем будет использоваться параметр Y=P 2 / 8 . 

Оператор L2n(a)L2n-i\OL) имеет локальный вакуум 

.+*ч &>== ( l -2rcospf 2n 2n~ J J 8lq2n-q2n-i- / • B i 

(здесь используется координатное представление рп и qn). Элемент 2,1 
оператора LZn(a)L2n-i{^ обращается в нуль на Qn. Кроме того, Qn собст­
венный для элементов 1,1; 2,2 с собственными значениями а (а )=1+ 
+2rch(2a—q) и d(a)—1+2гch(2a+fy), соответственно. 

L-оператор удовлетворяет соотношению 

fl(a-p)(Ln(a)®Ln(P))-(/®Ln(P))(Ln(a)®/)JR(a--p), 
где 

/sh (a + iy) 
„ , ч / sh о: г sin V 
#(«) = , . г 

1 г sin 7 sh a 
\ sh (a + iy)/ 

Производящий оператор-функцией локальных законов сохранения явля­
ется след матрицы монодромии, определяемой следующим образом: 

TN(a)= П Z»(a) = U(a), D(a)h 
Собственные вектора следа матрицы монодромии т(а)=Л (а)+£>(а) ищут­
ся 'в виде 

(1) BQt)...B($n)Q, Й = Д ®Qn. 
n=-2JV + l 

Числа PJ удовлетворяют системе уравнений 
a(fr)\2N

 TTsh(pi-pk+ZT) <2>- Ш -Ц 
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Собственное значение оператора т(а) на векторе (1) есть 

о, »-(»)П shtK? +Д"(">П " ' У У • 
JUL sn(a—fo) А-*- sh(a—PJ) 

Решения системы (2) при больших N исследованы в работах [3, 10]. Ос­
новному состоянию модели СГ (физическому вакууму) соответствует ква­
зинепрерывное распределение $, с плотностью 

р(р) = J - f e - S h f c , ( j t 7 } , cos /сЛЛ, 

Л=- ln2 r ( l+Vl -4 r* ) - ' . 

Следуя [11], запишем Qphys в виде 

QPhyS=exp{4^VA j p(p)ln£(p+in/2)dp\ Q. 

В спектре модели имеются три сорта возбуждений — частицы, связанные 
состояния частиц, дырки. Оператором рождения частицы является 

Множители, содержащие оператор D, введены для нормировки. Подробно 
нормировка собственных векторов т(ос) изучена в [12]. Оператором рож­
дения связанного состояния т (т<[п/^]+1) частиц является 

(4) Мп+ (Р) = П в Р + у ( т - 2 / + 1)]Х 
. 7 = 1 

„ П [ Л(р + (п>/2)(т-2; + 1)) Г 1 
Х J i L a*" (p + (iy/2) (m - 2] + 1)) J 

т 

* «ч> {$ £ V f - « . , от u * (р'+' т ) * } х 
j = l 2 

Оператор 

50+(Р) = 
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"•'^-WHUT(^'-'Y)X 

рождает дырку. Плотность F»'($') равна 

А 

x-hf (M'+«f))] £ , 
/?==я/(я-1); 

плотность G$ (§') равна —#р(Р'), где R${$') —резольвента интегрально­
го оператора I+K с ядром 

Id s h ( a - p + q ) 
2я£ da sh(a—[J—iy) 

Второе слагаемое в (3) пропадает при N-*°° и 0< 1га а<я /2 . Поэтому 
£2Phys — собственный вектор оператора A (a) (0<Im а<я/2) с собствен­
ным значением 

(5) aYac(a)=a2^exp{2iVA[ p(p)ln ^ " ^ " ^ dd . 
I J sh(a—P) J 

Хорошо определенным при N-+°o будет оператор »5^(a)=-4(a)a'1ac (а), 
который имеет следующие перестановочные соотношения с 52m

+(j3), Э@+($) 
[1 ,3 ] : 

^ ( a ) ^ m
+ ( p ) - a m ( a - p ) ^ m

+ ( P ) ^ ( a ) , 

sh/?(а-^/2)-tsin(чтр/2) , ^ w , ., , 
sh /? (a—14/2) +1 sin (^mp/2) 

am(a)=—l, т=[л/ч1, [n / f l+ l ; 

Отметим, что оператор Ж+($) меняет заряд на —я/2у, чго неудовлетвори­
тельно со многих точек грения [3]. Для того чтобы получить незаряжен­
ное возбуждение, необходимо внести в вакуум две дырки и связанное со­
стояние ттг— [я/у], [ Я / Y J + I частиц, которое имеет заряд я/у и не вносит 
вклада в энергию. Операторы ^?т

+(Р), Ж+($) имеют следующие переста­
новочные соотношения: 

(6) ^ + (P l )^n + (^ )=^n(P l -P 2 )^n + (P2)^ W
+ (P l ) , 

^+ (Pl)^ i
f (p2)=5; i m (P 1 -P 2 )^m

+ (P 2 )^+ (P 1 ) . 

Множители Smn, Shh и Shm приведены в прилоя^ении. Расширим алгебру 
операторов 5?т

+, Ж+, добавив операторы уничтожения 31т Ж, которые за­
дадим их действием на пространстве состояний. Для этого, очевидно, доста­
точно задать действие операторов 52т, Кт< [я/у] — 1, Ж на вакуум и их 
перестановочные соотношения с $2т

+, Ж^, которые должны быть [14] 
согласованы с (6), Потребуем, чтобы &т{а)0>^&=Ж{а)0>ъъув==$1 

^ m ( P l ) ^ n + ( P 2 ) = ^ n ( P 2 - P l ) 5 ? n + ( P 2 ) ^ ( P l ) + 

+2ntg^^6mn6(p1-p2), 

359 



5»(Pi)5e„+(?»)=s5„fc(pa-p1)«n
+(p2)5»(Pi)» 

Отметим, что Мт
+, <5̂ + не сопряжены к i%m, Ж. Эрмитово сопряжение мы 

обозначаем звездочкой. Инволюция Z)(a)=4*(6t) позволяет получить соб­
ственные значения оператора D(a). 

2. КВАНТОВЫЙ Ж-ОПЕРАТОР И РЕШЕНИЕ ФЛОКЕ 

В классическом методе обратной задачи решением Флоке называется 
решение вспомогательной линейной задачи, собственное для оператора 
трансляции на период. Квантовым решением Флоке мы будем называть, 
следуя [8], собственный вектор оператора Тп(а)=Т-(п, а)Т+(п, а ) , где 

т ( \ т t \ г ( \ М - ( и , а ) , Я-(л, а) \ 
\ С_(гс, a ) , D-(n,a) I 

T+(n,a)=L2N(a)...L2n+i{a)= I ) . 
\ С+{п,a), D+{n,a) I 

Оператор Тп(а) действует в пространстве С 2®П®^П. Вектора из этого 
пространства мы обозначим двухкомпонентными столбцами, составленными 

из векторов пространства I I ®«£n. В работе [14] была введена произво-
п 

дящая функция квантовых М-операторов, которая для модели СГ выгля­
дит следующим образом: 

(7) Л?» (a, P)=tr2 ?n(a, р)=Л«(а, P)+f l „ (a, р), 
Тп(а, р) = - (Г+ (л, р) ®7) Д (р -а ) (Г- (и, Р) ®7) -
^ / Л п ( а , р ) , £ „ ( а , р ) \ 

\<?„(а,р),0„(а,р) / " 

Из определения (7) легко получить следующее выражение через элемен­
ты операторнозначных матриц: 

(Л?Лес, p ) ) l f l =sh(a -p - iT f ) ( ^_ ( f i , Ь)А+(щ р) + 
+В - (и , P)6\(iz, p ) )+sh(a -p ) (C- ( f i , P)B+(w, p) + 
+ D + ( n , p . ( n , | l ) ) , 
(Mn (a, p ) ) 1 | 2 =- is in7(S- (w, Р)7)+(и, Р ) + - М и , Р)Д+(п, р)), 

(Йл(а, P))2.«=sh(a-p)(4-(w, Р)Л+(л, P)+B-(w, Р)С+(и, p)) + 
+ s h ( a - p - ^ ) ( C . ( n f p)S+(rc, p)+7>+(*. Р)Л-(и, P)), 

. ( A n ( a , P) ) 2 ) 1 =-Js in T (C- (n , р)Л+ (и, Р)+7)-(д, P)C+(n, p)). 

Очевидно Йп(а, a)=~ism *{Тп(а), поэтому, для того чтобы найти собст­
венные вектора ГДа) , достаточно найти собственные вектора A?n(a, P). 
Последние можно искать [8] в виде 

Дл»(а,РДа))0, Q = ( 0 ) -
з • К . 
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При этом на р,-(а) получается система уравнений 

a(Pi(a)) 12N sh(a-p,(a)) т т вЬ(р,(а)-р»(а)+^) 
(8) 

Г a(PiWJ 1 " = эща-рда;; -1-г 

L d(fc(a))J вЬ(а-рДа)-1т) 1 1 s h C a - p ^ a ) - ^ ) i - J :Sh(^(a ) -p f t (a ) -q ) 

отличающаяся от (2) наличием множителя sh(a—Pj)/sli(a—J} —rf) в пра­
вой части. Аналогичные уравнения используются при изучении моделей с 
примесями типа модели Кондо [15]. 

Зададимся некоторым решением ({£Ь}) уравнений (2) при большом N. 
При этом fa будут распределены квазинепрерывно с плотностью р(р) + 

1 , я 
+ —р'(Р) п о прямой 1тр=г — . Плотность p'([J) описывает поляриза-

iV ^ 
ции вакуума, соответствующие частицам, связанным состояниям и дыр­
ками. Кроме того, некоторые fa (их число остается конечным при N-*o°) 
будут лежать вне этой прямой. Они соответствуют частицам и связанным 
состояниям. 

Исследование системы (8) при больших N приводит к следующему вы­
воду: по любому решению {fa} системы (2) строятся три решения (8), 
заданные в разных областях изменения ос. 

1. - я / 2 + 1 < 1 т а<д/2, чисел РДсс) столько же, сколько fa: 
1 г ch(a—fa—14) , / ч _ 0 1 Г. c M a - p r - a ) 

М ° ° ~ Р ' 4шЛГДрШ Г ch(a-fc) + 

-ft-^r(tfep')+f)-
2, л / 2 < 1 т а < я , чисел (Jj(a) на одно больше, чем fa: p0(cc)=a, 

т * AniNAp(fa) L ch(a-fc) 

С „ , Ч1 ch(a— B+w) T 1 

3. —я+27<1т «<—л/2+if, чисел р,-(а) на одно больше, чем [3/. |}<>(а) = 

ft' Pi 4ягЛГДр<р,) L ch(a-fc-2if) 

Через £(a, p) мы обозначаем следующую функцию: 

""•»-srh(-'*f(«-'-'f))-
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Ветвь логарифма выбрана так, что £(«, р)—>—74. В дальнейшем будет ис-
а->оо 

пользовано следующее свойство £(а, р): 

Б(а+их/2+Ю, р)-£(а+1л/2-Ю, р )=6 (р -а ) , 
£ (а-ш/2+*у-Ю, р ) - 5 ( а - ш / 2 + ^ + Ю , р )=6 (р -а ) , 

здесь Э(р—а) — функция Хевисайда. Изучение решений Флоке будет про­
должено в четвертом разделе работы. 

3. СВОЙСТВА ОПЕРАТОРОВ Вп(а, Р) 

Квантовые решения Флоке строятся с помощью операторов Bn(a, P) 
(см. (7)). Поэтому, для того чтобы изучить свойства решений Флоке, не­
обходимо прежде всего изучать операторы Вп(а, р). 

Первое важное свойство Вп(а, р) состоит в том, что они коммутируют 
при одинаковых а: Вп(а, Pi)Sn(a, p2)=Sn(a, p2)Bn(oc, p t). 

Легко получить следующее представление Вп(а, р) через элементы 
матриц Т+, Т-\ 

(£n (a, p))i , i«sb(a-p-iTf)4 + (i i, Р ) 5 - К p) + 
+sh(a-p) f i + ( / , , P)Z)-(w, P), 
(Д. (a, P)) i .2=-f sinvJ5+(n, Р)^-(#г, p)f 

(S„(a, p))2,2=sh(a-p).4+(^, Р)Я-(и, P) + 
+ s h ( a - p - r f ) S + K p)D-(^,p) , 
( f in(а, р ) ) 2 § 1 = - 1 8 т ^ + ( и , P)#- (A Р). 

Оператор ДДа, p) имеет две точки вырождения в проектор: а=Р и а = 

Bn (a, a) = - i sin Tf ( ^ ' ( " ' а ) ) ®(А+ (п, а ) , В+ (и, а ) ) , 
\D-{n,a) I 

(9) 

\ А+(п,а—iy I 
® (D- (п, а-if), -В- (п, а—Щ)). 

Можно формально обратить Вп(а, [}), воспользовавшись равенством 

(10) Вп(а, p)£„(a, p)=sh (а-р) sh ( o - H l f ) A ( P ) , 
где 

M$)=A+(n,fr)B-(n, $)А+(п, М т ) # - К p+i?) + 
+Д+(«, p)2)_(n, p)B+(n, p-iTf)D_(n, £+*?) + 
+2 сов чА+{п, $)В-(п, $)В+(п, p-i-j)Z)_(n, p+if); 
(5n(a,p)),.,=-sh(a-p)i4+(ra, М Т ) 5 - ( « , Р + ^ ) 4 -
+ s h ( a - M T ) f i + ( « . M T ) D - ( » . ?+I'Tf). 
(ЙДа, P))1,2=isinif5+(«, р-^)В_(га, p+if ) , 

(£»(a, p) ) , , ,=sh(o-MTf)^+(». М т ) 5 - ( и , Р + ' К ) + 
+sh(a-£)Z?+(", p-if)D_(re, p+if) , 
(£,,(a, p))M={siiiif4+(ra, р-гу)£>_(ге, p+fy). 
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Таким образом, оператор Ёп(а, (J)A~1(^)sh~1(a~^—ty)sh Ч06""?) являет­
ся обратным к ДДа , р). В следующем разделе нам понадобится равенство 

( И ) En(a,a-i1)A-i(a-i^ = (B~{.n,al) B~<(a)B~>(a-it)® 
\D-(n,a) / 

®(А+(п,а),В+(п,а)). 

Перечисленные свойства Вп(а, fa) позволяют назвать оператор Bn(a, 
Р) sli -1 (ее—р) квантовым множителем Бляшке — Потапова. Он имеет един­
ственный полюс в точке a=fa вычет в котором равен проектору (9). Об­
ратный оператор Ёп(а, fa) A ^ ^ s h - 1 ^ — p — г у ) имеет полюс в точке а = 
=4Й+^, вычет его в этой точке есть проектор (11). 

iy 
Рассмотрим набор из т чисел fa=$ (т+1—2/), / = 1 , . . . , т. Про-

изведение операторов В (fa) входит в оператор рождения связанного со­
стояния (4). Составим произведение 

(12) ТТ Д. (a, fo) = *Г(а ,Р ) 
1 1 sh (a - f c ) s h ( a - P i ) 

На первый взгляд произведение (12) имеет яг полюсов, однако можно по­
казать, что в силу равенства А+(п, а)В+(п, a—i^)—B+(n, a)A+(n,a—i"{) = 
=0 все полюса, кроме одного (в точке a=fa), сокращаются нулями чис­
лителя, т.е. введенный в (12) оператор В^ (а, fa не имеет сиигулярно-
стей. В точке a=fa этот оператор вырождается в проектор 

(13) B T ^ ^ f a ^ - i s m ^ ^ ^ ) Д B(fa)® 

®(А+(п,а),В+(п,а)), 
a = p - ( ^ / 2 ) ( m - l ) . 

Можно показать также, что оператор, обратный В^ (а, (5), имеет един­
ственный полюс в точке a=fain. Таким образом, при перемножении кван­
товых множителей Бляшке — Потапова с надлежащим образом сдвинуты­
ми р мы вновь получаем квантовый множитель Бляшке — Потапова. 

При выводе равенства (13) удобно пользоваться следующими тожде^ 
ствами, которые будут использованы в четвертом разделе: 

(А+(п, а ) , В+{п, a))Bv(a, fa=^sh(a-?>-^)B(fa!(A+(n1 а ) , 
В+(п, а ) ) , 
{D._(n, а-щ), -В-(п, а-ц))Вп(а, fa = 
=sh(a -p )# (P ) (Z) - ( r c , a -*y ) , - Я - ( и , а - * у ) ) . 

В заключение этого раздела приведем асимптотическую формулу для 
Вп(а, fa) при [}-> + «>. Оператор В (fa имеет следующую асимптотику: 
В (fa -> eTfiB-r Используя операторы 2?+, можно наплсать следующие 

3-»±эо 
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асимптотические формулы для Вп(а, 48): 

Вп(а,р) -»-ехр {+21уп} X 

О 

X 

{exv{+a±if\/2Qn} X 

xB±exv{+iY^2Qn} 

exp{±i(Qn±Q)Y У/2) exp{=fa + iY^/2Qn}x 

xB±exp{±iYy/2Qn}} 

Qn=2 ]H ( - l ) -V £=& 
fe=_2iV + i 

4. СВОЙСТВА КВАНТОВОГО РЕШЕНИЯ ФЛОКЕ ПРИ БОЛЬШИХ N 

Рассмотрим некоторое решение уравнений (2) при большом N—{$j}. 
Во втором разделе настоящей статьи говорилось, что любому такому ре­
шению соответствуют решения уравнений (8), заданные в разных облас­
тях изменения а. По каждому решению уравнений (8) строится кванто­
вое решение Флоке. Введем операторное решение Флоке, как двухком-

понентный вектор, составленный из операторов, действующих в 
п 

который сопоставляет собственной функции т(а) собственную функ­
цию Мп{а, (J): 

(14) F(к,а)о"1 (а) ТТВ(fo)Q=e-2i"h ^ [ ^ х 

Хехр { J—[In Вк(а, 0+W2)exp(ip(p+fai/2)ft) ]Х 
— оо Х£ (а -р) ф | ТТ В^*'^\ Q, - я / 2 + т < 1 т а<л /2 ; 

J XX sh(a—PJ) 

(15) F(k,a)o-'(a)Y[B(h)Q=exv{ip(a)k} В *< а ' а ) 
ismY(a(a)d(a))" 

во , 

Хехр | J — [lnfi fc(a,p+m/2)exp(ip(p+m/2)u)]X 

J XX sh(a—p,—q) \D-(k,a) I 
5 

Xexp { J—ln[B(p+Mt/2)exp(*p(p+fai/2)&)>< 
— oo 

X sh ( а - р - ш / 2 - J f ) ] g (a -p) dp } Д 5 (p,) Q, я / 2 < 1 т а < л ; 
i 

?№,а)г'(а)Дв(^= 
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^expiipia-iyk)-^-, — —— . 44JV X 
—i sin 7 {a (a—17) d (a—17))N 

— ln[4(a,p+fe/2)"exp"{ip(p+fei/2)A}]X 
—00 

Х С ( « - Р ) ^ Ш ^ = Й Г а - а (a~1^ ( АЖа-tt) ) X 

00 j 

Xexpj f—ln[B($+in/2)exp(ip($+in/2)k)sh(a-$-in/2)]X 
— 00 

X6(a-p)dp}TTjB(fc)Q, - я + 2 ^ < 1 т а < - я / 2 + ' у , 
i 

здесь введено обозначение exp(z-p(a))=a(a)/d(a). Через о (a) обозначим 
нормирующий оператор, удовлетворяющий равенствам 

л г D(a+m/2) l"1 

a ( a - t e / 2 + i T + « » - a ( a - t e / 2 + « T - « ) ) [ ^ ( a + f a / 2 ) J . 

a (a + fat/2 - Ю) = a (a + «я/2 + Ю) [ J f f i + ™J\ Г , <* 0 R. 
L a (a + ш/Z) J 

Подробно этот оператор описан в приложении. Все век гора типа Ш?((},)£2 
являются собственными для него. 

Пользуясь условиями на скачки функции £(a, (J) на прямых 1 т а = я / 2 , 
Im a=—jt/2+Y, можно доказать, что 

(16) F (ft, a + fai/2 — Ю) = F (ft, a + te/2 + iO), a б R, 

<17) F ( f c t a - t o / 2 + tT + tO) ffi + fa/^ = 
a (a + iJt/2) 

= F (ft, a — IJI/2 + 17 — *0)» a 6 R. 

Метод работы [5] позволяет получить равенство • 

где i?+ (a) — оператор рождения квазичастицы: R+ (a) =B (a) A'1 (a) X 
X(a(a)/d(a))N. Отсюда, используя равенство 

Г с/ , ч d ch(a—В—17) . Л 

^ dp en (a—P+2m 
получаем 
(18) F(ft, a+fat-iO) -A'1 (a+i«f)F(ft, a-fat+2^) = 

Xexp(^(p+m/2)f t )ch(a-p-^) ]S(a-p+m)d!p |a (a) . 
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Остановимся теперь на аналитических свойствах F(kt а). Рассмотрим 
сначала область — я / 2 + 7 < 1 т а < я / 2 , где F(k,a) задана соотношением 
(14). Очевидно, что правая часть (14) — аналитическая функция парамет­
ра а. У нее имеются полюса в том случае, если в состоянии HB($j)Q есть 
частицы, связанные состояния или дырки. Полюса, соответствующие час­
тицам и связанным состояниям, возникают из-за наличия сингулярных зна­
менателей sh(a—jij). Полюса, соответствующие дыркам, связаны с син­
гулярностью Вп~1 (а, р) (10). 

Рассмотрим состояние Й?, + (Р)/ (состояние / произвольно). Можно по­
казать, что имеет место следующее выражение для вычета F(к, a )52i+ (P) / 
в точке а = р : 

vesF(k, a)&l
+($)f=citg(4p/2)exip(-m(a)k)o3F(k, a + ш - Ю ) / , . 

<o(a)=p(a) + $Fa'($)p($+iii/2)dh 

c^exp^-f £(-$)—[lna^+in/2)]d$. 

Если подействовать операторнозначной функцией F(k. а ) на состоя­
ние i%w

+(P)/, т^ [я/'у] — 1, то правая часть (14) будет иметь, как это сле­
дует из (12), единствештый полюс в точке а=—1ч(т—\)/2+$. Вычет в. 
этом полюсе равен (13) 

resF(/c, a)&m
+($)f=cmtg(4mp/2)exv(-m($-i4/2(m-l))k)X 

Xo3F(k,$-i4(m-l)/2+iji)&t-i($+i4/2)f, 

c m = e x p / - j T Z(-$-i4(m-l)/2) — l n a w ( P + " t / 2 ) -

- £ ( - р + ш / 2 - i Y {m-1) /2) — In am_4 (p+£rt/2+q/2) 1 dp } . 

Появление операторов рождения связанных состояний с комплексными бы­
стротами обычно для УГЛМ в задачах с притяжением [(), 7 ] . Существует 
способ итераций УГЛМ, позволяющий избежать присутствия этих опера­
торов в окончательных результатах [6] . 

Наконец подействуем F(k, а) на состояние, содержащее дырку <5^+(Р)/. 
Пользуясь соотношениями (10), (11) можно получить следующий резуль­
тат: 

iesF(k, а)3ё+ (р)/=c f texp {-*©*(£)/Жсол(р+^)к}а3Х 
XF(k, с с + г я ) ^ + ( р + ^ - Ю ) / , 
a=$—iji/2+iY, 

(oh(a)=-p(a+in/2)+*Ga'(?>)p(?>+in/2)d$, 

с А - в х р | - | [ С ( - р - й 1 / 2 + ^ ) — - l n ( c h / ? p / c h 2 ( p P / 2 ) ) -

-С(ЧН-*я/2+*т)^ 

В областях я / 2 < 1 т а < я , — я + 2 ^ < 1 т се<—я/2+у оператор-функция 
F(&, a) аналитична и не имеет особенностей. Докажем эгс, например, для 
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области я /2<1т а < я , где действие F(k, а) на ILB($j)Q задается равен­
ством (15). Пользуясь коммутативностью операторов Вк(а, р), можно пе­
ренести Bh (а, а) в равенстве (15) направо; 

F(к, а) а (а) ПВ (р,) Q - exp | J—[In В» (а, р+ш/2) X 

X«p(ij>(p+W2)&)]5(a-p)dp}TT ^ ( a ' ^ х 
J.XX sh(a—0,—if) 

Xexp(fr(«)&). . В ; ( " ' ^ . . „ Q . JsmY(a(a)d(a))^ 

Рассмотрим прежде всего выражение 

(19) exp(^(a)/i:)Bft(a,a) д ^ 
ism^(a(a)d(a))N 

— I AJ ^i(a)^~4(a)exP(^(a) (&~~/))Й 
i=_2iV+i 

тде bj(a) — элемент 2,1 оператора L2j(a)L2j-i(a). В рассматриваемой обла­
сти |ехр(£р(а)) | < 1 , что обеспечивает хорошую сходимость суммы в пер­
вой компоненте (19) при А^о©. Норма операторов bj{a)d~x{a) ограниче­
на равномерно по /. Тем самым при Лт->оо выражение (19) — аналитиче­
ская в рассматриваемой области вектор-функция. В отличие от F(k, a) 
при .— я /2+у<1т а<я /2 , функция F(k, а ) , я / 2<1т а < я , не имеет осо­
бенностей, соответствующих сингулярным знаменателям. Все полюса на 
прямой Im а=я—у сокращаются в силу тождества А+(к, а)В+(к, a—iy) — 
—В+(к, а)А+(к, а—&^)=0. Поэтому при сгущении р разреза не возникает. 

Аналитичность F(k, a) в области —я+2у<1та<—я/2+у доказывает­
ся аналогично. 

5. КВАНТОВОЕ УРАВНЕНИЕ ГЕЛЬФАНДА — ЛЕВИТАНА —МАРЧЕНКО 

Все возбуждения в модели СГ незаряжены, поэтому в дальнейшем мы 
будем рассматривать только вторую компоненту F(k, a) (F2(k, ос)), ко­
торая не меняет заряда. Можно показать, что имеет место следующая 
«асимптотика: 

Fzik, a) >- ехр{±ПУ2 Qh} U±l, - я / 2 + т < 1 т а < я ; 

Рг{к, а) * ехр {±гУ^/2 (&-<?Уас)} U*\ 
а->±оо 

-n+2*(<Im а < - я / 2 + ^ , 
тде ^vac — заряд вакуума (собственное значение Q на QPhys). Оператор U 
сдвигает быстроты частиц в HB(fa)Q на (8iVAp(pi))"1. Есть несколько 
аргументов в пользу необходимости регуляризоватьехр{—£Уу/2(У опера­
тором U. Мы не будем приводить их здесь, отметим лишь, что U имеет сле­
дующее перестановочное соотношение с A (a): A(a)U=2xp(—i^/2)UA(a). 
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Наша цель состоит в том, чтобы выяснить, как действуют локальные 
операторы ехр{—iy2^Qk} на вакуум. Именно это необходимо для вычисле­
ния двухчастичной функции Грина. Поэтому, не выводя уравнений на 
F(k, а ) , что очень громоздко, мы ограничимся выводом уравнений обрат­
ной задачи для ковектора 

(20) f(k,a)=-Qvhvsexip(-iT/^/2Qk)F2(k,a), - л ; / 2 < 1 т а < я ; 

f(k, а) =Qphys ехр(—il/у/2 Qh)F2(к, а)avac (а—q)a2N(a—iy), 
—я+27<1т а < - л/2+7, 

где ахас(а—iy) — вакуумное собственное значение A(a-i^) (5). Из ра­
венств (16), (17) следует, что 

f(k, a+in/2+iO) =/(&, ct+m/2-Ю), 

/(&, a + iy — ш/2 + Ю) = /(Л, а — ш/2 + j> — Ю) ^ _ 1 ( a + ш/2)> 

Можно доказать следующее аналогичное (18) соотношение: 

(21) A-1 (a+*j) ехр {-iV^Ti <? J F2 (к, a-in+2i^+Ю) -

- ехр{-i1^/2Qh}F2(к, а+И1-Ю) = 

=^а-^А(а)Д+(а)ехр{-гУ ;у72 Qh}C-(k, a)X 

X ехр | J — 1п[#([Жя/2)ехр{ф(р+*я/2) A}ch(a -p -^ ) ] x 

X£(a-|H-ta)}o(a) f a6R. 

Подействовав обеими частями (21) на fi*hys , получаем f(k, а—ш-\-2щ-\-
+i0)—f(k, a-Кя—Ю)=0. Применение правой части (21) к Qphys дает нуль, 
поскольку в вакууме нет квазичастиц с вещественными быстротами, и, сле­
довательно, Q*hys Д+ (а) =0. 

Введем теперь новую ковектор-функцию g(k, a)=f(k, а)ф(а)С/~1. Опе­
ратор ф(а) аналитичен при Ima¥=—я/2+f и удовлетворяет тождеству 

Ф (a—wt/2+i7+i"0) =ф (a—in/2+i^—iO) s& (a+i л/2). 

Он подробно описан в приложении. Все вектора TLB (fa) Q являются соб­
ственными для ф(а). Если в состоянии TLB (fa) Q есть дырки с быстротами 
fa,..., fa, I четное, то собственное значение ф(се) имеет I полюсов в точ­
ках a=fa—in/2+i^—ДО, 5 = 1 , . . . , I, и следующие асимптотики: 

(22) ф (а) —* 1, ф (а) • ехр (72pZa). 

Функция g(k, а) периодична по а с периодом 2(тс—у). Она имеет особен­
ности, соответствующие частицам, связанным состояниям и дыркам, кото­
рые можно представить как скачки на прямых Liaa=—i/2^(m—l), m^= 
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= 1,. . . , [п/*{\ —1 и Im a=—n/2+4: 

g(k, a+iO)—g(k, a—iO)=—exp{—m(a)k}g(k, a+m)£F\(a), 
g(k, a-i4(m-l)/2+i0)-g(k, a-i^{m-l)/2-i0)== 
=exp{—m(a- v{ (m— l)/2)k}g(k, а—1ч(т—1)/2+т)£Гт(а)г 

1<т<[п/ч]-1; 

g (к, а — in/2 + iy + iO) — g (k, a — in/2 -f iy — iO) = 
= exp {— mh (а) к + icoh (a + iy) k) g (k, a + in/2 + iy) fh (a), 
aGR; 

где 
&~i (а) =С1ф"1 (a+in) 52i (a) ф (a), 

&~m (a) =cm<p-l(a-it (m-1) /2+in) &m-i (a+ty/2) X 
X&m(a)q>(a-i'{(m-l)/2), 
&~h (a) ^слф-1 (a+in/2+i4+i0),?e+ (а+14-Ю) X 
ХЖ (a) ф ( a - -wt/2+rf+Ю). 

Из (20), (22) следует, что g(/b, a) имеет следующие асимптотики: 

(23) g(k, a) —>Qp*8, g(A, a) ^ехр(-Л^<?А) *7~2 ехр{/?а^/2}, 

где Л̂Л — оператор, собственное значение которого на состоянии HB($j)Q* 
равно числу дырок в последнем. Перечисленные свойства g(k, а) позво­
ляют написать следующее представление: 

[Я/Vj-i оо 

(24) £(A,a)=QP*hy, + — £ J j ( a - ^ ( m - l ) / 2 ) X 
t n = i —00 

Xexp{-i(o(p-i ,r(' ra-1)/2)A;}g'(A;,p-q(m-l)/2+in)5 r
m(p)dp+ 

+ — - Гд?(а-р+й1/2-^)вхР{-*©А(Р)*+^А(Р+*Т)*}>< 2ni J 
—00 

где Ж{а) = (р'2) (cth (p/2)a— 1) — ядро Коши полосы — я-f 2'y<Im a<jt. 
Уравнение (24) представляет собой искомое УГЛМ. Решая (24), мы на-

* — 
ходим g(k, а) , а затем QPhys ехр{— il/2"{Qk} в соответствии с (23). Урав­
нение (24) решается итерациями. Проще всего дело обстоит с частицами, 
поскольку оператор ^~i(a) представляет собой специальным образом нор­
мированный оператор уничтожения частицы. Оператор 8Гт(а) уничтожа­
ет т-частичное связанное состояние с быстротой а и рождает нефизиче­
ское связанное состояние т—1 частиц с быстротой a+iv/2. Для итераций 
уравнения (24) в секторе, содержащем связанные состояния, необходимо 
использовать метод работы [6]. Оператор @~п(ос) уничтожает дырку с бы­
стротой а и рождает нефизическую дырку с^быстротой a+iy—iO. К сожа­
лению, автору пока не известен способ итерации уравнепия (24) в секто­
ре, содержащем дырки. Выяснению этого вопроса и подробному описанию 
итераций предполагается посвятить следующую работу. 
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В заключение я хочу выразить признательность Л . Д . Фаддееву , 
В . Е. Корепину и Н. Ю. Решетихину за полезные обсуждения и ряд в а ж ­
ных замечаний по содержанию настоящей работы. 

П Р И Л О Ж Е Н И Е 
Пользуясь тем, что F$ (р'), Gp'(JJ') зависят только от Р~Р', получаем следующие 

выражения для Smn, Smh, Shh: 
го n 

Smn(a)= TT TT 
JL± 1 1 shp(a-ij2i'\(m-n-2l+2k))-isiJiyp 

Smh(a)= TT-• J c o s ( ^ / 2 ) + s h / ? ( a - V 2 ^ ( w + l - 2 0 ) 
i cos(4p/2) -shp(a-i/2i4(™>+l-2l)) 

a oo 

5лл(а)=-ехр $2ni (*Су(0ИР-ш f Gp'(0)dp I . 

Операторы a (a), ф(а) зададим их собственными значениями на состоянии 
/=ГШ(Р;)Й ({PJ} -произвольное решение уравнений при W->°°). Пусть в состоянии 
/ есть 2 Л дырок с быстротами т 4 , . . . , Т2А, тогда 

2ft 

• expJ - t ( a -
sh/?(a—Tz + w2—if) I J 

P)X 

d 

dp 
X — - l n [ ^ ( p + m/2)cth/?(p-Ti) . . . c thp$-%i)]d$ | x 

d / dvac(P+wt/2) 
- f t ( a - P ) — In ( - -) dpi, 

- л / 2 + ^ < 1 ш а < я / 2 ; 

о (а )=ехр J - f t ( a - p ) — l n [ ^ , ( p + w t / 2 ) X 

X cth p (P-Ti) . . . cth p (p-T2i) ] # 1 X 

{ /• d / dvac(P+JJi/2) \ l 

J ^ dp \ d2"(p+wt/2) A *}% 

—jt+7<Ima<—я/2+i, л / 2 < 1 т а < я ; 
2A 

— — — — — l — exp J - — , f * ( o - p + t e № - l T ) X 

X l n [ ^ / ( p + Mi/2)cth(p/4) ( p - t i ) . . . cth(p/4) (р-т2*) ] # }* 
—я/2+^< Ima<j t ; 

П ехр V4^(a-T/ + W2—iy) r 1 * 

—— ' exp\ - - — \ J? (a -p4&t /2 -* T )* 
sh iUp((x— Т/ + Щ/2—ф V. 2яг J 

Z«=i 
X ln[^/(p+m/2)cth(^/4) ( p - t i ) . . . cth(p/4) (P~T2Z) ]<*P 1, 
- я + 2 у < 1 т а < - я / 2 + , у , 

тде Ж{а)=*{р/2) (cth (p /2 )a - l ) , J^ / (a) - собственное значение оператора si (а) на 
векторе /. 
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QUANTUM GELFAND — LEVITAN — MARCHENKO EQUATIONS 
FOR THE SINE-GORDON MODEL 

Smirnov F. A. 

Using a quantum analogue of the Floquet solutions, the Gelfand — Levitan — Mar-
chenko equations for the sine-Gordon model are obtained. 
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