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KLASSIFIKACI� GRUPPOVYH
PODSHEM GLn� SODER�AWIH
RASWEPIMY� MAKSIMAL�NY� TOR

�� Vvedenie

Osnovna� cel� danno� raboty � klassifikaci� gruppovyh
podshem GLn� soder�awih raswepimy� maksimal�ny� tor� nad
proizvol�nym polem�

Blizkie voprosy izuqalis� v bol�xom cikle rabot� inogda
da�e v bolee obwih kontekstah� A imenno� pust� G � raswepima�
reduktivna� gruppa nad polem k� B � borelevska� podgruppa v
ne�� T � raswepimy� maksimal�ny� tor�

V 	
�� godu M� Lazar opisal vse podgruppy v B nad algebra

iqeski zamknutym polem� normalizuemye T � V 	
�� godu A� Bo

rel� i �� Tits opisali �sm� ���� vse sv�znye zamknutye pod

gruppy v G� normalizuemye T � po
pre�nemu v predpolo�enii�
qto pole k algebraiqeski zamknuto�

V dal�ne�xem r�d avtorov rassmatrivali vozmo�nye obob

weni� �tih rezul�tatov na sluqa� proizvol�nogo pol� ili da�e
polulokal�nyh kolec� Tak� v 	
�� godu Z� I� Boreviq v pred

polo�enii� qto jkj � �� dokazal� qto vse abstraktnye prome�u

toqnye podgruppy v GLn�k�� soder�awie gruppu diagonal�nyh
matric� �vl��ts� algebraiqeskimi� V rabotah Z� I� Boreviqa
i N� A� Vavilova 	
���	
�	 godov �sm� naprimer� �	�� �ti rezul�

taty byli pereneseny na poqti proizvol�nye polulokal�nye
kol�ca� Pri �tom� koneqno� polinomial�nye uravneni�� oprede

l��wie prome�utoqnye podgruppy� byli zameneny na sravneni�
po modul�m sistem soglasovannyh idealov�

Parallel�no v 	
�
 godu G� Ze�tc poluqil opisanie ab

straktnyh podgrupp� soder�awih raswepimy� maksimal�ny�
tor� v gruppah toqek grupp Xevalle nad koneqnym polem� V
dal�ne�xem v rabotah N� A� Vavilova� E� V� Dybkovo� i O� Kin


Nasto	wa	 rabota vypolnena v ramkah proekta INTAS ��
��
�����

���



��� E� A� SOPKINA

ga �ti rezul�taty byli pereneseny vnaqale na drugie klassiqe

skie gruppy nad proizvol�nym polem i kommutativnymi polu

lokal�nymi kol�cami� a zatem i na iskl�qitel�nye gruppy Xe

valle nad beskoneqnymi pol�mi� Podrobny� obzor i obxirna�
bibliografi� po �to� tematike privedeny v rabotah N� A� Va

vilova ��� i ����

V poslednie gody interes k �to� tematike snova o�ivils� v
sv�zi s tem� qto vo
pervyh� bylo predlo�eno neskol�ko novyh
konceptual�nyh dokazatel�stv teoremy Boreviqa �A� V� �ko

vlev � A� A� Panin� N� A� Vavilov � M� �� Mitrofanov�� A
vo
vtoryh� E� V� Dybkovo� udalos� poluqit� nekommutativnye
analogi �to� teoremy v kontekste bakovskih unitarnyh grupp�

V nasto�we� rabote rassmatrivaets� obobwenie teoremy
Borel��Titsa v drugom napravlenii� A imenno� my poluqaem
polnoe opisanie prome�utoqnyh gruppovyh podshem GLn�

Soglasno teoreme Kart�e �sm� naprimer� v knige ��� 		����
nad polem harakteristiki nol� vse gruppovye shemy privede

ny� V �tom sluqae klassifikaci� sv�znyh gruppovyh nadshem
tora v reduktivnyh gruppah sleduet iz klassifikacii zamknu

tyh sv�znyh �v topologii Zariskogo� nadgrupp tora nad alge

braiqeski zamknutym polem� kotora� prodelana v klassiqesko�
rabote A� Borel� i �� Titsa ���� V harakteristike nol� sv�znye
podshemy parametrizu�ts� kvazi
zamknutymi mno�estvami�

Sluqa� pol� polo�itel�no� harakteristiki slo�nee� v �tom
sluqae shem znaqitel�no bol�xe� Podshemy reduktivnyh grupp
izuqalis� v rabotah K� Vencel� ��� 
� i F� Knopa ���� Odno� iz
osnovnyh motivaci� pri sozdanii nasto�we� raboty bylo �e

lanie obobwit� sledu�wie ih rezul�taty� V stat�e ��� K� Ven

cel� klassificiroval vse paraboliqeskie gruppovye podshemy
reduktivnyh grupp nad algebraiqeski zamknutym polem s ne

bol�ximi ograniqeni�mi na harakteristiku� V rabote F� Knopa
klassificirovany vse gruppovye podshemy SL��

Avtor vyra�aet gluboku� blagodarnost� N� A� Vavilovu za
postanovku zadaqi i interes k rabote� a tak�e vsem uqastnikam
seminara �Klassiqeskie gruppy� pod rukovodstvom N� A� Vavi

lova za poleznye obsu�deni��
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�� Formulirovka osnovnyh rezul�tatov

Pervy� i va�ny� xag klassifikacii vseh prome�utoqnyh
gruppovyh podshem zakl�qaets� v klassifikacii sv�znyh pro

me�utoqnyh gruppovyh podshem� kotora� sostoit v sledu�wem�

Teorema 	� Pust� k � pole harakteristiki p � �� n � l��� Suwe�
stvuet kanoniqeska� biekci� me�du vsemi sv�znymi gruppovymi
podshemami GLn� soder�awimi raswepimy	 maksimal�ny	 tor T �
i funkci�mi � 	 Al � N� f���g� udovletvor�
wimi neravenstvu

���� �� � min������ ������ ���

Dokazatel�stvo �to� teoremy budet privedeno v paragrafe ��
Osnovno� rezul�tat nasto�we� raboty � klassifikaci� vseh

prome�utoqnyh gruppovyh podshem� On opiraets� na teoremu 	
i zakl�qaets� v sledu�wem�

Teorema 
� Pust� k � pole harakteristiki p � �� n � l � �� Su�
westvuet kanoniqeska� biekci� me�du vsemi gruppovymi podshe�
mami GLn� soder�awimi raswepimy	 maksimal�ny	 tor T � i pa�
rami �W���� gde funkci� � 	 Al � N� f���g udovletvor�et nera�
venstvu

���� �� � min������ ������ ���

i W � nekotora� podgruppa gruppy Ve	l� W �Al�� soder�awa� vse
otra�eni� w� otnositel�no takih korne	 � � Al� qto ���� �
����� ��� i normalizu
wa� funkci
 ��

�tot rezul�tat budet dokazan v poslednem paragrafe�

�� Oboznaqeni� i predvaritel�nye zameqani�

Na prot��enii vse� raboty my imeem delo tol�ko s affinny

mi shemami� po�tomu slovo �affinna�� v slovosoqetanii �af

finna� shema� obyqno opuskaem�

My budem po opredeleni� sqitat�� qto x� � � dl� l�bogo
�lementa x proizvol�no� k
algebry�

��	� Funkcii � i gruppa Ve�l� W �Al��
Netrudno videt�� qto svo�stvo ��� vypolneno togda i tol�ko

togda� kogda �linii urovn�� funkcii �� mno�estva Sn � f� �
Al 	 ���� � ng �vl��ts� zamknutymi mno�estvami korne� dl�
vseh n ot nul� do beskoneqnosti vkl�qitel�no�
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Izvestno� qto vse raswepimye maksimal�nye tory v GLn�k�
sopr��eny� Po�tomu vo vseh dal�ne�xih rakssu�deni�h my bu

dem sqitat�� qto tor T � �to gruppa diagonal�nyh matric�

Togda my mo�em pisat� �ij� vmesto �� esli pozici� �ij� v ma

trice sootvetstvuet korn� � �t�e� pri � � ei � ej�� V dannyh
oboznaqeni�h sootnoxenie ��� mo�no perepisat� v vide

��ij� � min���il�� ��lj�� ����

dl� vseh razliqnyh i� j i l ot � do n� Krome togo� my budem
sqitat� ��ii� � �� Pri takom doopredelenii neravenstvo ����
vypoln�ets� dl� l�bo� tro�ki qisel i� j i l ot � do n�

My budem oto�destvl�t� gruppu Ve�l� W �Al� sistemy korne�
Al� gruppu vseh perestanovok qisel ot � do n i podgruppu matric�
soder�awih rovno odnu edinicu v ka�do� stroke i v ka�dom
stolbce i nuli na vseh ostal�nyh mestah� v gruppe GLn�R� dl�
l�bo� k
algebry R�

Pri �tom perestanovke w� perevod�we� �lementy �� 
� � � � n v
sootvetstvenno w���� w�
�� � � � w�n�� budut otveqat� �lement grup

py Ve�l�� perevod�wi� koren� �ij� koren� �w�i�� w�j��� a tak�e
matrica� v kotoro� na mestah �w�i�� i� sto�t edinicy� a na ostal�

nyh mestah sto�t nuli�

Gruppa W �Al� de�stvuet na mno�estve funkci� � 	 Al � N �
f���g� udovletvor��wih ���� posredstvom �w��� � ��w����� ili�
v drugih oboznaqeni�h� �w�ij� � ��w�i�� w�j���

��
� Podgruppy U�� V� i L��
Oboznaqim� v sootvetstvii s raboto� ���� qerez x� gomomor


fizm� otobra�a�wi� additivnu� gruppu Ga v podgruppu �le

mentarnyh transvekci� v GLn� otveqa�wih korn� ��

Pust� � � paraboliqeskoe mno�estvo korne�� My budem is

pol�zovat� sledu�wie oboznaqeni� dl� podgrupp GLn�k� i soot

vetstvu�wih im podshem� Gruppa L� opredel�ets� uravneni�mi
fxij � � pri �ij� �� �rg� gruppa U� opredel�ets� uravneni�mi
fxll � ��xij � � pri �ij� �� �ug� a gruppa V� opredel�ets� uravne

ni�mi fxll � ��xij � � pri �ij� � �g�

Otmetim� qto L� � G��r� � gruppa bloqno
diagonal�nyh ma

tric� gde bloki sootvetstvu�t razlo�eni� �r v summu nepri

vodimyh podsistem� Gruppy U� i V� poro�deny transvekci�mi�
otveqa�wimi korn�m iz �u i Aln� sootvetstvenno�
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�� Dokazatel�stvo teoremy �

Nasto�wi� paragraf celikom posv�wen dokazatel�stvu teo

remy 	�


�	� Opredelenie gruppovo� shemy G��
Opredelim shemu G�� sootvetstvu�wu� funkcii �� �to she


ma� predstavlenna� k
G�� � k
x��� � � � � xnn� t���tdet�xij� � �� xp
��ij�

ij �

��� Ubedims�� qto opredelenna� takim obrazom shema G� udovle

tvor�et uslovi� teoremy 	�

Lemma 	� Shema G� �vl�ets� sv�zno	 gruppovo	 podshemo	 GLn�
soder�awe	 tor T �

Dokazatel�stvo� Dl� togo� qtoby ubedit�s�� qto algebra k
G��
�vl�ets� faktoralgebro� Hopfa �t�e� qto ona predstavl�et grup


povu� podshemu GLn�� dostatoqno proverit�� qto I� � �xp
��ij�

ij � �

hopfov ideal v k
GLn� � k
x��� � � � � xnn� t���tdet�xij� � ��� �to de�

stvitel�no hopfov ideal� tak kak

��xp
��ij�

ij � �
nX
l��

xp
��ij�

il � xp
��ij�

lj �

	�xp
��ij�

ij � � t
X
�

����sign���xp
��ij�

�����
� � �
�
xp

��ij�

j��j�
� � � xp

��ij�

n��n�
�

gde summa berets� po vsem takim perestanovkam 
 � qto 
 �j� � i�

��xp
��ij�

ij � � ��

i iz sootnoxeni� ���� sleduet� qto

��I�� 	 I� � k
GLn� � k
GLn�� I��

	�I�� 	 I� i ��I�� � ��
Proverim� qto shema G� sv�zna� Soglasno utver�deni�m ���

i ��� knigi ���� dostatoqno pokazat�� qto privedenna� shema
��G��red�k nad algebraiqeskim zamykaniem pol� k sv�zna� No
posledn�� shema poluqena iz sv�zno� algebraiqesko� gruppy
G�S��� i potomu sv�zna�

To� qto G� soder�it tor T � oqevidno�
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�
� Redukci� k sluqa� algebraiqeski zamknutogo pol��
Teper�� qtoby dokazat� teoremu 	� nam dostatoqno proverit��

qto ka�da� sv�zna� gruppova� podshema G v GLn� soder�awa� T �
sovpadaet so shemo� G� dl� nekotoro� funkcii �� udovletvor�

�we� neravenstvu ����

Izvestno �sm� ��� 	����� qto vse gruppovye podshemy dan

no� gruppovo� shemy �vl��ts� zamknutymi podshemami� Pust�
A � k
G� � algebra Hopfa� predstavl��wa� G� Sformuliruem
utver�denie� kotoroe nam ostalos� dokazat�� na �zyke algebr
Hopfa�
Pereformulirovka� Pust� algebra A predstavl�et sv�znu�

gruppovu� shemu nad polem k i

k
GLn�� A� k
T �� ���

gde algebra k
GLn� � k
x��� � � � � xnn� t���tdet�xij� � �� predstavl�

et GLn� a algebra k
T � � k
x��� � � � � xnn� t���tdet�xij� � �� xij �
� pri i 
� j� predctavl�et ee gruppovu� podshemu T dia

gonal�nyh matric� Togda algebra A sovpadaet s algebro�

k
x��� � � � � xnn� t���tdet�xij� � �� xp
��ij�

ij � �� dl� nekotoro� funkcii

�� udovletvor��wimi neravenstvu ����
Pri rasxirenii osnovnogo pol� k do algebraiqeskogo zamy


kani� k svo�stvo ���� oqevidno� sohran�ets�� Bolee togo� esli A

predstavl�et sv�znu� gruppovu� shemu� to A � k to�e �sm� ���
�����

Predpolo�im teper�� qto teorema 	 dokazana v sluqae al

gebraiqeski zamknutogo pol�� Dokazatel�stvo v obwem sluqae
vytekaet togda iz sledu�we� lemmy�

Lemma 
� Pust� G i G� � zamknutye podshemy nekotoro	 alge�
braiqesko	 afinno	 shemy H nad polem k� Esli shemy G

k
i G�

k

sovpada
t kak podshemy H
k
nad algebraiqeskim zamykaniem k� to

i shemy G i G� sovpada
t�

Dokazatel�stvo� Pust� shema H predstavlena algebro� k
H�� a
podshemy G i G� predstavleny algebrami k
H��I i k
H��I� dl�
nekotoryh idealov I i I� sootvetstvenno� Togda shema Gk pred


stavlena algebro� k� �k
H��I� � k
H��k
H�I� i analogiqno shema
G�
k

predstavlena algebro� k
H��k
H�I�� Poskol�ku podshemy G
k

i G�
k

sovpada�t� my poluqaem k
H�I � k
H�I�� Ots�da

I � k
H�� k
H�I � k
H�� k
H�I� � I��
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poskol�ku vlo�enie k
H� 
� k
H� strogo ploskoe�

�ta lemma budet ispol�zovana tak�e v paragrafe � dl� svede

ni� teoremy � k sluqa�� kogda pole k algebraiqeski zamknuto�

Naqina� s �togo mesta i do konca paragrafa my predpolagaem
pole k algebraiqeski zamknutym�


��� Privedenna� podshema�
Pust� G � shema� udovletvor��wa� predpolo�eni�m teoremy

	� Rassmotrim privedennu� podshemu Gred� Izvestno� qto prive

denna� podshema gruppovo� shemy nad soverxennym �v tom qisle
nad algebraiqeski zamknutym� polem �vl�ets� gruppovo� �sm� ���
Ex� ����� i qto privedenna� podshema sv�zno� gruppovo� shemy
sv�zna �sm� ��� ����� Takim obrazom� Gred � privedenna� sv�zna�
gruppova� podshema GLn� soder�awa� tor T � nad algebraiqeski
zamknutym polem�

Vse takie shemy� soglasno ��� ���� sootvetstvu�t zamknu

tym sv�znym �v topologii Zariskogo� podgruppam GLn�k�� so

der�awim gruppu diagonal�nyh matric� Soglasno rezul�ta

tam raboty ���� na�dets� zamknutoe mno�estvo korne� S v
Al takoe� qto Gred � G�S�� To est�� my imeem k
Gred� �
k
x��� � � � � xnn� t���tdet�xij� � �� xij � � pri �ij� �� S��

Krome togo� v sisteme korne� Al mo�no vybrat� takoe parabo

liqeskoe zamknutoe mno�estvo �� qto S 	 � i Sr � �r� Ne umal��
obwnosti� mo�no sqitat�� qto � � A�

l � t�e� qto � soder�it vse
korni� sootvetstvu�wie pozici�m vyxe diagonali v matrice�


�
� Razlo�enie tipa Gaussa�

Lemma �� V predpolo�eni�h predyduwego punkta G � zamknuta�
podshema v U�L�V��

Dokazatel�stvo� Netrudno videt�� proizvedenie U�L�V� v de�

stvitel�nosti �vl�ets� pr�mym proizvedeniem U�� L� i V� kak
affinnyh shem� i k
U�L�V�� � k
GLn�f � gde mnogoqlen f � pro

izvedenie glavnyh minorov� prilega�wih k pravomu ni�nemu
uglu i soder�awih tol�ko celye bloki� sootvetstvu�wie raz

lo�eni� �r v summu neprivodimyh podsistem�

Takim obrazom� nam dostatoqno postroit� sootvetstvu�wee
otobra�enie k
GLn�f � k
G��

My imeem otobra�enie k
GLn�� k
G�� otveqa�wee vlo�eni�
shemy G v GLn� i otobra�enie k
G�� k
Gred�� otveqa�wee vlo�e

ni� shemy G v GLn� Oqevidno� Gred � G�S� � podshema v sheme
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G��� � U�L�� kotora�� v svo� oqered�� �vl�ets� podshemo� v
U�L�V�� �tomu vlo�eni� shemy Gred v shemu U�L�V� otveqaet
otobra�enie k
GLn�f � k
G��Nil�k
G��� Takim obrazom� my imeem
sledu�wu� kommutativnu� diagrammu�

k
GLn� ����� k
G�����y

T ����y�y
k
GLn�f ����� k
G��Nil�k
G���

Dl� postroeni� trebuemogo otobra�eni� nam dostatoqno pro

verit�� qto obraz mnogoqlena f pri otobra�enii k
GLn�� k
G�
obratim� No iz kommutativnosti posledne� diagrammy sledu

et� qto obraz f pri skvoznom otobra�enii k
GLn� � k
G� �
k
G��Nil�k
G�� � k
Gred� obratim� a znaqit� on obratim ewe v k
G��
t�k� faktorizaci� po nil�radikalu ne vli�et na obratimost��


��� Kul�minaci��

Lemma 
� V predpolo�eni�h punkta ��� vypolneno ravenstvo

G � �U� �G�L��V� �G��

Dokazatel�stvo� Dostatoqno pokazat�� qto dl� l�bo� kommu

tativno� k
algebry R s edinice� spravedlivo ravenstvo

G�R� � �U� �G��R� 
 L��R� 
 �V� �G��R��

Prava� qast� �togo ravenstva� oqevidno� soder�its� v levo��
t�k� soder�its� ka�dy� iz somno�itele�� Po�tomu dostatoqno
dokazat� lix� obratnoe vkl�qenie�

Po lemme � ka�dy� �lement x gruppy G�R� predstavl�ets� v
vide proizvedeni� udv� gde u � U��R�� d � L��R�� a v � V��R��
Bolee togo� my mo�em utver�dat�� qto v � V��Nil�R��� poskol�ku
Gred � G�S� 	 G��� � U�L��

My znaem� qto L� � podshema v G� po�tomu d � G�R�� Sledova

tel�no� �lement y � d��x le�it v gruppe G�R� i predstavl�ets�
v vide u�v� gde u� � d��ud � U��R� 	 U �R� i v � V��Nil�R�� 	
V �Nil�R���

Primenim k �to� situacii sledu�wu� teoremu 	 iz stat�i
���� �V oboznaqeni�h raboty ��� B�J� � podgruppa GLn� sosto�wa�
iz matric� pod diagonal�� kotoryh sto�t �lementy iz radikala
D�ekobsona J  D � gruppa diagonal�nyh matric��
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Teorema� Predpolo�im� R � kommutativnoe kol�co� poro�den�
noe gruppo	 svoih obratimyh �lementov R�� i suwestvu
t dve
edinicy �� � � R� takie qto � � �� � � �� � � �� �� � � tak�e obra�
timy� Esli matrica x � B�J� predstavlena v vide x � udv� gde
u � U� d � D� v � V �J�� to u i v soder�ats� v gruppe hD�xDx��i�
poro�denno	 D i xDx���

V rassmatrivaemo� nami situacii uslovie suwestvovani�
�lementov � i � vypolneno� tak kak kol�co R soder�it v kaqestve
podkol�ca beskoneqnoe pole k� Uslovie �e o tom� qto kol�co R
dol�no poro�dat�s� kak gruppa svoimi obratimymi �lementa

mi� obwee dl� teorem �� 
 i � raboty ���� ne ispol�zuets� pri
dokazatel�stve teoremy � raboty ���� i �vl�ets� v danno� situa

cii lixnim� Takim obrazom� utver�denie teoremy � ���� vypol

neno� tak qto matricy v� u�� a sledovatel�no� i u le�at v G�R��
qto i trebovalos��


��� Postroenie funkcii ��
Izvestno� qto U� �

Q
���u

x��Ga� i V� �
Q

��Aln�

x��Ga�� gde por�


dok somno�itele� soglasovan s vysoto� korne�� priqem proizve

deni� v de�stvitel�nosti sut� pr�mye proizvedeni� affinnyh
shem� Ispol�zu� utver�deni� � i � raboty ���� poluqaem

U� �G �
Y
���u

�x��Ga� �G�� V� �G �
Y

��Aln�

�x��Ga� �G��

Takim obrazom� my imeem

G �
Y
���u

�x��Ga� �G� 
L� 

Y

��Aln�

�x��Ga� �G� �

�
Y
���u

x���p���� � 
 L� 

Y

��Aln�

x���p���� �

dl� nekotoryh znaqeni� ����� poskol�ku �pn � vse vozmo�nye
sv�znye gruppovye podshemy Ga� Poslednee ravenstvo oprede

l�et znaqeni� funkcii � na korn�h iz �u i Aln�� Na ostavxihs�
korn�h� obrazu�wih mno�estvo �r� opredelim znaqeni� � rav

nymi beskoneqnosti�



�
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��� Poslednie proverki�

Lemma �� Postroenna� v predyduwem punkte funkci� � udovle�
tvor�et svo	stvu ��� i G � G��

Dokazatel�stvo� Rassmotrim proizvol�nye korni � i � iz Al�
summa kotoryh tak�e �vl�ets� kornem� i poka�em� qto dl� nih
vypolneno neravenstvo ���� Voz�mem v kaqestve k
algebry R al


gebru k
a� b���ap
����

� bp
����

�� Oqevidno� x��a� i x��b� le�at v G�R��
Tak kak G�R� ! gruppa� kommutator 
x��a�� x��b�� � x�����ab� le


�it v G�R�� Ots�da �ab�p
������

� �� i neravenstvo ��� vypolneno�
Ostalos� proverit�� qto G � G�� Iz punkta ��� nam izvestno�

qto

G �
Y

��A�
l
n�r

x���p���� � 
 L� 

Y

��A�
l
n�r

x���p���� ��

Zametim� qto k sheme G� primenimy lemma �� a tak�e utver

�deni� � i � raboty ��� �potomu qto G� sv�zna� �G�� red tak�e
�vl�ets� podshemo� G� i L� le�it v G��� To est��

G� �
Y

��A�
l
n�r

x���p���� � 
 L� 

Y

��A�
l
n�r

x���p���� �

dl� nekotoro� funkcii �� Dostatoqno pokazat�� qto � � �� Iz
poslednego razlo�eni� vidno� qto ���� � n v tom i tol�ko v
tom sluqae� kogda x���pn� � zamknuta� podshema G�� A iz opre

deleni� G�� toqnee� iz opredeleni� predstavl��we� ee algebry
Hopfa v punkte ��	� vidno� qto x���pn� � zamknuta� podshema G�

v tom i tol�ko v tom sluqae� kogda ���� � n� Ots�da my polu

qaem � � ��

�ta lemma zaverxaet dokazatel�stvo teoremy 	�

�� Vyqislenie normalizatora

Nasto�wi� paragraf celikom posv�wen dokazatel�stvu teo

remy ��

��	� Redukci� k sluqa� algebraiqeski zamknutogo pol��
Poka�em� qto nam dostatoqno klassificirovat� shemy nad

algebraiqeski zamknutym polem� De�stvitel�no� esli G � grup

pova� podshema GLn� soder�awa� T � to G

k � taka� �e gruppova�
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shema� Soglasno lemme �� po sheme Gk shema G opredel�ets� od

noznaqno� Takim obrazom� zaverxiv klassifikaci� shem nad al

gebraiqeski zamknutym polem� nam dostatoqno budet ubedit�s��
qto vse postroennye nami v kaqestve otveta gruppovye shemy
opredeleny nad ishodnym men�xim polem k� Po�tomu vs�du v
�tom paragrafe� krome punktov ���� ��� i ���� v kotoryh proiz

vodits� postroenie shem GW�� my sqitaem pole k algebraiqeski
zamknutym�

��
� Postroenie funkcii � i gruppy W �
Rassmotrim proizvol�nu� �ne ob�zatel�no sv�znu�� gruppo


vu� podshemu G v GLn� soder�awu� T � Kak izvestno �sm� ���
����� komponenta sv�znosti edinicy G	 �vl�ets� sv�zno� grup

povo� podshemo� G� Krome togo� G	 � normal�ny� delitel� G
�po ��� ����� i G	 soder�it T �t�k� tor T sv�zen�� Po�tomu po te

oreme 	 my imeem G	 � G� dl� nekotoro� funkcii �� Opredelim
gruppu W kak pereseqenie grupp G�k� i W �Al��

Lemma �� Dl� opredelenno	 takim obrazom pary �W��� vypolne�
no G�k� � WG��k��

Dokazatel�stvo� Rassmotrim toqki shemy G nad osnovnym po

lem k� Pust� g � G�k�� Togda g��T �k�g � raswepimy� maksimal�

ny� tor� priqem tak kak G	�k� normal�na v G�k�� tor g��T �k�g so

der�its� v G��k�� Vse maksimal�nye raswepimye tory sopr��e

ny v algebraiqesko� gruppe G��k� nad algebraiqeski zamknutym
polem k �sm� ��� 	"���� po�tomu na�dets� �lement h v G��k� tako��
qto h��g��T �k�gh � T �k�� otkuda gh soder�its� v normalizato

re tora NT �k� � W �Al�T �k�� To est� gh � wt� gde w � W �Al� i
t � T �k�� Takim obrazom� l�bo� �lement g iz G�k� predstavl�et

s� v vide proizvedeni� wu� gde w �W �Al� i u � th�� � G��k�� To
est� G�k� 	 W �Al�G��k� i G�k� � WG��k�� gde W � G�k� �W �Al��
qto i trebovalos��

���� Svo�stva postroenno� pary �W����

Lemma �� Postroenna� v predyduwem punkte para �W��� udo�
vletvor�et uslovi�m teoremy 
� a imenno� funkci� � 	 Al �
N� f���g udovletvor�et neravenstvu

���� �� � min������ ������ ���

a W soder�it vse otra�eni� w� otnositel�no takih korne	 � �
Al� qto ���� � ����� ��� i normalizuet funkci
 ��
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Dokazatel�stvo� Oqevidno� postroenna� v predyduwem punkte
funkci� � udovletvor�et svo�stvu ���� a gruppa W soder�it vse
perestanovki W �G��k� � W �Sr���

Proverim teper�� qto W normalizuet �� Zametim sperva�
qto W � zamknuta� podgruppa v GLn� a potomu my mo�em ras

smotret� sootvetstvu�wee e� kol�co regul�rnyh funkci� k
W ��
�vl��wees� algebro� Hopfa� i affinnu� gruppovu� shemu� ko

toru� oboznaqim 
W �� My znaem� qto W � zamknuta� podgruppa
G�k� � Gred�k�� i poskol�ku nad algebraiqeski zamknutym polem
privedenna� shema opredel�ets� svoim znaqeniem na osnovnom
pole �sm� ��� ��� i ����� my imeem s�r#ektivny� gomomorfizm
algebr Hopfa k
G� � k
Gred� � k
W �� t�e� 
W � � zamknuta� pod

shema G�

Rassmotrim znaqeni� shem 
W � i G na proizvol�no� k
algebre
R� Oqevidno� vse matricy perestanovok� le�avxie v gruppe W �
le�at i v 
W ��R�� Sledovatel�no� oni le�at i v gruppe G�R� i
normalizu�t podgruppu G��R�� No zametim� qto dl� l�bo� ma

tricy perestanovki w � W spravedlivo G��R� � w��G��R�w �
G�w�R�� Poskol�ku �to verno dl� l�bo� k
algebry R� my za

kl�qaem� qto G� � G�w � i � � �w� t�e� w normalizuet �� qto i
trebovalos��

��
� Edinstvennost��

Lemma �� Postroenna� v punkte ��
 para ���W � odnoznaqno opre�
del�et ishodnu
 gruppovu
 shemu G�

Dokazatel�stvo� Predpolo�im� qto na�dets� ewe odna gruppo

va� shema G� s tako� �e komponento� sv�znosti G� i podgruppo�
perestanovok W � G��k� � W �Al�� Ne umal�� obwnosti� mo�no
sqitat�� qto odna iz �tih gruppovyh shem �ska�em� G�� soder

�its� v drugo�� De�stvitel�no� pereseqenie �tih dvuh podshem
budet po
pre�nemu imet� komponentu sv�znosti G� i podgruppu
perestanovok W � �G��k� �G�k�� �W �Al��

Po lemme � my imeem G�k� � WG��k� � G��k�� Ots�da� po

skol�ku pole k algebraiqeski zamknuto� Gred � G�

red i �	G �
�	Gred � �	G

�
red � �	G

��
Krome togo� izvestno� qto nad algebraiqeski zamknutym po


lem otobra�enie G �� �G s�r#ektivno na toqkah� Po�tomu dl�
l�bo� k
algebry R my imeem

G��R� 
� G��R� 
� G�R�� �	G�R��
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to est� podgruppa G��R� v gruppe G�R� pri otobra�enii G�R��
�	G�R� s�r#ektivno otobraets� na obraz �	G�R� i soder�it
�dro G��R� �togo otobra�eni�� Ots�da gruppy G�R� i G��R�
sovpada�t� a v silu proizvol�nosti k
algebry R� sovpada�t i
shemy G i G��

���� Shema 
W � normalizuet G��
S �togo punkta my naqinaem postroenie gruppovo� shemy

GW�� sootvetstvu�we� danno� pare �W���� i proverku togo� qto
�to i est� trebuema� shema�

V �tom i sledu�wem punktah� neobhodimyh dl� opredeleni�
gruppovo� shemy GW�� my ne predpolagaem pole k algebraiqe

ski zamknutym� Netrudno prosledit�� qto predlagaema� ni�e
konstrukci� invariantna otnositel�no rasxireni� osnovnogo
pol��

Dl� postoeni� nam potrebuets� sledu�wi� fakt� kotory� my
budem prover�t� na prot��enii nasto�wego punkta�

Lemma �� Esli podgruppa W gruppy Ve	l� W �Al� normalizuet
funkci
 �� to sootvetstvu
wa� gruppe W podshema 
W � v GLn
normalizuet shemu G��

Dokazatel�stvo� Rassmotrim znaqeni� �tih shem na proizvol�

no� k
algebre R i poka�em� qto 
W ��R� normalizuet G��R��

Zametim sperva� qto vse �lementy 
W ��R� udovletvor��t tem
�e algebraiqeskim uravneni�m� qto i �lementy podgruppy W v
GLn�k�� A imenno� uravneni�m x�ij � xij dl� vseh par �i� j�� urav

neni�m xijxlj � � i xijxil � � dl� vseh troek �i� j� l� s i 
� j i urav


neni�m
nP
i��

xij �
nP
i��

xji � � dl� vseh i �takim uravneni�m udovle


tvor��t vse �lementy gruppy Ve�l� W �Al��� a tak�e nekotorym
drugim uravneni�m� vydel��wim podgruppu W v gruppe W �Al��

Iz �togo� v qastnosti� sleduet� qto ka�da� stroka ili stol

bec proizvol�no� matricy w iz 
W ��R� costoit iz poparno or

togonal�nyh idempotentov� v summe da�wih edinicu� Obratno�
k tako� matrice w � �wij�i�j budet� oqevidno� ee transponirovan

na� matrica �wji�i�j�

Rassmotrim proizvol�nu� matricu a � �aij�i�j iz G��R�� so

pr��em ee matrice� w� i poka�em� qto poluqenna� matrica
budet tak�e le�at� v G��R�� t�e� udovletvor�t� uravneni�m
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����� Pri sopr��enii my poluqim matricu �
P
l�m

wilalmwjm�i�j� po


�tomu sootnoxeni�� kotorye neobhodimo proverit�� ime�t vid

�
P
l�m

wilalmwjm�
p��i�j� � �� Poskol�ku harakteristika osnovnogo po


l� ravna p� my mo�em raskryt� v nih skobki�
X
l�m

wila
p��i�j�

lm wjm � ��

Zametim� qto proizvedenie wilwjm ravno nul� vsegda� za is

kl�qeniem� byt� mo�et� togo sluqa�� kogda v gruppe W na�dets�
taka� matrica w�� qto na ee pozici�h �il� i �jm� odnovremen

no sto�t edinicy� Sootvetstvu�wa� �to� matrice perestanov

ka� kotoru� my tak �e budem oboznaqat� qerez w�� takova� qto
w��i� � l i w��j� � m� Tak kak vse �lementy W normalizu�t
funkci� �� my imeem v �tom sluqae ��ij� � ��lm�� Iz �togo my
zakl�qaem� qto esli wilwjm 
� �� to ��ij� � ��lm�� i poskol�

ku matrica a le�it v gruppe G��R�� to ee �lement alm dol�en

udovletvor�t� sootnoxeni� ap
��ij�

lm � ap
��lm�

lm � �� Takim obrazom�
vse slagaemye v sootnoxeni�h� kotorye nam neobhodimo bylo
proverit�� nulevye�

���� Opredelenie gruppovo� shemy GW��
Pust� W i G	 � gruppovye podshemy nekotoro� algebraiqe


sko� gruppovo� shemy G� priqem shema G	 sv�zna� a shema W
�tal�na i normalizuet shemu G	� Opredelim proizvedenie �tih
shem � podshemu WG	 � kak obraz pri skvoznom otobra�enii

W � G	 
� G � G
mult
�� G� Dl� predstavl��wih �ti shemy algebr

Hopfa my budem imet� sledu�wu� kommutativnu� diagrammu�

k
G�



����� k
G�� k
G�����y�y

����y�y
k
WG	� 
����� k
W �� k
G���

Lemma 	�� Opredelenna� takim obrazom shema WG	 �vl�ets�
gruppovo	� priqem ee komponenta sv�znosti edinicy WG	 ravna
G	�

Avtor budet priznatelen tomu� kto uka�et rabotu� v kotoro�
privedeno dokazatel�stvo �togo standartnogo fakta�
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Primenim opisannu� vyxe konstrukci� i lemmu k naxe� si

tuacii� t�e� k podshemam 
W � i G� v GLn� i oboznaqim proizvede

nie �tih shem qerez GW�� Kak algebra k
W � izomorfna pr�mo�
summe neskol�kih �kzempl�rov pol� k� Po�tomu my imeem izo

morfizm k
algebr

k
W �� k
G�� � �
w�W

k
GLn��Iw��

gde Iw� � �xp
��ij�

w�i�j �� pri �tom gomomorfizm

k
GLn� �� �
w�W

k
GLn��Iw�

sostoit iz proekcie� na ka�doe slagaemoe� Takim obrazom� v
naxe� situacii kommutativna� diagramma imeet vid

k
GLn�



����� k
GLn�� k
GLn�����y�y

����y�y
k
GW�� 
����� k
W �� k
G��
�� ��

k
GLn��
T

w�W

Iw� 
�����
L

w�W

k
GLn��Iw��

Itak� podshemaGW� v GLn� kotoru� my sopostavili pare ���W ��
de�stvitel�no �vl�ets� gruppovo�� soder�it tor T � i ee kompo

nenta sv�znosti edinicy sovpadaet s G�� Dl� okonqani� dokaza

tel�stva teoremy � nam dostatoqno dokazat� sledu�wu� lemmu�

Lemma 		� Dl� shemy GW� spravedlivo W � GW��k� �W �Al��

Dokazatel�stvo� Kak my znaem�

W �Al� � W � W �Sr�� � W �Al� �G��k��

otkuda W �Al� � G��k� � W � G��k�� Izvestno� qto GW��k� �
�GW��red�k�� po�tomu izuqim privedennu� podshemu �GW��red�

Ona zadaets� vnutri GLn idealom
q

�
w�W

Iw� � �
w�W

p
Iw�� To est�

podmnogoobrazie �GW��red�k� v GLn�k� �vl�ets� ob#edineniem

podmnogoobrazi�� opredel�emyh idealami
p
Iw� dl� vseh w �W �

Netrudno pon�t�� qto �ti podmnogoobrazi� � prosto transl�cii
podmnogoobrazi� �G�� red�k� � G��k� na sootvetstvu�wie �le

menty w � W � Inymi slovami� my imeem GW��k� � W 
 G��k��
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Ots�da� uqityva� sootnoxenie W �Al��G��k� � W �G��k�� vid

no� qto GW��k� �W �Al� � W �
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