
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАМЕТКИ 
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О НЕТЕРОВОСТИ ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
ОПЕРАТОРОВ С СИМВОЛАМИ КЛАССА 

£р7б(о<б= Р <1) 
В. С. Рабинович 

Настоящая заметка посвящена необходимым и доста­
точным условиям нетеровости и вопросу гладкости и ро­
ста решений псевдодифференциальных уравнений на Rn 

с символами класса Л. Хермандера S™tG [1] в предель­
ном случае р = б (0 <; б << 1). 

Достаточность аналогичных условий для операторов* 
с символами класса S™0 впервые установлена В. В. Тру­
шиным [2]. Перенос этих результатов на классы S™st 
0 <; б < р ^ 1, не вызывает трудностей. 

В случае же р = б традиционная техника оценок оста­
точных членов не годится, поэтому мы применяем тех­
нику, аналогичную развитой в работе [3] (см. также [4]) 
при оценках нормы псевдодифференциальных операто­
ров (п.д.о.) в L2 в предельном случае р = б. ^# 

В работе рассматриваются более общие, чем S™&,. 
классы символов, допускающих рост также и по пере­
менной х. 

Отметим еще работы [5]—[7], где рассматривались, 
близкие вопросы для других классов п.д.о. 

§ 1. Обозначения и формулировка основного резуль­
тата. 1. Через Rx мы обозначаем га-мерное вещественное 
пространство, точки которого обозначаются через х = 
= (хъ . . ., хп), через Т\% — двойственное к Rx простран­
ство относительно линейной формы <х, £> = хх%х + .... 
. . . — «^ngn. 
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Пусть а = (а ь . . ., ап) — мультииндекс; тогда 
а | = ах + ... + ап — его длина: 

а*, dl = dt\...dxx:, п1 

д д ъ . д 
0Xj — dXj ' UXJ — 1'Щ1 

(х> = (1 + | х |«)*, <£> = (1 + \\ I2)1'2-
О п р е д е л е н и е 1.1. Будем говорить, что С°° — 

^функция а (х, £), определенная на R\S,i) = R% X R%% 
принадлежит классу S™'1, О <J 6 < 1, т Ez R, / G f i , 
«ели для любых мультииндексов а, р существуют такие 
константы Са>з (Са.з > 0), что 

I ago? a (x,i)\< С^ <х)1
 <6>-«(|«|-|р|). 

Отметим, что при Z = 0 получается класс символов S™t> 
из [1]. 

Положим 

|£, р (*, I) = <*>"' <|>-(m-6(iaI-IPI)) | dldtа (*, I) |; 
< , *2 (*i Ю = 2llai<kl Ha, р (Ж, I). 

В пространстве S^1'* введем топологию системой полунорм 
a|frlffr8=sup Vfc1>fca(a;,g). 

О п р е д е л е н и е 1.2. Через 3'™,г обозначим под­
множество в S™'*, состоящее из таких функций, что 

1) lim ua> р (х, I) = 0, VP=^0, Va равномерно 
Я->00 

lim 

ло л: £ Rx 

2) lim fia> р (x, £) = 0, Va ^ О, VP равномерно 

о 
О п р е д е л е н и е 1.3. Через S™' обозначим под­

множество S%'1, состоящее из таких функций, что 
lim \ia р (х, £) = О, для любых а и р. 

1х|+№1-« 
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Если а {х, I) ЕЕ S™'\ то через а (х, D) обозначим 

а (х, D)u=* (2n)-n J а (х, I) и (?) е*<*. £> d£, 

и (?) = J г/, (ж) е-*<*. ̂ > dx. 

Класс всех п.д.о. с символами из S™'1 обозначим LS™' 
I °т I 

Аналогичный смысл имеют обозначения LS^' , LS^' . 
О п р е д е л е н и е 1.4. Через Hi обозначим про­

странство Соболева с весом, т. е. множество таких распре­
делений, что 

IUI | S , ,=IK^> r <^>^l lL 2 <00. 

П р е д л о ж е н и е 1.1. Пусть а (х, D) ЕЕ LS™'1, 
0 <; б < 1; тогда а (х, D) ограничен из Н\ в /7^-?- Су­
ществует такая константа С, не зависящая от а (х, £), 
такие целые числа кг и к2, что 

|| а (х, D) и ||s_m> r_z < С | а \ки кг1| и ||s, r. 

З а м е ч а н и е . По поводу ограниченности п.д.о. 
класса S™>° = S£6 из Н8 в Я8'771 смотри [4 -8 ] . При 
1 Ф 0 ограниченность в классах LS™'1 вытекает из фор­
мул композиции, доказанных в § 2, и результатов ра­
боты [3J. 

2. Основные результаты настоящей работы сформули­
рованы в следующих теоремах. 

ТЕОРЕМА 1.1. Пусть а (х, D) e LS™'1; тогда для 
того, чтобы а (х, D) был оператором Петера из Hs

r в 
Hs

rZT, необходимо й достаточно, чтобы 

lim inf (a (^ ,g) |<a :>-4D- m >0. (1.2) 
B-*oo|x|+|g|>fl 

ТЕОРЕМА 1.2. Если выполнено условие (1,2), то 

{и е S' (Rn), a (x, D)u^S (R«) ^ u ^ S (Rn)}. (1.3) 
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§ 2. Доказательство формул композиции п.д.о из S™' , 
0 < 6 < 1 . 

1. П р е д л о ж е н и е 2.1. Пусть а (х, | ) ЕЕ S™1' '-
b (х, I) ЕЕ S™2''2; тогда 

1) гв (*,£) = 

= J $ а (г, S + вл) Ъ (х + у, I) в-*<». >̂ dy dt] ЕЕ <С+ПЬ' '1+'2 

(2.1) 
равномерно по 6 ЕЕ [0, 1]. 

2) Пусть \\а^ (х, £) —>• 0 тгрм | —>- оо дд.я любых а, [5 
равномерно по х, \ха^ (х, | ) -> 0 при £ -> оо Зля любых 
а, (3 равномерно по £; тогда 

lim | 5 ^ г в (х, S) | <*>-<'*+'«> <|>-(^+wlr-e(|a|-ip|)) = 0 
1*1+11Н°° 

равномерно ио 8 Е Ю, 1]. 
З а м е ч а н и е . Интеграл в (2.1) понимается как ос­

циллирующий (см., например, [4] — [5]). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы используем следующие 

тождества: 
е-г<2/, г» _ 

= (1 + <1 + Ол)2*'16 | У I2*1)"1 (1 + <£ + Эг]>2^б(— Ап)2^)е-{<У^>; 
(2.2) 

e - i < y , Т1> _ (^уМг <Dy>2fc,.e-i<y, Tl>, ( 2 . 3 ) 

(&!, &2 — натуральные числа), из которых следует, что 
интеграл (2.1) можно записать в виде 

ге (*, I) = \ $ <А/>2*2 К*))"2*2 (1 + <Е + вл>аад (~ An)2*1)' 
• (1 + <£ + ет!> 1̂б | у |2^))-i a (ж, £ + вт,). 

-Ь {х + y,t)} е-1<У>^> dy о1ц. 
Дифференцируя под знаком интеграла и используя оцен­
ки (1.1), получаем 

| ге (я, И | < С J J < 2fe2 (x + у, I) va
2K 0(x,l + вл) < Л)"2*' • 

. (i + a + e ^ > 2 k i f t 12/12*1)-1 <*>Zi <£ + вл>т1 • 
•(x + yy><l)m^h'£dydY}. 
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Используя неравенство (х + у)1 ^ Сг (х}1 <(г/>1' I, нахо­
дим, что 

| ге (х, £ ) | < С <*>'•+•'. а>т>+2'"6 J j v0
b, Лж (х + уЛ)-

• v^,o (*, S + вл) (Л)"2*2 (1 + <1 + 01>*6 11/ Iй'1)-1-

< С <*>'«+'• <|>^+2М s u p ( vb 2U2 ( х + у> 1)куу). 
v 

• I <ко (х, I + вл) И + 01>т' <т|>-3*«dri • 
• $ (1 + (l + 9П>Й"'6 <^>3'1'')-1 <г/>№ 1%. 

Если во внутреннем интеграле сделать замену z = 
= <£ + ®чУ6У и выбрать 2 ^ ^> n ~\- 1, то мы получим 
оценку 
1 ге (ж, I) | < 

< С <*>'•+'« <g>"b+»W sup (v0i afra (ж + г/, у/<г/>) • 
У 

• J v£*lf о (ж, S + Эп) <5 + 9г]>—б <т)>-2** dr]. (2.4) 

Область интегрирования в интеграле (2.4) разобьем на 
три части: 

П1в={т|: 0 < | r 1 | < ( V 2 ) | g + e n | s }; 
Щ, е = {л: (V.) | £ + вП |* < |Л I < (V.) | Е + вП |}; (2.5) 
а|,е = {л: |n|XV*)|E + en|>. 

Из неравенств (2.3) следует, что в Q|,e U ^1,е вы­
полнено неравенство (2/3) | £ | <^ | £ + Эл I ̂ ' 2 | g |, а 
в области Q|,e — | л I > | £ |/3. Используя эти неравен­
ства, оценим интеграл в (2.4) по каждой из этих областей: 

jog e Vtf,,o (*, £ + ЭП) <£ + 0лГ'-п 6 <л>-*с1л < 

<Csupv a , l ( O (^£ + 0n)<|>mS (2.6) 
в!,е 

\ e vb.,0 (ж, £ + вл) <£ + 0лГ'-п б <Л>-2*г drj < 
< sup v8kl, о (ж, £ + 6л) <|>"»-*'-А (2.7) 

2 
Qt, в 
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В оценке (2.7) 2А2 > п, а в (2.6) кх = 0. Далее имеем 

*Q5, в 
< С sup (vb l tо (х, £ + 6т0/<т|» <£>"*-**-»*«+"+«. (2.8) 

г,3 

Выберем теперь к2 так, чтобы 
2^2 > max {п + 2/(1 - б), т1 + п (1 - 6) + 2}; 

тогда из оценок (2.6) — (2.8) получаем 

| гв (*, £) | < С | а к , о Но , 2*2 <*>*1+г« <Dmi+m2-
Если же выполнены условия второй части предложе­

ния, то 
lim I r0 (х, £) I <£>-<'*+'*) <£>-(™i+™2) _ о 

равномерно по Э. 
Оценки производных функций ге (х, £) проводятся 

точно так же. 
С л е д с т в и е 2.1. 1) Пусть а (я, £) е 5 Т \ & (ж, £ ) е 

€Е 5ft12'-2; тогда символ а (х, | ) о fr (ж, £) произведения 
а (х, D) х b (x, D) принадлежит S™1+m2'h+h. 

2) £ ш а ( х ^ ) £ С Л 1 , Ь (ж, £) е S?1 'Zl, mo 
а (ж, £) • Ь(х,%) = а (х, I) Ъ (х, I) + q (x, £). 

где q (х, !•) е ^ б 
З а м е ч а н и е . Первая часть следствия 2.1 при 

1г = /2 = 0 установлена в работе [4]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о с л е д с т в и я 2 .1 . Мы 

имеем [6] 

а (х, | ) о 6 (я, | ) = 

= а (я, © 6 (*, Е) + ( 2 я ) ^ 2 ^ х Го d 9 ' 

. J J ал.а (ж, S + Эл) DxJb (х -f у, | ) e-*<v. *> dy dr|. (2.9) 
Применяя к (2.9) первую и вторую части предложения 2.1 г 
получаем соответствующие части следствия 2.1 . 

П р е д л о ж е н и е 2.2 (см. [2]). Пусть а (х, I) e 
GE S^'*; тогда а (х, D) вполне непрерывен из Hs

r в Н^]1. 
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Это предложение следует из предложения 1.1. Доказа­
тельство аналогично [2]. 

2. Докажем достаточность условия (1.2) теоремы 1.1 
о нетеровости п.д.о. а (х, D) ЕЕ LS^1' . 

Из условия (1.2) следует, что существует такое число» 
R > 0, что | а (х, 1)\>С <х>1 фт при | х |2 + | £|8 > RK 
Пусть 

| * | 2 + | | | 2 > 2 Я 2 , 
|*|2 + UI2<*2, Ф (х, I) •• I о. 

и ф (х, |) принадлежит С°°. 
Символ Ъ (х, I) = а'1 (х, I) ф (х, Q ЕЕ &im'~ . Из след­

ствия 2.1 находим, что 
Ъ (х, D) a{x,D) = / + гх (х, D), (2.10> 
а (ж, D)b (х, D) = I + r2 (х, D), 

где гд (х, Z>) ЕЕ £$б' ° (/ = 1, 2) и, следовательно, вполне 
непрерывны в пространствах НТ для любых s и г. 

3. В этом пункте мы докажем теорему 1.2 о гладкости 
решений уравнения а (х, D) и = /, а (х, £) ЕЕ 5™' • 

Отметим, что стандартные рассуждения, связанные с ап­
риорной оценкой в этой ситуации не подходят, так как: 
тг (х, D) улучшает свойства Hi не контролируемо. 

Нам понадобится 
П р е д л о ж е н и е 2.3. Формально сопряженный к 

а (х, D) ЕЕ LS^1' оператор A* ЕЕ LS™' . Его символ 
а* (х, £) = Ц^Г1) + q (х, £), где q (х, I) ЕЕ № К 

Доказательство вполне аналогично доказательству 
предложения 2.1 и его следствия. 

Докажем теперь теорему 1.2. Отметим, что S (RYi) = 
= p s , r Яг и iS" (Rn) = Us, r Br, где в пресечении берется то­
пология проективного предела, в объединении топология 
индуктивного предела, а в S (Rn), S' (Rn) — стандарт­
ные топологии. Ясно, что Ker a (x, D) ЕЕ Кег (/ + 
+ гг (х, D)), но множество Кег (/ + ^ (^, D)) одно и та 
же во всех пространствах Hi, что следует из [9, стр. 313]. 
Таким образом, Кег а (#, D) CZ f] 9,r B*r = S (Rn). 

Аналогично доказывается, что ядро оператора А*г 
сопряженного к а (х, D): Hi -»- Нг1™> также принадлежит 
S (R1). Отсюда немедленно следует включение (1.3). 
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§ 3. Необходимость условий теоремы 1.1. Доказатель­
ство необходимости легко сводится к случаю 77° — ̂ 2 
и операторам класса LSI'0 = LS^. Условие (1.1) в этом 
случае принимает вид 

lim inf | a ( s ,£ ) | = d > 0 . (3.1) 
R->oc \x\+\%\>R 

Пусть последовательность (хх, gv), (xv, £v) ЕЕ ltfx,iy 
сходится к бесконечности и 

d = lim | a (#v, |v) |. (3.2) 
V-*oo 

Следует отдельно рассмотреть три случая: 
1) ;rv~>oo, £v->£o; 
2) xv->x0, £v->oo; 
3) 2\?~-* э°? Sv —> сю. 

Нетрудно показать, используя, что а (х, £) ЕЕ $6* и 
если ^ (я) ЕЕ ^ (Дп), то 

1) а (х + хх, 10) и (х) = a (xv, | 0) u (a:) + bv (x, g0) a, 
где || bv (ж, g0) и \\Lz -> 0 при v ->• оо; 

2) а (ж0, Z) + gv) и (x) = а (х0, £v) и (х) + 
'*# + bv (х0, D)u (х), 

где || bv (x0, D) и \\и ->- 0 при v ->- оо; 
3) а (х + хх, D + lv) и (х) = a (xv, gv) и (ж) + 

+ bv (x, D) и (х), 
где || 6V {x, D) и ||L2 -> 0 при v ->- оо. 

Рассмотрим сначала случай 1). Пусть а (х, D) — нете-
ров оператор; тогда существует такой вполне непрерыв­
ный оператор Г, что 

\\{a{x,D)-T)u\\u>C\\u\\u ( C > 0 ) . (3.3) 
Зададимся достаточно малым е ;> 0 и выберем v1 так, 
чтобы 

I a (sv, U) I — d < 8 П Р И v > vl- (3-4) 
Пусть и (х) е 5 (Яп), || и (ж) ||L2 = 1 И sup й (g) лежит 
в достаточно малой окрестности точки £0. Эту окрестность 
выберем так, чтобы 

|| (a (s, £ ) — а (я, g-0)) u ||ь2 < 8. 
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Так как и (x—xv) = ei<x'lv> и (£), то 
|| (а (х, D) — а (ж, g0)) и (ж — zv) ||L, < е. (3.5) 

Если Т вполне непрерывный оператор, то ввиду того, 
что и (х — xv) при v ->- оо слабо сходится к нулю, можно 
найти такое v2 ^> v1, что 

\\Ти(х—ъ)\\Ья<г, v > v » . (3.6) 
Выберем v3 ^> v2 так, чтобы 

\\bv(x,D)u\\u<e, v > v 3 . (3.7) 
Используя (3.3) — (3.7), получаем при v ̂ > v3 

d > | а (хх, 10) | — 8 = || а (ху, g0) и \\Ьш — г > 
> || а (х + zv, g0) и (ж) ||Lf — 2е = 
= || a (a:, g0) и (х — zv) ||L2 — 2е > 

> || а (#, D) и (х — xv) ||La — Зе > 
> || (а (ar, D) - Г) и (я - xv) ||Ll - 4s > 

>(С - 48) || и (* - zv) ||Ls = С - 48. 

Так как 8 ^> 0 как угодно мало, получаем, что d ;> С ^> 0. 
Рассмотрение случаев 2) и 3) проводится аналогично. 

В случае 2) в качестве слабо сходящейся к нулю последо­
вательности выбирается последовательность el<x'^v> и (х), 
где sup w(x) лежит в малой окрестности точки х0. В случае 
3) мы рассматриваем последовательность ег<х' *v> и (х — х\), 
gv - > оо, xv - > оо. 

В заключение этого параграфа мы отметим следующий 
результат в пространстве L2. 

П р е д л о ж е н и е 3.1. Пусть а (х, £) ЕЕ S&, б < 1; 
ттгогда 
\\\a(x,D)\\\L2=inl\\a(x,D)-T\\L? = 

Г 
= Jim sup | а (х, £) | (3.8) 

(inf берется по всем вполне непрерывным операторам, дей­
ствующим в L2). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Оценка снизу 
||| а (х, D) ||| ;> Mm sup | а (х, £) | 

R->oo И+|6|>Л 
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получается теми же рассуждениями, что в доказательстве 
необходимости теоремы 1.1. Отметим, что для операторов 
Sv 0 она ранее получена В. В. Грушиным [2]. Оценка 
сверху легко получается (см. [10, стр. 39]) из оценки 

\\ а (X, D) и\\ ^ (К + г)\\ и\\ 4- С \\ Ти\\, 
где К = lim sup | а (х, £) |, 8 > 0 мало, константа 

R-*oo | x | + | S | > R 

С ^>0 зависит от 8, Т — вполне непрерывный оператор. 
З а м е ч а н и е 1. Построенная в настоящей заметке 

теория нетеровости п.д.о. дословно переносится на симво­
лы, удовлетворяющие следующим оценкам: 

| dgdfa (*, I) | < Ca9 (х, I) <*>м(1РН«1> <£>™, 0 < б < 1, 
где 

lim Cap (хЛ) = 0, $Ф0 
Х-*оо 

для любого а равномерно по х и 

lim Са$ (х> £) == 0, а =^ 0 
ЭС->оо 

для любого р равномерно по | . 
З а м е ч а н и е 2. Класс операторов S ^ ' r при 6 = 0 

естественно возникает при изучении дифференциально-
разностных операторов с частными производными. 

З а м е ч а н и е 3. Класс Um, г^™'г инвариантен отно­
сительно перехода к двойственным операторам относитель­
но преобразования Фурье F, т. е. относительно отображе­
ния А ->• F~1AF1 что весьма важно в асимптотических ме­
тодах (см. [11]). 
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