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О МНОГОМЕРНОМ ОБОБЩЕНИИ СЕТИ КЁНИГСА 
На поверхности трехмерного пространства все линии тени от точек, 

лежащих на некоторой прямой, и сечения поверхности плоскостями, прохо­
дящими через эту прямую, образуют сопряженную сеть, называемую сетью 
Кёнигса (см., напр., [1], с. 370). В данной работе на гиперповерхности проек­
тивного пространства Рп строится двухкомпонентная сопряженная система 
Spi [2], аналогичная сети Кёнигса. 

Пусть V„_x —тангенциально невырожденная гиперповерхность пространства 
Рп и Рд (1 < q < я — 2)—его фиксированное ^-мерное подпространство, кото­
рое находится в общем положении по отношению к V„_x. Это значит, что Pq 
не содержит точек рассматриваемой области гиперповерхности Vn_x и не 
принадлежит ни одной из ее касательных гиперплоскостей. Через точку х 
гиперповерхности Vn_x и подпространство Р проведем (д + 1)-плоскость Pq+X, 
которая пересечет гиперповерхность Vn_x по поверхности Vq коразмерности 1, 
VqczPq+x. Поверхности Vq образуют первое семейство поверхностей кон­
струируемой двухкомпонентной сопряженной системы Sp, . Это семейство 
зависит от р = п — 1 — q параметров. 

Для того чтобы построить второе семейство поверхностей, образующих 
систему Sp,q, рассмотрим в каждой точке х гиперповерхности Vn_x р-мерное 
направление &р(х), сопряженное относительно ее асимптотической квадратич­
ной формы ^-направлению kq{x), касательному к поверхности Vqi проходящей 
через точку х, и докажем, что распределение Др будет интегрируемым на Vn_x <. 
Для этой цели присоединим к гиперповерхности Vn_x подвижной репер, обра­
зованный точками А0, Ах,..., Ап, так, что Л0 = д;, Аа^р(х) (а = 1,..., p)s 
\€\(х)ПPq (и = Р + 1,...,« — 1), An£Pq. Уравнения движения этого репера 
запишутся в виде 

dA^^An (5, i\ = 0, 1,..., л), 
где 

%й = 0 , ( 1 ) ш» = Х в 4 ш» > и,2 = Х о т ш 2 , (2) ш ° = = ш « , = ш° ===««== 0 , (3) 

Здесь уравнение (1)—это уравнение гиперповерхности V„_,. Уравнения (2) 
получены внешним дифференцированием уравнения (1) с учетом сопряжен­
ности распределений Ар и Д ? ; в них величины ~kab и Xuv являются коэффициен­
тами асимптотической квадратичной формы гиперповерхности Vn_x; образуе­
мые этими величинами матрицы симметричны и невырождены. Уравнения (3) 
выражают неподвижность подпространства Р- , определяемого точками А и , А п . 
Заметим еще, что формы Пфаффа w£i удовлетворяют известным уравнениям 
структуры проективного пространства (см., напр., [3], с. 22). Распределение 
Д? определяется на Vn_x системой уравнений ю" = 0- Так как в силу (3) 
flfa)<* =<о<> л ш<* + ш о л ш*' то эта система будет вполне интегрируема. Ее инте­
гральными поверхностями являются поверхности V . Распределение Др опре­
деляется на Vn__x системой уравнений wg = 0. Внешнее дифференцирование 
левых частей этих уравнений дает 

flfco» = ^ Л ю£ + «о*; Лсо£ + ш « л (о«. (4) 

Поэтому, чтобы доказать инволютивность распределения Др , нужно найти 
вид форм и>а

а. Для этого продифференцируем внешним образом первую под­
систему системы уравнений (2). Получим 
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V ^ ^ S - ^ A » J = 0- (5) 

где v âs = dKb~~ Ксшь~ КьшС
а + Кь(шо + 0)")- Применяя к соотношению (5) лем­

му Картина* лолучим \Kb = babe&o + Kbuwl> ~ KvK^ х«*«шо + Kuv%, где вели­
чины ХаЬи симметричны по индексам а и Ь. Из последнего соотношения сле-
дует^ что ^1= — ^av {Kbvu>b

0 + \vwv>™), где lav—матрица, обратная к Xuv. Под­
ставляя эти выражения для форм ыа

а в соотношения (4), получим уравнения 
^щ» = и>о л ш£ + t»o л (oj — Х"11 Хаг/Ш «)̂  л OĴ , которые показывают, что система Пфаф­
фа ши

0 = 0 будет также вполне интегрируемой на l/n_j. Обозначим через Vp 
интегральные поверхности распределения Др. Эти поверхности образуют вто­
рое семейство поверхностей сопряженной системы Sp , которое зависит от 
q параметров. 

Рассмотрим теперь поверхности, которые описывают плоскости &q(x) при 
перемещении вдоль интегральных поверхностей Vp. Плоскость А?(х) опреде­
ляется точками А0 и Аа. Так как из (2) следует, что о>2 = 0 при cog = 0, то 
в силу (3) dAu=^lAtl. Это значит, что при перемещении точки А0=--х по 
•поверхности Vp плоскость Ар+1 л ... л Ап_х = Pq_1 остается неподвижной, а про­
ходящая через нее плоскость &q(x) описывает конус с вершиной Pq_x. Таким 
образом, поверхность Vp представляет собой „поверхность тени", если источ­
ник света равномерно распределить по плоскости Р ^ . 

Доказанные выше утверждения можно сформулировать в следующем виде. 
Теорема . На тангенциально невырожденной гиперповерхности Vn_i 

проективного пространства Рп его подпространство Р , находящееся в общем 
положении с Vn_x, индуцирует голономную дву хкомпонентную сопряженную 
систему Spq, одно из семейств поверхностей которой высекается на Vn_{ 
(q + \)-мерными плоскостями, проходящими через Pq, а второе—образовано 
поверхностями тени от источников света, равномерно распределенных по 
плоскостям размерности q — 1, принадлежащим Р . 

Заметим, что частный вид двухкомпонентной сопряженной системы, по­
добной построенной выше, рассматривался в работе [4] при изучении геомет­
рии гиперповерхности пространства с вырожденной метрикой. 
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