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ОСОБЕННОСТИ ГРАНИЦЫ ДОСТИЖИМОСТИ 
В ДВУМЕРНЫХ УПРАВЛЯЕМЫХ СИСТЕМАХ 

А. А. Д а в ы д о в 

1. Класс управляемых систем. Рассмотрим связное гладкое компактное двумерное 
многообразие без края М. Индикатрисой скоростей в точке z £ М называется образ глад­
кого компактного одномерного многообразия G при гладком отображении /: z X G -> 
-+TZ М. Управляемая система на М задается своим полем индикатрис. Мы предполагаем, 
что отображение /, задающее поле индикатрис, гладко зависит от точки многообразия. 
Истоком — множеством, из точек которого можно начинать движение, является гладкое 
компактное одномерное подмногообразие в М. Допустимое управление локально задается 
кусочно-непрерывным отображением и: R -> G. Допустимой траекторией называется 
связное подмножество в М, локально совпадающее с некоторой (вообще говоря, любой) 

фазовой кривой уравнения z = f(z, u(t)), где точка z £ М и и — некоторое (вообще гово­
ря, любое) допустимое управление. Точка z £ М называется достижимой, если суще­
ствует хотя бы одна допустимая траектория, двигаясь по которой, мы за конечное время 
можем попасть из некоторой (вообще говоря, любой) точки истока в точку z. Объединение 
всех достижимых точек называется множеством достижимости, а его граница — грани­
цей достижимости. 

2. Результаты. Пространство управляемых систем обозначим через W. Под эле­
ментом W будем понимать отображение / расслоения над М со слоем G в касательное про­
странство ТМ. Снабдим W С4-топологией Уитни. Вместо «свойство А точек из W выпол­
няется на открытом всюду плотном множестве» мы будем говорить «управляемая система 
общего положения обладает свойством Л». 

Т е о р е м а 1. Для управляемых систем общего положения граница достижимости 
является гладким одномерным подмногообразием с особенностями четырех типов. Росток 
границы достижимости в каждой из ее особых точек первых трех типов С°°-диффеоморфен 
ростку в нуле графика функции у = хт sgn х, 1 ^ т ^ 3. В окрестности особой точки 
четвертого типа граница достижимости совпадает с замыканием объединения образов 
двух фазовых кривых узла при отображении типа складки. 

Т е о р е м а 2. Для управляемых систем общего положения росток границы дости­
жимости в особой точке четвертого типа С°°~диффеоморфен ростку в нуле множества 
Е = {(х, у)\ г(х - Y7)a== а-1* + уВ (х, у) - У~У, * > 0} U {(*, у)\ с \ х + VI Г = 
= а~гх + уВ(х, у) + У у, х < 0}, где & = ± 1 , 0 Ф с £R, a > I ~ не целое число, В — 
гладкая функция. Коэффициенты ряда Тейлора функции В при иррациональном а являют­
ся модулями относительно действия группы С°°-диффеоморфизмов плоскости. 

Зафиксируем на М некоторую риманову метрику и расстояние, которое эта мет­
рика естественным образом задает на М. Управляемая система / называется D-устойчи­
вой, если для любого г > 0 существует окрестность V системы / такая, что для любой 
системы / £ V существует е-гомеоморфизм многообразия М, переводящий множество 
достижимости системы / в множество достижимости системы /. 

Т е о р е м а 3. Множество D-устойчивых управляемых систем содержит открытое 
всюду плотное в W подмножество.Л 

3. Обобщение. Пусть У — трехмерное гладкое многообразие, гладкое отображение 
g: Y ->- ТМ таково, что nog: Y -»- М — собственная субмерсия «на», где л: ТМ -> М — 
каноническая проекция. Отображение g задает на М управляемую систему, а именно: 
в точке z 6 М индикатриса R(z) = g((zi о g)~1z). Множество отображений g снабдим 
С4-топологией Уитни. 

Т е о р е м а 4. Для g общего положения верны утверждения теорем 1, 2, 3. 
4. Реализации особенностей в R | А. т = 1, 2. Управляющий параметр ср про­

бегает окружность. Поле индикатрис постоянно: j(x, у, ср) = (cos ср, у 2 + sin ср). Исток 
состоит из объединения трех окружностей: (х ± 2)2 + z/2=2, (х — 5)2 + (у — I)2 == 2» 
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Граница достижимости имеет в точках ( ± 3 , — 1), ( + 1, —1), (6, 0) особенности типа у = 
= х | х |, в точках (0, 0), (4, 0) особенности типа у = | х |. Нарисовав рисунок, легко по­
нять, что эти особенности сохраняются при малом изменении управляемой системы. 

Б. т = 3. Индикатриса скоростей в точке (х, у) состоит из объединения трех окруж" 
ностей: (cos ф, 3 + sin ф), (—3 + cos ф, 1 + sin ф), (3 — а + Y \ + a2 cos ф, 1 + За + 
+ К 1 + a2 sin ф), где а = х2 — у, ф £ S1. Выпуклая оболочка индикатрисы в каждой 
из точек области у > х2 содержит нулевой вектор строго внутри себя, в каждой из точек 
области у <с х2 — строго вне. Таким образом, в области у < х2 имеется два поля пре­
дельных допустимых скоростей. На самой параболе у = х2 эти поля коллинеарны и задают 
на ней поле прямых. Поле прямых вдоль кривой может коснуться кривой в отдельных 
точках. Начало координат — как раз такая точка. Касание сохраняется при малом изме­
нении управляемой системы. Возьмем исток в области у > х2. Граница достижимости 
совпадает с множеством {{у = 0} f) {х < 0}} (J {{у = ~2ехр(—х) + х2 — 2х + 2} [\ 
П {х > 0}} и в точке (0, 0) имеет устойчивую особенность типа у = х2 \ х |. 

В. т = ос. Индикатриса в каждой из точек плоскости является окружностью. 
Выпуклая оболочка индикатрисы в каждой из точек области у > 0 содержит нулевой 
вектор строго вне, в каждой из точек области г / < 0 — строго внутри, в каждой из точек 
оси Ох — на своей границе. Таким образом, в каждой из точек верхней полуплоскости 
направления допустимых скоростей образуют угол. Предельные положения лучей, огра­
ничивающих этот угол, задают на оси Ох поле прямых. В случае общего положения это 
поле может коснуться оси Ох лишь в отдельных точках и с первым порядком касания. 
Такие точки называются черными. Двузначное поле предельных допустимых скоростей 
задает поверхность S в трехмерном пространстве (Я^ф и поле направлений на ней. Чер-
ныхм точкам при этом соответствуют особые точки этого поля. Поверхность S задается 
уравнением у = ф2 в подходящих системах координат Оху, Охуц). Индикатрисы можно 
расположить так, что поле направлений имеет ровно три особых точки: седла в точках 
( ± 1 , 0, 0) и устойчивый узел в точке (0, 0, 0). Потребуем, чтобы 1) показатель узла а = 
= Я2Я71, где Я1? Я2 — соответственно наименьшее и наибольшее по модулю собственные 
числа линеаризации поля направлений в нуле, не был целым; 2) сепаратрисы, идущие 
из седел в узел, не были особыми фазовыми кривыми узла и не пересекали поверхность 
Ф = 0. Возьмем исток в области у < 0. Граница достижимости в окрестности нуля за­
дается образами сепаратрис из седел в узел при отображении S-+-R2, (х, ф2, ф) н-^ (х, ф2) 
и имеет в нуле особенность четвертого типа. 

5. Замечания. 1) Доказательство теоремы 1 использует результаты работ [1], [2] 
и технику теории особенностей [3]. 2) Из теоремы 2 следует, что список гладких нор­
мальных форм для] дифференциальных уравнений, не разрешенных относительно про­
изводной, обязательно содержит формы с бесконечным числом модулей (см. [4]). 

Выражаю глубокую благодарность В. И. Арнольду за постановку задачи и внимание 
к работе, а также М. И. Зеликину и А. Г. Кушниренко за полезные обсуждения. 
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