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РАСПРЕДЕЛЕНИЕВРЕМЕНИ ВЫХОДА ИЗ МНОЖЕСТВА

СОСТОЯНИЙПЕРЕГРУЗКИ В СИСТЕМЕ M |M |1|〈L, H〉|〈H, R〉
С ГИСТЕРЕЗИСНЫМУПРАВЛЕНИЕМНАГРУЗКОЙ∗
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Аннотация: Одним из наиболее простых в реализации и эффективных решений проблемы перегрузок,
обеспечивающим наименьшее число переключений режимов функционирования системы, является гис2
терезисное управление нагрузкой. В статье предложен аналитический метод исследования параметров
гистерезисного управления. В качестве математической модели рассмотрена система массового об2
служивания (СМО) M |M |1|〈L, H〉|〈H,R〉 с двумя петлями гистерезисного управления, где H — порог
обнаружения перегрузки; L — порог снижения перегрузки; R — порог сброса нагрузки. Получены два
метода вычисления преобразования Лапласа–Стилтьеса (ПЛС) времени возврата системы из множества
состояний перегрузки в множество состояний нормальной нагрузки: первый — путем решения системы
уравнений с ПЛС неизвестных времен возврата для каждого состояния перегрузки; второй— с помощью
рекуррентного представления ПЛС времен возврата в виде дробно2рациональных функций. Оба метода
позволяют при вычислениях эффективно применять инструментальные программные средства общего
назначения, что показано на численном примере.
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1 Введение

Проблема защитыжизненно важных узлов теле2
коммуникационной сети от перегрузок вновь стала
критичной в сетях связи последующих поколений
(NGN, Next Generation Network). В сетях второго
поколения (2G) с коммутацией каналов перегруз2
ки были вызваны, главным образом, поведением
пользователей, порождающим взрывной рост тра2
фика в часы наивысшей нагрузки. В современных
сетях 3G и 4G основной причиной непредсказу2
емого по объему трафика, с обработкой которого
не справляется самое современное оборудование,
стал в первую очередь стремительный рост числа
телекоммуникационных услуг, характеризующих2
ся высокими требованиями к производительности
сетевых узлов и серверов различного назначения.
Примером проявления проблемы являются пере2

грузки серверов протокола SIP (Session Initiation
Protocol), порождаемые лавинообразным потоком
запросов пользователей на предоставление широ2
кополосных услуг [1]. Так, при установлении со2
единения по протоколу SIP даже в простейшем
случае установления речевого соединения один за2
прос пользователя требует передачи и обработки
несколькими серверами до семи сообщений прото2
кола SIP.

Различные сценарии перегрузок SIP2серверов
описанывдокументахРабочей группыпоинженер2
нымпроблемам сетиИнтернет (IETF, Internet Engi2
neering Task Force), играющих роль международных
стандартов [1–5] для сетей на базе протокола IP. Ти2
пичнымпроявлениемперегрузки служит лавинный
перезапуск, который происходит, когда слишком
многопользователейодновременнопытаются заре2
гистрироваться на SIP2серверах. Примером служит
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сценарий так называемого «манхэттенского пере2
запуска» (англ. Manhattan reboots scenario), когда в
результате аварии произошло отключение электри2
чества в этом крупнейшем районе города и после
восстановления электроснабжения все SIP2терми2
налы одновременно пытались зарегистрироваться
на серверах, создав тем самым большой поток со2
общений REGISTER.

Для успешного управления перегрузками, по
сути, требуется ответить на два вопроса: как опре2
делить начало перегрузки и как ее устранить. Наи2
более естественным решением является введение
порогового управления очередью сообщений (за2
явок) на обработку сервером подобно тому, как это
было сделано в рекомендациях Международного
союза электросвязи (ITU, International Telecommu2
nications Union) для протоколов сетевого и каналь2
ного уровней общеканальной системы сигнализа2
ции№7 (ОКС7) [6].

В [7–9] был сделан краткий обзор и анализ
механизма гистерезисного управления нагрузкой,
применяемого в ОКС7, а также разработана ма2
тематическая модель локального управления пе2
регрузками в сети SIP2серверов. Управление пе2
регрузками осуществляется путем введения трех
порогов в очереди на обработку сигнальных со2
общений сервером — порога H обнаружения пере2
грузки, порога L снижения перегрузки и порога R
сброса нагрузки. Пока общее число сообщений в
очереди не превышает (H − 1), сервер функциони2
рует в режиме нормальной нагрузки. Если длина
очереди стала равной H, система переходит в ре2
жим снижения нагрузки и остается в этом режиме
до тех пор, пока длина очереди не достигнет значе2
ния (L − 1) или (R − 1). При уменьшении длины
очереди до значения (L − 1) система возвращается
в режим нормальной нагрузки. Если очередь уве2
личилась до значения R, включается режим сбро2
са нагрузки, в котором система находится до тех
пор, пока длина очереди не станет равной H, по2
сле чего система возвращается в режим снижения
нагрузки. Значения порогов выбираются так, что
0 < L < H < R, и поэтому между парами порогов
〈L, H〉 и 〈H, R〉 возникает так называемый эффект
гистерезиса [10, 11] в виде двух петель — по одной
на каждую пару порогов. В ОКС7 гистерезисное
управление было введено для сокращения числа
переключений системы управления из режима пе2
регрузки в режим нормальной нагрузки [12, 13],
при этом задача решалась путем выбора значений
порогов с целью минимизации среднего времени
возврата системы из режима перегрузки в режим
нормальной нагрузки.

Исследованию СМО с гистерезисным управле2
нием посвящено достаточно много работ, при2

чем чаще всего встречаются работы по системам
с гистерезисным обслуживанием [14–16] и реже
встречаются работы по системам с гистерезисным
управлением входящим потоком заявок [17, 18].
Объемный обзор результатов по гистерезисному
управлению содержится в работах [19, 20], а наибо2
лее близки к исследованиям настоящей статьи мо2
дель и методы исследования, разработанные в [21],
где также можно найти обширный список источ2
ников по проблеме анализа СМО с гистерезисным
управлениеминтенсивностьювходящегопотоказа2
явок(далеедлякраткости—сгистерезиснымуправ2
лением нагрузкой). В работах [7–9] с участием
части авторов данной статьи проведен обзор работ,
посвященных математическому и имитационному
моделированию систем с гистерезисным управле2
ниемнагрузкой. В этихже статьях, а такжев [22–32]
былипостроены иисследованымарковские модели
в виде СМО с пуассоновским входящим потоком и
экспоненциально распределенной длительностью
обслуживания заявок.

С точки зрения показателей качества обслужи2
вания SIP2сервера интерес представляет время пе2
рехода случайного процесса, описывающего функ2
ционирование системы, из множества состояний
перегрузки и сброса нагрузки в множество состоя2
нийнормальнойнагрузки. Этуслучайнуювеличину
принято называть временем возврата в режим нор2
мальной нагрузки, или для краткости — временем
возврата, а ее характеристики, такие как матема2
тическое ожидание или 95%2ная квантиль, под2
лежат минимизации при заданных ограничениях
на нагрузочные и структурные параметры системы.
В [32] для марковского случая получен алгоритм
расчета среднего времени возврата и численно ре2
шена задача его минимизации для близких к реаль2
ным исходных данных. В данной статье, в отличие
от известных результатов, предложен метод расчета
ПЛС времени возврата, что позволяет вычислять
функцию распределения (ФР) и находить квантили
этой величины, не прибегая к средствам имита2
ционного моделирования. Кроме того, результаты
промежуточных вычислений позволяют эффектив2
но проводить анализ и других важных вероятност2
но2временн‚ых характеристик исследуемой СМО.

Для решения задачи были разработаны два ме2
тода. Первый метод основан на решении системы
уравнений, где неизвестными являются ПЛС вре2
мен возврата из каждого состояния множеств пере2
грузки и сброса нагрузки. Второй метод основан на
рекуррентном представленииПЛСвремен возврата
через дробно2рациональныефункции. В обоих слу2
чаях получены алгоритмы вычисления ПЛС време2
ни возврата в таком виде, что они могут быть до2
статочно просто запрограммированы, например, с
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помощью систем символьных вычислений, встро2
енных в известные инструментальные програм2
мные средства, такие как MATLAB [33], Mathe2
matica [34], Maple [35] и т. п.

Статья организована следующим образом.
В разд. 2 детально описана исследуемая модель
СМО, введены все необходимые понятия и обо2
значения. В разд. 3 предложены два метода вычис2
ленияПЛС времени возврата. В разд. 4 представлен
пример численного анализа, а в заключении под2
ведены итоги статьи и обсуждаются полученные
результаты.

2 Постановка задачи

Приведем детальное описание СМО, которая
будет рассматриваться далее. Система представляет
собой однолинейную СМО с двумя типами заявок.
Входящие потоки заявок являются независимыми
пуассоновскими с интенсивностью λk, k = 1, 2, по2
ступления заявок k2го типа. Через λ = λ1 + λ2
обозначим суммарную интенсивность входящего
потока. Время обслуживания заявки любого ти2
па распределено по экспоненциальному закону с
параметром μ.

Процесс обслуживания происходит следующим
образом. Пусть в начальный момент в системе от2
сутствуют заявки. Тогда до того момента, когда в
системе впервые окажется H заявок, к обслужи2
ванию принимаются заявки обоих типов. Но как
только число заявок становится равнымH, прекра2
щается прием заявок второго типа и принимаются
только заявки первого типа. Так продолжается до
того момента, когда число заявок в системе не ста2
новится равнымL−1 илиR. В первом случае снова
начинается прием заявок второго типа, а во вто2
ром—прекращается прием всех заявок (в том числе
и первого типа), причем прием заявок первого типа

возобновляется в тот момент, когда число заявок
в системе становится равным H . Схематическое
изображение функционирования рассматриваемой
СМО приведено на рис. 1.

Введем обозначения:

“Vn(s), n = 0, H − 1, — ПЛС времени до того мо2
мента, когда в системе впервые окажется H
заявок, при условии, что в начальный момент
в системе было n заявок и принимались заявки
любого типа;

V ∗
n (s), n = H + 1, R, — ПЛС времени до того мо2
мента, когда в системевпервыеостанется (L−1)
заявок, при условии, что в начальный момент в
системебылоn заявокинепринимались заявки
(любого типа);

Vn(s), n = L, R− 1, — ПЛС времени до того мо2
мента, когда в системевпервыеостанется (L−1)
заявок, при условии, что в начальный момент
в системе было n заявок и принимались заявки
только первого типа.

Заметим, что VH(s) представляет собой не что
иное, как выраженное в терминах ПЛС распре2
деление времени возврата (в режим нормальной
нагрузки) — одного из основных используемых на
практике показателей качества обслуживания SIP2
сервера, о чем уже говорилось во введении. Далее,
“VL−1(s) — ПЛС времени от момента попадания
системы в состояние с (L − 1) заявками до мо2
мента первого после этого попадания в состояние
с H заявками, или времени пребывания функцио2
нирующего в стационарном режиме SIP2сервера в
множестве состояний нормальной нагрузки. И, на2
конец, T (s) = “VL−1(s)VH(s) — ПЛС времени меж2
ду соседними попаданиями системы в состояние с
(L − 1) заявками с обязательным попаданием в со2
стояние с H заявками, или цикла функционирова2
ния SIP2сервера, т. е. суммарное время пребывания

Рис. 1 Схематическое изображение функционирования системы
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SIP2сервера в множествах состояний нормальной
нагрузки и перегрузки.

Основным результатом настоящей статьи явля2
ется решение следующих двух задач:

(1) найти распределение времени до того момен2
та, когда в системе впервые останется H за2
явок, при условии, что в начальный момент в
системе было n, n = 0, H − 1, заявок и при2
нимались заявки любого типа, т. е. в терминах
ПЛС найти “Vn(s), n = 0, H − 1;

(2) найти распределение времени до того момен2
та, когда в системе впервые останется (L − 1)
заявок, при условии, что в начальный момент
в системе было n, n = H + 1, R, заявок и не
принимались заявки (любого типа), или при
условии, что было n заявок и принимались
заявки только первого типа, т. е. в терминах
ПЛС найти V ∗

n (s), n = H + 1, R, и Vn(s), n =
= L, R− 1.

Очевидно, дифференцируя “Vn(s), V ∗
n (s) и Vn(s)

нужное число раз в точке s = 0, можно получить
моменты любого порядка.

Найденное в терминах ПЛС распределение вре2
мени возврата используется далее для численных
расчетов, причем предлагается два варианта фор2
мул. Первыйвариантпредпочтительно употреблять
в том случае, когда обращение ПЛС производится
по точкам. Второй вариант, дающий ответ в ви2
де дробно2рациональной функции, удобен тогда,
когда имеются хорошие программы разложения
дробно2рациональной функции на сумму простей2
ших дробей.

Отметим, что используемый в работе метод, бо2
лее подробное изложение которого можно найти
в [36], элементарно переносится на решение задачи
нахождения ПЛС ФР времени перехода из любо2
го состояния в любое другое. Кроме того, заме2
тим, что “Vn(s) представляет собой не что иное, как
ПЛС времени до первой потери заявки в системе
M |M |1|(H−2), исходяиз состоянияn, и хорошоиз2
вестно (см., например, результат для более общего
случая в [37]). Здесь выводы этого ПЛС приводятся
для лучшего понимания дальнейших выкладок.

3 Вычисление преобразования
Лапласа–Стилтьеса времени
выхода

3.1 Вариант 1

Вычислим сначалаПЛС “Vn(s), n = 1, H − 1. Эти
ПЛС удовлетворяют уравнению:

“Vn(s) =

=
μ+ λ

s+ μ+ λ

(
μ

μ+ λ
“Vn−1(s) +

λ

μ+ λ
“Vn+1(s)

)
=

=
1

s+ μ+ λ

[
μ “Vn−1(s) + λ “Vn+1(s)

]
,

n = 1, H − 1 . (1)

Граничные условия для системы уравнений (1)
определяются формулами:

“V0(s) =
λ

s+ λ
“V1(s) ; (2)

“VH(s) = 1 . (3)

Решение системы уравнений (1) имеет вид:

“Vn(s) = “c1“z
H−n
1 (s) + “c2“z

H−n
2 (s) , n = 0, H ,

где “z1 = “z1(s) и “z2 = “z2(s)— решения уравнения

λ− (s+ μ+ λ)z + μz2 = 0 ,

т. е.

z1,2 =
s+ μ+ λ±

√
(s+ μ+ λ)2 − 4λμ

2μ
,

а “c1 = “c1(s) и “c2 = “c2(s) определяются из граничных
условий (2) и (3). Из (3) находим

“c2 = 1− “c1
и, значит,

“Vn(s) = “c1“zH−n
1 (s)− (1 − “c1)“zH−n

2 (s) ,

n = 0, H − 1 . (4)

Подставляя (4) в (2), получаем после элементарных
преобразований

“c1 =
{
[(s+ λ)“z2(s)− λ] “zH−1

2 (s)
}/ {[(s+ λ)“z1(s)−

− λ] “zH−1
1 (s) + [(s+ λ)“z2(s)− λ] “zH−1

2 (s)
}

.

Для нахождения V ∗
n (s), n = H + 1, R, и Vn(s),

n = L, R− 1, введем сначала следующие вспомога2
тельные функции:

W ∗
n(s), n = H + 1, R, — ПЛС времени до того
момента, когда в системе впервые останется H
заявок, при условии, что в начальный момент в
системебылоn заявокинепринимались заявки
(любого типа);

wn(s), n = H + 1, R− 1, — ПЛС времени до того
момента, когда в системе впервые останется H
заявок, и вероятность того, что до этого момен2
та в системе не былоR заявок, при условии, что
в начальный момент в системе было n заявок и
принимались заявки только первого типа;
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wn(s), n = H + 1, R− 1, — ПЛС времени до того
момента, когда в системе впервые окажется R
заявок, и вероятность того, что до этого момен2
та в системе не былоH заявок, при условии, что
в начальный момент в системе было n заявок и
принимались заявки только первого типа.

Очевидно,

W ∗
n(s) =

(
μ

s+ μ

)n−H

, n = H + 1, R .

Функции wn(s), n = H + 1, R− 1, удовлетворя2
ют уравнению

wn(s) =
μ+ λ1

s+ μ+ λ1

(
μ

μ+ λ1
wn−1(s) +

+
λ1

μ+ λ1
wn+1(s)

)
=

1
s+ μ+ λ1

[μwn−1(s) +

+ λ1wn+1(s)] , n = H + 1, R− 1 , (5)

с граничными условиями

wH(s) = 1 ; (6)

wR(s) = 0 . (7)

Решение системы уравнений (5) имеет вид:

wn(s) = c1z
R−n
1 (s) + c2z

R−n
2 (s) , n = H, R ,

где z1, z2 — решения уравнения

λ1 − (s+ μ+ λ1)z + μz2 = 0 ,

т. е.

z1,2 =
s+ μ+ λ1 ±

√
(s+ μ+ λ1)2 − 4λ1μ
2μ

.

Из граничного условия (7) имеем

c1 = −c2 = c

и, следовательно,

wn(s) = c
[
zR−n
1 (s)− zR−n

2 (s)
]

, n = H, R .

Наконец, из граничного условия (6) получаем

c
[
zR−H
1 (s)− zR−H

2 (s)
]
= 1 ,

т. е.

c =
1

zR−H
1 (s)− zR−H

2 (s)
.

Далее, для ПЛС wn(s), n = H + 1, R− 1, спра2
ведливо уравнение

wn(s) =
μ+ λ1

s+ μ+ λ1

(
μ

μ+ λ1
wn−1(s) +

+
λ1

μ+ λ1
wn+1(s)

)
=

=
1

s+ μ+ λ1
[μwn−1(s) + λ1wn+1(s)] ,

n = H + 1, R− 1 , (8)

с граничными условиями

wH(s) = 0 ; (9)

wR(s) = 1 . (10)

Решение системы уравнений (8) имеет вид:

wn(s) = c1z
n−H
1 (s) + c2z

n−H
2 (s) , n = H, R,

где z1, z2 — решения уравнения

μ− (s+ μ+ λ1)z + λ1z
2 = 0 ,

т. е.

z1,2 =
s+ μ+ λ1 ±

√
(s+ μ+ λ1)2 − 4λ1μ
2λ1

=

=
1

z2,1
. (11)

Из граничных условий (9) и (10) имеем

c1 = −c2 = c

и

c =
1

zR−H
1 (s)− zR−H

2 (s)
.

Введем теперь Wn(s), n = H + 1, R− 1, — ПЛС
времени до того момента, когда в системе впервые
останется H заявок, при условии, что в начальный
момент в системе было n заявок и принимались
заявки только первого типа. Тогда

Wn(s) = wn(s) + wn(s)W ∗
R(s) , n = H + 1, R− 1 .

Вычислим Vn(s) при n = L, H. Напомним, что
Vn(s), n = L, H, — ПЛС времени до того момента,
когда в системе впервые останется (L − 1) заявок,
при условии, что в начальный момент в системе
было n заявок и принимались заявки только перво2
го типа. Преобразование Лапласа–Стилтьеса Vn(s)
при n = L, H − 1 удовлетворяет уравнению

Vn(s) =
μ+ λ1

s+ μ+ λ1

(
μ

μ+ λ1
Vn−1(s) +

+
λ1

μ+ λ1
Vn+1(s)

)
=

1
s+ μ+ λ1

[μVn−1(s) +

+ λ1Vn+1(s)] , n = L, H − 1 , (12)
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с граничными условиями

VL−1(s) = 1 ; (13)

VH(s) =
μ+ λ1
+μ+ λ1

·
(

μ

μ+ λ1
VH−1(s) +

+
λ1

μ+ λ1
WH+1(s)VH(s)

)
,

второе из которых перепишем в виде

[s+ μ+ λ1 − λ1WH+1(s)] VH(s) = μVH−1(s) . (14)

Решение системы уравнений (12) имеет вид:

Vn(s) = c1z
n−L+1
1 (s) + c2z

n−L+1
2 (s) , n = L− 1, H ,

где z1, z2 определяются формулой (11). Из гранич2
ных условий (13) и (14) имеем

c2 = 1− c1 ,

c1 =
(
μzH−L
2 (s)− [s+ μ+ λ1 −

− λ1WH+1(s)] z
H−L+1
2 (s)

)/ ([
s+ μ+ λ1 −

− λ1WH+1(s)]
[
zH−L+1
1 (s)− zH−L+1

2 (s)
]−

− μ
[
zH−L
1 (s)− zH−L

2 (s)
])

.

Теперьможнопривести окончательные выраже2
ния для ПЛС V ∗

n (s) при n = H + 1, R и ПЛС Vn(s)
при n = H + 1, R− 1:

V ∗
n (s) =W ∗

n(s)VH(s) , n = H + 1, R ;

Vn(s) =Wn(s)VH(s) , n = H + 1, R− 1 .

3.2 Вариант 2

В этом подразделе будут найдены выражения
для тех же самых ПЛС “Vn(s), n = 0, H − 1, ПЛС
V ∗

n (s), n = H + 1, R, и ПЛС Vn(s), n = L, R− 1, что
и в подразд. 3.1, но только в виде дробно2рацио2
нальных функций.

Как и прежде, начнем с “Vn(s).
Обозначим через “wn(s), n = 0, H − 1, ПЛС вре2

мени до того момента, когда в системе впервые ока2
жется (n+ 1) заявок, при условии, что в начальный
момент в системе было n заявок и принимались все
заявки. Тогда для “wn(s), n = 0, H − 1, справедливы
соотношения:

“w0(s) =
λ

s+ λ
;

“wn(s) =
μ+ λ

s+ μ+ λ

[
λ

μ+ λ
+

μ

μ+ λ
“wn−1(s) “wn(s)

]
=

=
1

s+ μ+ λ
[λ+ μ “wn−1(s) “wn(s)] ,

n = 1, H − 1 . (15)

Из уравнения (15) получаем

“wn(s) =
λ

s+ μ+ λ− μ “wn−1(s)
, n = 1, H − 1 .

Запишем ПЛС “wn(s), n = 0, H − 1, в виде дробно2
рациональной функции

“wn(s) =
“qn(s)
“rn(s)

, n = 0, H − 1 , (16)

где “qn(s), n = 0, H − 1, — полином n2й степени, а
“rn(s), n = 0, H − 1, — полином (n + 1)2й степени.
Полиномы “qn(s) и “rn(s) можно последовательно
вычислить из следующих соотношений:

“q0(s) = λ ; “r0(s) = s+ λ ;

“qn(s) = λ“rn−1(s) , n = 1, H − 1 ; (17)

“rn(s) = (s+μ+λ)“rn−1(s)−μ“qn−1(s) , n = 1, H − 1 .

Теперь можно привести формулу для “Vn(s), n =
= 0, H − 1:

“Vn(s) =
H−1∏
i=n

“wi(s) , n = 0, H − 1 . (18)

Подставляя в (18) вместо ПЛС “wi(s) его значение
по формуле (16), а вместо ПЛС “qi(s)—его значение
по формуле (17), окончательно получаем

“Vn(s) =
λH−n−1“qn(s)
“rH−1(s)

, n = 0, H − 1 .

Перейдем к нахождению V ∗
n (s), n = H + 1, R, и

Vn(s), n = L, R− 1. Введем следующие вспомога2
тельные функции:

wn(s), n = H + 1, R− 1, — ПЛС времени до то2
го момента, когда в системе впервые останется
(n− 1) заявок, и вероятность того, что до этого
момента в системе не было R заявок, при усло2
вии, что в начальный момент в системе было n
заявок и принимались заявки только первого
типа;

wn(s), n = H + 1, R− 1, — ПЛС времени до то2
го момента, когда в системе впервые окажется
(n+ 1) заявок, и вероятность того, что до этого
момента в системе не было H заявок, при усло2
вии, что в начальный момент в системе было n
заявок и принимались заявки только первого
типа;
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W ∗
n(s), n = H + 1, R, — ПЛС времени до того мо2
мента, когда в системе впервые останетсяH за2
явок, при условии, что в начальный момент в
системебылоn заявокинепринимались заявки
(любого типа);
“Wn(s), n = H + 1, R− 1, — ПЛС времени до то2
го момента, когда в системе впервые останет2
ся H заявок, и вероятность того, что до это2
го момента в системе не было R заявок, при
условии, что в начальный момент в системе
было n заявок и принимались заявки только
первого типа;

Wn(s), n = H + 1, R− 1, — ПЛС времени до то2
го момента, когда в системе впервые окажет2
ся R заявок, и вероятность того, что до это2
го момента в системе не было H заявок, при
условии, что в начальный момент в системе
было n заявок и принимались заявки только
первого типа;

Wn(s), n = H + 1, R− 1, — ПЛС времени до то2
го момента, когда в системе впервые останет2
ся H заявок, при условии, что в начальный
момент в системе былоn заявок и принимались
заявки только первого типа.

Преобразование Лапласа–Стилтьеса wn(s), n =
= H + 1, R− 1, удовлетворяет соотношению

wn(s) =
μ+ λ1

s+ μ+ λ1

(
μ

μ+ λ1
+

+
λ1

μ+ λ1
wn+1(s)wn(s)

)
, n = H + 1, R− 1 ,

из которого имеем

wn(s) =
μ

s+ μ+ λ1 − λ1wn+1(s)
, n = H + 1, R− 1,

где положено
wR(s) = 0 .

Отсюда получаем следующие соотношения для по2
следовательного вычисления полиномов qn(s) и
rn(s) в представлении wn(s) = qn(s)/rn(s):

qR−1(s) = μ ;

rR−1(s) = s+ μ+ λ1 ;

qn(s) = μrn+1(s) , n = H + 1, R− 2 ,

rn(s) = (s+ μ+ λ1)rn+1(s)− λ1qn+1(s) ,

n = H + 1, R− 2 .
Преобразование Лапласа–Стилтьеса wn(s), n =

= H + 1, R− 1, удовлетворяет соотношению

wn(s) =
μ+ λ1

s+ μ+ λ1

(
λ1

μ+ λ1
+

+
μ

μ+ λ1
wn−1(s)wn(s)

)
, n = H + 1, R− 1 ,

что дает равенство

wn(s) =
λ1

s+ μ+ λ1 − μwn−1(s)
, n = H + 1, R− 1 ,

где положено

wH(s) = 0 .

Это приводит к следующим выражениям для по2
линомов qn(s) и rn(s) в представлении wn(s) =
= qn(s)/rn(s):

qH+1(s) = λ1 ;

rH+1(s) = s+ μ+ λ1 ;

qn(s) = λ1rn−1(s) , n = H + 2, R− 1 ;
rn(s) = (s+ μ+ λ1)rn−1(s)− μqn−1(s) ,

n = H + 2, R− 1 .

Далее,

W ∗
n(s) =

(
μ

s+ μ

)n−H

, n = H + 1, R ;

ПЛС “Wn(s), n = H + 1, R− 1, и Wn(s), n =
= H + 1, R− 1, определяются выражениями:

“Wn(s) =
n∏

i=H+1

wi(s) =
μn−H−1qH+1(s)

rn(s)
,

n = H + 1, R− 1 ;

Wn(s) =
R−1∏
i=n

wi(s) =
λR−n−1
1 qR−1(s)

rn(s)
,

n = H + 1, R− 1 ,

а ПЛС Wn(s), n = H + 1, R− 1, имеет вид:

Wn(s) = “Wn(s) +Wn(s)W ∗
R(s) =

=
μn−H−1qH+1(s)

rn(s)
+

λR−n−1
1 μR−HqR−1(s)
(s+ μ)R−Hrn(s)

=

=
Qn(s)
Rn(s)

, n = H + 1, R− 1 ,

где Qn(s) и Rn(s) находятся по формулам

Qn(s) = (s+ μ)R−Hμn−H−1qH+1(s)rn(s) +

+ λR−n−1
1 μR−HqR−1(s)rn(s) , n = H + 1, R− 1 ;

Rn(s) = (s+ μ)R−Hrn(s)rn(s) , n = H + 1, R− 1 .
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Обозначим теперь через Wn(s), n = L, H, ПЛС
времени до того момента, когда в системе впер2
вые останется (n − 1) заявок, при условии, что
в начальный момент в системе было n заявок и
принимались заявки только первого типа. Тогда
справедливо уравнение:

Wn(s) =
μ+ λ1

s+ μ+ λ1

(
λ1

μ+ λ1
Wn+1(s)Wn(s) +

+
μ

μ+ λ1

)
, n = L, H ,

из которого находим

Wn(s) =
μ

s+ μ+ λ1 − λ1Wn+1(s)
, n = L, H .

Таким образом, имеем следующие выражения для
полиномов Qn(s) и Rn(s) в представлении Wn(s) =
= Qn(s)/Rn(s), n = L, H:

Qn(s) = μRn+1(s) , n = L, H ;

Rn(s) = (s+ μ+ λ1)Rn+1(s)− λ1Qn+1(s) ,

n = L, H .

Окончательно получаем:

Vn(s) =
n∏

i=L

Wi(s) =
μn−LQn(s)

RL(s)
, n = L, H ;

V ∗
n (s) =W ∗

n(s)VH(s) , n = H + 1, R ;

Vn(s) =Wn(s)VH(s) , n = H + 1, R− 1 .

4 Вычислительный алгоритм

Полученные в предыдущемразделематематиче2
ские соотношения были использованы для числен2
ных расчетов, причем в качестве рассчитываемой
характеристики была взята наиболее интересная с
точки зрения показателей качества обслуживания
SIP2сервераФРвременивозврата, в томчислемате2
матическое ожидание и 95%2ная квантиль времени
возврата.

В этом разделе приведем алгоритм вычисления
ПЛС VH(s) времени возврата только для варианта 2
(см. подразд. 3.2), поскольку проведенные расчеты
показали, что и точность, и трудоемкость обоих ва2
риантов для всех предложенных исходных данных
практически совпали. Кроме того, так как расчеты
проводились в среде MATLAB с использованием
символьных вычислений, то действия над много2
членами производились автоматически. Поэтому
приводимый ниже алгоритм не содержит формул
для определения многочленов дробно2рациональ2
ных представлений ПЛС VH(s) и промежуточных

рассчитываемых ПЛС. Далее, поскольку алгоритм
предназначен для вычисления только характери2
стик, связанных с временем возврата, здесь не
представлены формулы для нахождения других па2
раметров, хотя эти формулы практически не отли2
чаются от приведенных ниже. Наконец, в рамках
шагов предложенного алгоритма удобно показать
также, как вычисляется математическое ожидание
T = −V ′

H(0) времени возврата.
Алгоритм состоит из следующих шагов.
Шаг 1. Последовательно по n от n = R − 1 до

n = H + 1 вычисляются ПЛС wn(s) и производные
w′

n(0) по формулам:

wR−1(s) =
μ

s+ μ+ λ1
;

wn(s) =
μ

s+ μ+ λ1 − λ1wn+1(s)
, n = H + 1, R− 2;

w′
R−1(0) = −

μ

(μ+ λ1)2
;

w′
n(0) = −

μ[1− λ1w
′
n+1(0)]

[μ+ λ1 − λ1wn+1(0)]2
, n = H + 1, R− 2.

Далее понадобятся только wH+1(s) и w′
H+1(0).

Шаг 2. Последовательно по n от n = H + 1 до
n = R − 1 вычисляются ПЛС wn(s) и производные
w′

n(0) по формулам:

wH+1(s) =
λ1

s+ μ+ λ1
;

wn(s) =
λ1

s+ μ+ λ1 − μwn−1(s)
, n = H + 2, R− 1;

w′
H+1(0) = −

λ1

(μ+ λ1)2
;

w′
n(0) = −

λ1[1− μw′
n−1(0)]

[μ+ λ1 − μwn−1(0)]2
, n = H + 2, R− 1.

Шаг 3. ВычисляютсяПЛСW ∗
R(s) ипроизводная

W ∗′
R (0) по формулам:

W ∗
R(s) =

(
μ

s+ μ

)R−H

;

W ∗′
R (0) = −

R−H

μ
.

Шаг 4. Вычисляются ПЛС WH+1(s) и произ2
водная W

′
H+1(0) по формулам:

WH+1(s) =
R−1∏

i=H+1

wi(s) ;

W
′
H+1(0) =WH+1(0)

R−1∑
i=H+1

w′
i(0)

wi(0)
.
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Шаг 5. ВычисляютсяПЛСWH+1(s) и производ2
ная W ′

H+1(0) по формулам:

WH+1(s) = wH+1(s) +WH+1(s)W ∗
R(s) ;

W ′
H+1(0) = w′

H+1(0) +W
′
H+1(0)W

∗
R(0) +

+WH+1(0)W ∗′
R (0) .

Шаг 6.Последовательно по n от n = H до n = L
вычисляются ПЛС Wn(s) и производные W ′

n(0) по
формулам:

Wn(s) =
μ

s+ μ+ λ1 − λ1Wn+1(s)
, n = L, H ;

W ′
n(0) = −

μ[1− λ1W
′
n+1(0)]

[μ+ λ1 − λ1Wn+1(0)]2
, n = L, H .

Шаг 7. Вычисляются ПЛС VH(s) и производная
V ′

H(0) по формулам:

VH(s) =
H∏

i=L

Wi(s) ,

T = −V ′
H(0) = −

H∑
i=L

W ′
i (0) .

Дальнейшие шаги, связанные с вычислением
плотности распределения времени возврата с по2
мощью обратного преобразования Лапласа, а затем
ФР и 95%2ной квантили времени возврата зави2
сят от используемого программного обеспечения.
Приведенный выше алгоритм удобно реализовать в
среде MATLAB, используя встроенные возможно2
сти символьных вычислений, интегрирования и др.

5 Пример расчетов
Приведем пример численного анализа характе2

ристик времени возврата для одного из возможных

наборов исходных данных, разработанного автора2
ми данной статьи в рамках решения прикладной
задачи по анализу показателей качества обслужи2
вания протокола SIP [8]. Рассматривается случай,
когда L = 74, H = 85, R = 100, суммарная ин2
тенсивность входящего потока λ = 240 заявок/с,
причем интенсивность λ2 потока заявок второго
типа связана с λ следующим образом: λ2 = qλ.
Здесь q — вероятность сброса заявки, т. е. вероят2
ность поступления в систему заявки второго типа.
Среднее время обслуживания заявки любого типа
μ−1 = 5 мс.

На рис. 2, а приведен график плотности рас2
пределения p(x) времени возврата, построенный
для значений q = 0,3; 0,5; 0,7; 0,9. График ФР F (x)
времени возврата построен на рис. 2, б для тех же
самых значений q. Наконец, на рис. 3 показан
график 95%2ной квантили t0,95 и среднего значе2
ния T времени возврата в зависимости от величины
вероятности сброса q ∈ [0,3, 0,9].

Из графиков видно, что с ростом вероятности q
сброса заявки время возврата уменьшается, причем
его среднее значение T всегда меньше значения
t0,95 95%2ной квантили. В [8] численно решалась
задача нахождения значений порогов L и H таких,
что при фиксированных значениях всех остальных
параметров среднее время возврата является мини2
мальным. Полученные в данной статье алгоритмы
позволяют решать более сложные задачи оптимиза2
циипараметров гистерезисного управления нагруз2
кой SIP2сервера, в том числе задачу минимизации
95%2ной квантили времени возврата.

При расчетах было отмечено, что наиболее тру2
доемко вычисление значений 95%2ной квантили,
оно может занять до 30 мин машинного времени на
компьютере с процессором Intel Core i5 @ 3,30 ГГц
и 8 ГБ оперативной памяти. Численный анализ
и результаты имитационного моделирования пока2

Рис. 2 Плотность распределения p(x) (а) и функция распределения F (x) (б) времени возврата: 1— q = 0,3; 2 — 0,5;
3— 0,7; 4 — q = 0,9
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Рис. 3 Cреднее значение T времени возврата (1) и 95%2
ная квантиль t0,95 (2)

зали достоверность обоих вариантов метода вычис2
лений ПЛС ФР времени возврата для исследуемой
СМО.

6 Заключение
В статье предложены новые аналитические ме2

тоды исследования СМОс гистерезисным управле2
нием входящей нагрузкой. По сравнению с извест2
ными ранее результатами получен эффективный
метод, предназначенный для анализа и расчета не
толькоматематического ожидания времени возвра2
та системы из состояний перегрузки в состояния
нормальной нагрузки, но и других его характе2
ристик, в том числе ФР и квантилей. Отметим,
что 95%2ную квантиль рекомендовано использо2
вать как показатель качества телекоммуникацион2
ных систем международными стандартизующими
организациями, такими как ITU и IETF. Разработ2
ка программных средств в среде MATLAB и чис2
ленный анализ на близких к реальным исходных
данных показали эффективность разработанных в
статье методов, предназначенных для вычисления
ПЛС ФР времени возврата, причем время вычис2
ления обоими способами оказалось практически
одинаковым, а сложность вычислений такова, что
дляпроведения вычислительного эксперимента до2
статочно использования персонального компьюте2
ра с процессором Intel Core i5 @ 3,30 ГГц и 8 ГБ
оперативной памяти. Дальнейшие исследования
будут направлены на решение задач нахождения
оптимальных пороговых значений для управления
перегрузками SIP2серверов.
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THE DISTRIBUTION OF THE RETURN TIME FROM THE SET

OF OVERLOAD STATES TO THE SET OF NORMAL LOAD STATES

IN A SYSTEM M |M |1|〈L, H〉|〈H, R〉WITHHYSTERETIC LOAD

CONTROL

Yu.V. Gaidamaka1, A. V. Pechinkin2, R. V. Razumchik2, A.K. Samuylov1, K. E. Samouylov1,
I. A. Sokolov2, E. S. Sopin1, and S. Ya. Shorgin2

1Peoples’ Friendship University of Russia, Moscow 117198, Russian Federation
2Institute of Informatics Problems, Russian Academy of Sciences, Moscow 119333, Russian Federation

Abstract: An analytical method for studying the parameters of the hysteretic control, which is implemented as one
of the effective solutions to the overload problem in the network of SIP2servers, is suggested. As a mathematical
model, the queuing system M |M |1|〈L, H〉|〈H,R〉 with two loops hysteretic control was developed, where H is the
overload onset threshold, L is the overload abatement threshold, and R is the discard threshold. Two methods of
calculating the Laplace–Stieltjes transform of the distribution function of the return time from the set of overload
system states to the set of normal load system states were obtained. The first method consists in solving a system of
equations with return times for each state of the set of overload system states as unknowns, the second deals with
the recurrence for the Laplace–Stieltjes transform of the distribution function of the return time for each state of
the set of overload system states as rational fractional expressions. Both methods allow the effective calculations
with standard software tools, as shown in the numerical example.
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