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О НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЯХ
p-АДИЧЕСКИХ ОТКРЫТЫХ, ЗАМКНУТЫХ

И ОТКРЫТО-ЗАМКНУТЫХ СТРУН

Исследуется структура решений краевых задач для одномерной нелинейной
системы псевдодифференциальных уравнений, описывающей динамику (рол-
линг) p-адической открытой, замкнутой и открыто-замкнутой струн для ска-
лярного поля тахионов. Применяется метод последовательных приближений.
Для открыто-замкнутой струны доказана его сходимость при нечетных p вида
p = 4n+1 при условии, что известно решение для замкнутой струны. При p = 2
обсуждаются вопросы существования и несуществования решения краевых за-
дач и указывается на возможность появления разрывных решений.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Для описания динамики тахионов открытой и замкнутой p-адических струн был
предложен лагранжиан [1]

L =
1
h2

[
− p4

2(p2 − 1)
Ψp−�/4Ψ +

p4

p4 − 1
Ψp2+1

]
+

+
1
g2

[
− p2

2(p− 1)
Φp−�/2Φ +

p2

p2 − 1
Ψp(p−1)/2(Φp+1 − 1)

]
, (1.1)

где Ψ(t, x) и Φ(t, x), x = (x1, x2, . . . , xd−1), – тахионные поля для открытых и за-
мкнутых струн, h и g – константы взаимодействия между открытыми и замкнутыми
струнными секторами, � = −∂2

t +∇2
x – d-мерный даламбертиан, p – простое число,

p = 2, 3, 5, . . . (впредь p будем считать целым числом, бо́льшим 1).
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Соответствующие уравнения движения, вытекающие из (1.1) при λ2 = h2/g2 6= 0,
имеют вид [2]

Ψp2
− p−�/4Ψ + λ2 p− 1

2p
Ψp(p−1)/2−1(Φp+1 − 1) = 0, (1.2а)

ΦpΨp(p−1)/2 − p−�/2Φ = 0. (1.2б)

Совершив в системе уравнений (1.2) предельный переход λ2 → 0, получим следую-
щую упрощенную систему уравнений для открыто-замкнутой струны [2]:

Ψp2
= p−�/4Ψ, (1.3а)

ΦpΨp(p−1)/2 = p−�/2Φ. (1.3б)

Система уравнений (1.3) включает уравнение (1.3а), описывающее динамику поля Ψ
замкнутой струны, и уравнение (1.3б), описывающее динамику поля Φ открытой
струны при известном поле Ψ.

При Ψ = 1 система (1.3) превращается в уравнение для открытой струны

Φp = p−�/2Φ. (1.4)

Уравнения (1.3) имеют следующие вакуумные решения:

(Ψ = 0, Φ = 0) ∀p; (Ψ = 1, Φ = 1), p четное;

(Ψ = 1, Φ = ±1), p = 4n+ 3; (Ψ = ±1, Φ = ±1), p = 4n+ 1.
(1.5)

При d = 1 система (1.3) и отдельно уравнения (1.3а) и (1.4) описывают движе-
ние (роллинг) тахионов по времени для открыто-замкнутой, замкнутой и открытой
струн, соответственно. В этом случае уравнения (1.3) принимают вид

Ψp2
= p∂2

t /4Ψ, (1.6а)

ΦpΨp(p−1)/2 = p∂2
t /2Φ. (1.6б)

Сделаем замену аргументов у полей:

ψ(t) = Ψ(t
√

2 ln p), ϕ(t) = Φ(t
√

2 ln p). (1.7)

В классе измеримых функций (ψ,ϕ), удовлетворяющих условию роста (5.2) (см.
ниже) при γ = 1 или γ = 2 уравнения (1.6) превращаются в классическую систему
нелинейных интегральных уравнений

ψp2
(t) =

√
2
π

∫ ∞

−∞
e−2(t−τ)2ψ(τ) dτ, t ∈ R, (1.8а)

ϕp(t)ψp(p−1)/2(t) =
1√
π

∫ ∞

−∞
e−(t−τ)2ϕ(τ) dτ, t ∈ R. (1.8б)

Аналогичный вид принимает и уравнение (1.4) (уравнение (1.8б) при ψ = 1) для
открытой струны:

ϕp(t) =
1√
π

∫ ∞

−∞
e−(t−τ)2ϕ(τ) dτ, t ∈ R. (1.9)
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В соответствии с вакуумными решениями (1.5) ставятся следующие краевые усло-
вия: для уравнения (1.8а)

lim
t→−∞

ψ(t) = lim
t→∞

ψ(t) = 1; (1.10)

для уравнений (1.8б) и (1.9)

lim
t→∞

ϕ(t) = 1, lim
t→−∞

ϕ(t) =

{
−1, p нечетное,
0, p четное.

(1.11)

Система уравнений (1.3) является нелинейной с псевдодифференциальными чле-
нами с символами p−ξ2/4, p−ξ2/2, ξ2 = t2 − x2

1 − · · · − x2
d−1. Поэтому их естествен-

но рассматривать в некоторых алгебрах обобщенных функций из D′(Rd), преоб-
разования Фурье которых являются аналитическими функционалами из простран-
ства Z ′ [3], [4]. Физический интерес представляют только вещественные решения
этих уравнений, впредь будут рассматриваться только такие решения.

Если (Ψ(t, x), Φ(t, x)) есть решение системы (1.3), то все его сдвиги и все его
отражения также являются ее решениями. В случае нечетного p вида p = 4n +
1 (−Ψ(t, x),−Φ(t, x)) тоже является решением этой системы. Поэтому решение
системы (1.3) не единственно (если оно существует).

Исследованию этого нового класса уравнений с бесконечным числом производных
посвящены многие работы физиков и математиков с широким использованием ком-
пьютерной техники (см. [1], [2], [4]–[14] и приведенную там литературу). В струнной
теории поля взаимодействие нелокально [5], что существенно отличает ее от класси-
ческой локальной теории поля. Эти уравнения представляют значительный интерес
не только для p-адической математической физики, но и для космологии [7], [9], [13].
По существу, эти задачи относятся к классическому математическому анализу: от
p-адических чисел здесь осталось только целое число p, к тому же оно не обязано
быть простым.

В этой работе в рамках предложенной модели изучается структура решений для
открытых, замкнутых и открыто-замкнутых струн. В разделе 2 перечислены извест-
ные математические результаты для открытой струны (краевая задача (1.9), (1.11)).
В разделе 3 многие результаты для открытой струны почти без изменений перено-
сятся и на замкнутую струну (краевая задача (1.8а), (1.10)). При нечетном p при-
менен метод последовательных приближений для четных решений с двумя нулями.
При четном p доказано, что не существует непрерывных четных неубывающих при
t > 0 нетривиальных решений (теорема 1) (см. также [8]). Поэтому в этом случае
непрерывные решения должны иметь либо не меньше четырех нулей, либо быть
разрывными со скачками первого рода. В разделе 4 для открыто-замкнутой струны
(краевая задача (1.8), (1.10), (1.11)) при p вида p = 4n+ 1 доказывается сходимость
метода последовательных приближений для краевой задачи (1.8б), (1.11) для нечет-
ного решения с одним нулем при условии, что известно четное решение краевой
задачи (1.8а), (1.10) (теорема 2). Дано описание структуры решений. В разделе 5
приведены необходимые свойства интегрального оператора Kγ = e1/(4γ)∂2

t .
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2. ОТКРЫТАЯ СТРУНА

Динамика открытой струны определяется интегральным уравнением (1.9) и гра-
ничными условиями (1.11).

О решениях ϕ уравнения (1.9) справедливы следующие утверждения.

Утверждение 1. Если решение ϕ(t) ограничено, то функции ϕ(t) = 0,±1 при
нечетном p и ϕ(t) = 0, 1 при четном p являются решениями; если решение ϕ(t)
не сводится к постоянной, то оно кусочно-аналитическое (при нечетном p непре-
рывное) с оценкой

|ϕ(t)| < 1, t ∈ R. (2.1)

Утверждение 2. Если решение ϕ(t) → a при t → ∞, |a| < ∞, то a = 0 или
a = ±1 при нечетном p; a = 0 или a = 1 при четном p. При этом (ϕp)′(t) → 0 при
t→∞, а если a 6= 0, то ϕ′(t) → 0 при t→∞.

Утверждение 3. Интегральное уравнение (1.9) эквивалентно следующей крае-
вой задаче для уравнения теплопроводности [11]:

ux =
1
4
utt, 0 < x 6 1, t ∈ R, (2.2)

u(0, t) = ϕ(t), u(1, t) = ϕp(t), t ∈ R. (2.3)

Обратим внимание, что переменные x и t в уравнении (2.2) поменялись местами
по сравнению с классическим уравнением теплопроводности.

Решением краевой задачи (2.2), (2.3) назовем всякую измеримую функцию u(x, t),
ограниченную условием роста (5.2) по t при γ = 1. Функция u(x, t) называется
интерполирующей между решением ϕ и его степенью ϕp.

Отметим, что интерполирующая функция представляется формулой Пуассона
для уравнения (2.2):

u(x, t) =
1√
πx

∫ ∞

−∞
ϕ(τ)e−(t−τ)2/x dτ, 0 < x 6 1. (2.4)

Для нулей интерполирующей функции u(x, t) имеет место следующее утвержде-
ние.

Утверждение 4 (теорема о ветвлении нулей функции u(1, t) = ϕp(t)) [11], [14].
Пусть функция u(x, t) имеет в точке t = 0 нуль четной кратности 2n. Тогда
уравнение

u(1− ε, t) = 0 при ε→ +0 (2.5)

имеет ровно 2n различных простых вещественных нулей:

t±k (ε) = ±λk

√
ε+O(ε), k = 1, 2, . . . , n, (2.6)

где λk , k = 1, 2, . . . , n, – положительные корни полинома Эрмита: H2n(λ) = 0.

Например, при n = 2 имеем λ4 − 12λ2 + 12 = 0, так что

λ1 =
√

6− 2
√

6 ≈ 1.049, λ2 =
√

6 + 2
√

6 ≈ 3.301.
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Утверждение 5. Если решение ϕ ∈ L1
2 , то оно разлагается в ряд по полиномам

Эрмита [11]

ϕ(t) =
∞∑

n=0

an
Hn(t)
2nn!

, an = (ϕ,Hn)1, (2.7)

а функция ϕp(t) – в ряд Тейлора

ϕp(t) =
∞∑

n=0

an
tn

n!
, (2.8)

сходящийся равномерно на каждом компакте из R. Если же ϕ ∈ L
1/2
2 , то справед-

ливы равенства
(ϕp,Hn)1 = (ϕ, Vn)1/2, n = 0, 1, . . . , (2.9)

где Vn – модифицированные полиномы Эрмита,

Vn(t) = 2−n/2Hn

(
t√
2

)
, n = 0, 1, . . . . (2.10)

Определение пространства Lα
2 дано в разделе 5.

Утверждение 6. Пусть ϕ(t) – решение уравнения (1.9) и t = 0 – нуль функции
ϕp(t) кратности σ > 1. Тогда справедливы соотношения [4]

2n

√
π

∫ ∞

−∞
ϕ(τ)τne−τ2

dτ =

{
0, n = 0, 1, . . . , σ − 1,

a 6= 0, n = σ.
(2.11)

Число перемен знака у функции ϕ(t) не меньше σ [11].

Утверждение 7а. При нечетных p и σ решение ϕ(t) меняет знак в нуле и

ϕ(t) =
(
a

σ!

)1/p

tσ/p[1 +O(t)] при t→ 0. (2.12)

Утверждение 7б. При четном p кратность σ четна и a > 0, и если ϕ(t) ме-
няет знак в нуле, то

ϕ(t) =
(
a

σ!

)1/p

sign t|t|σ/p[1 +O(t)] при t→ 0. (2.13)

Утверждение 7в. Если ϕ(t) не меняет знака в нуле, то a > 0 и кратность σ
четна, и

ϕ(t) =
(
a

σ!

)1/p

|t|σ/p[1 +O(t)] при t→ 0. (2.14)

О решениях краевой задачи (1.9), (1.11) справедливы следующие утверждения.

Утверждение 8. Для нечетного p существует непрерывное, вещественно-ана-
литическое при t 6= 0, нечетное, возрастающее решение ϕ(t) с одним простым ну-
лем t = 0, при этом справедливы соотношения (2.11) и (2.12) при σ = 1 [4], [10], [12].
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Утверждение 9. Для четного p не существует непрерывных решений, кото-
рые либо неотрицательны, либо имеют одну перемену знака; если существует
непрерывное решение с двумя нулями, то оно имеет ровно две перемены знака [11].
Возможны разрывные решения с разрывами первого рода.

Утверждение 10. Пусть u(x, t) – интерполирующая функция между решени-
ем ϕ и его степенью ϕp . Тогда справедливы закон сохранения∫ ∞

−∞
[ϕ(t)− u(x, t)] dt = 0 =

∫ ∞

−∞
[ϕ(t)− ϕp(t)] dt, x > 0, (2.15)

и неравенство ∣∣∣∣ ∫ a

−∞
[u(x, t)− ϕ(t)] dt

∣∣∣∣< √
x

π
, x > 0, a ∈ R. (2.16)

Утверждение 11. Для нечетного p справедливы включения

1− ϕp−1, 1− |u(x, · )| ∈ L1(R), x > 0, (2.17)

число нулей функции ϕp(t) конечно, все ее нули имеют конечную кратность; число
перемен знака решения ϕ(t) не больше числа нулей ϕp(t) и не меньше максимальной
кратности нулей этой функции; если ϕp(t) имеет только три нуля, то решение
ϕ(t) имеет три перемены знака [11].

Утверждение 12. Для четного p справедливы включения

1− ϕp−1, 1− u(x, · ) ∈ L1(0,∞), x > 0, (2.18)

и сходится интеграл ∫ 0

−∞
ϕ(t)[1− ϕp−1(t)] dt, (2.19)

а если функция ϕ(t) знакопостоянна при t < c, то справедливы включения

ϕ, u(x, · ) ∈ L1(−∞, 0), x > 0. (2.20)

Множество нулей функции ϕp(t) конечно или счетно и ограничено сверху. Обо-
значим эти нули через t0, t1, . . . , tk → −∞, а их кратности – через σ0, σ1, . . . [11].
По теореме Адамара (лемма 2 раздела 5) справедливо неравенство

∞∑
k=0

σk|tk|−2−ε <∞ при любом ε > 0.

Возникают следующие вопросы.
1. Существует ли непрерывное или разрывное решение краевой задачи (1.9),

(1.11) при четном p?
2. Всегда ли в нуле функции ϕp(t) имеет место перемена знака у решения ϕ(t)?
3. Являются ли кратности нулей функции ϕp(t) только нечетными при нечет-

ном p и только четными вида 2(2n+ 1) при четном p?
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3. ЗАМКНУТАЯ СТРУНА

Динамика замкнутой струны определяется интегральным уравнением (1.8а) и
краевыми условиями (1.10). Уравнение (1.8а) сводится к уравнению (1.9) с заменой
p на p2 и оператора K1 на оператор K2 (см. раздел 5). Поэтому утверждения 1–6
раздела 2, касающиеся ограниченных решений уравнения (1.9), остаются справед-
ливыми и для уравнения (1.8а). Что касается краевой задачи (1.8а), (1.10), то утвер-
ждения 9–11 раздела 2 остаются справедливыми, а утверждения 8 и 12 заменяются
на следующие.

Утверждение 8′. Не существует неотрицательных непрерывных решений,
кроме ψ(t) = 1. При четном p возможны разрывные решения со разрывами первого
рода [4].

Утверждение 12′. Число нулей функции ψp2
конечно как при нечетном, так

и при четном p, и поэтому справедливы включения

1− ψp2−1, 1− u(x, · ) ∈ L1(R), x > 0. (3.1)

Для построения приближенного решения краевой задачи (1.8а), (1.10) воспользу-
емся методом последовательных приближений, разработанным в работах [10] и [4]
для открытой струны при нечетных p. Будем искать четное решение ψ(t) с двумя
нулями ±t0. Последовательные приближения определим рекуррентной формулой:

ψn+1(t) = [(K2ψn)(t)]1/p2
, n = 0, 1, . . . , ψ0(t) = 1− βe−αt2 . (3.2)

Здесь оператор K2 определен формулой (5.1) (см. ниже) при γ = 2. На четных
функциях ψ он принимает вид

(K2ψ)(t) =

√
2
π

∫ ∞

0

ψ(τ)[e−2(t−τ)2 + e−2(t+τ)2 ] dτ.

Вычислим второе приближение. Имеем

(K2ψ0)(t) =

√
2
π

∫ ∞

−∞
[1− βe−ατ2−2(t−τ)2 ] dτ = 1− β

√
2

α+ 2
e−2αt2/(α+2),

откуда в силу (3.2) выводим

ψ1(t) =
[
1− β

√
2

α+ 2
e−2αt2/(α+2)

]1/p2

.

Наконец,

ψ2(t) =
{√

2
π

∫ ∞

0

[
1−β

√
2

α+ 2
e−2ατ2/(α+2)

]1/p2

[e−2(t−τ)2 +e−2(t+τ)2 ] dτ
}1/p2

. (3.3)

Построенная по формуле (3.3) функция ψ2(t), как и функция ψ1(t), – хорошее при-
ближение для решения краевой задачи (1.8а),(1.10). Для того, чтобы найти нули
±t0 функции ψp2

2 (t) необходимо решить уравнение∫ ∞

0

[
1− β

√
2

α+ 2
e−2ατ2/(α+2)

]1/p2

[e−2(t−τ)2 + e−2(t+τ)2 ] dτ = 0. (3.4)
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Примеры. Пусть p = 3, α = 0, 1. Тогда:
1) при β = 1.5, ψ0(0) = −0.500, t00 = 2.01, ψ1(0) = −0.917, t10 = 2.00;
2) при β = 1.8, ψ0(0) = −0.800, t00 = 2.42, ψ1(0) = 0.971, t10 = 2.43;
3) при β = 1.9, ψ0(0) = −0.900, t00 = 2.53, ψ1(0) = −0.982, t10 = 2.55;
4) при β = 2, ψ0(0) = −1, t00 = 2.63, ψ1(0) = −0.995, t10 = 2.65.

0

0.5

{0.5

{1.0

1.0

5 10{5{10

Рис. 1

0

0.5

{0.5

{1.0

1.0

5 10{5{10

Рис. 2

На рис. 1 (β = 1.5, tn0 ≈ 2.00) и рис. 2 (β = 2, tn0 ≈ 2.65) изображены итерации
ψ9

n+1 = (K2ψn)1/9: ψ0 – штриховая линия, ψ1 – тонкая сплошная линия, ψ2 – жирная
линия.

Как показывают численные расчеты (см. примеры и рисунки), при каждом β из
интервала 1.5 6 β 6 2 нулевое приближение ψ0 = 1 − e−0.1t2 определяет решение,
зависящее от β, к которому быстро сходятся итерации (и поэтому нули tn0 , n = 0, 1, 2,
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на рис. 1, 2 неразличимы). Таким образом, мы имеем однопараметрическое семей-
ство приближенных решений, зависящих от параметра β в начальной функции ψ0.
Однако доказательство сходимости последовательных приближений, продемонстри-
рованное в работах [4], [10], [12] для открытой струны, в данном случае не проходит.
Тем не менее справедливо

Утверждение 13. Пусть p нечетное. Если существует непрерывное четное
решение ψ(t) c двумя нулями t = ±t0 краевой задачи (1.8а), (1.10), то эти нули
простые и справедливы соотношения

ψ(t) = [a(t± t0)]p
−2

[1 +O(|t± t0|)], t→ ±t0, (3.5)

где

a =

√
2
π

∫ ∞

0

ψ(τ)[e−2(t0−τ)2 + e−2(t0+τ)2 ] dτ. (3.6)

Доказательство. Убедимся, что нули ±t0 простые. Действительно, если нуль
t0 кратный, то необходимо, чтобы первая производная функции ψp2

(t) обращалась
в нуль в точке t0. Но ψ(t), а значит, и ψp2

(t) меняют знаки в точке t0. Стало быть, и
вторая производная функции ψp2

(t) равна нулю в этой точке. Это значит, что крат-
ность нуля t0 этой функции не меньше 3, но тогда и число перемен знака ее должно
быть не меньше 3 (см. утверждение 6), что противоречит нашему предположению.

Для краевой задачи (1.8а), (1.10) при четных p справедлив такой отрицательный
результат, сформулированный впервые в работе [8].

Теорема 1. Не существует непрерывных четных неубывающих при t > 0 ре-
шений ψ , кроме ψ ≡ 1.

Доказательство. Пусть ψ(t) 6≡ 1 – непрерывное четное и неубывающее при
t > 0 решение краевой задачи (1.8а), (1.10). Тогда ψ(0) < 0, иначе в силу наших
предположений функция ψ(t) была бы неотрицательной при всех t ∈ R, что проти-
воречит утверждению 8′. Поэтому существует такая точка t = t0, что ψ(t) < 0 при
всех 0 6 t < t0 и ψ(t0) = 0. С другой стороны, функция ψ′(t), t > 0, неотрицательна
и непрерывна везде, кроме точки t0, в которой она имеет интегрируемую особен-
ность (см. утверждения 7). Кроме того, ψ′(∞) = 0 (см. утверждение 2). Согласно
лемме 4 (см. раздел 5) справедливо равенство

p2ψp2−1(t)ψ′(t) =

√
2
π

∫ ∞

0

ψ′(τ)[e−2(t−τ)2 − e−2(t+τ)2 ] dτ > 0,

которое приводит к противоречию при 0 < t < t0, поскольку число p2 − 1 нечетное
и потому ψp2−1(t) < 0 при 0 < t < t0.

Смысл доказанного утверждения состоит в том, что нетривиальные четные реше-
ния краевой задачи (1.8а), (1.10) должны иметь либо четное число нулей, не меньшее
четырех (см. утверждение 11), либо они разрывны.
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4. ОТКРЫТО-ЗАМКНУТАЯ СТРУНА

Динамика открыто-замкнутой струны определяется системой уравнений (1.8) и
краевыми условиями (1.10) и (1.11). Краевая задача (1.8а), (1.10) описывает замкну-
тую струну, и решение этой задачи обсуждалось в разделе 3. Пусть ψ0(t) – известное
четное решение этой задачи такое, что кратности σk, k = 1, 2, . . . ,m, нулей функции
ψp2

0 (t) удовлетворяют неравенству

σk <
2p2

p− 1
, k = 1, 2, . . . ,m. (4.1)

Подставляя это решение в уравнение (1.8б), получим уравнение

ϕp(t)ψp(p−1)/2
0 (t) = (K1ϕ)(t), (4.2)

где оператор K1 определен формулой (5.1) при γ = 1. Для решения уравнения (4.2)
введем новую неизвестную функцию

χ(t) = ϕ(t)ψ(p−1)/2
0 (t), ϕ(t) = χ(t)ψ−(p−1)/2

0 (t). (4.3)

Подставляя ее в уравнение (4.2), получим интегральное уравнение

χp(t) = (K1vχ)(t), (4.4)

где введено обозначение
v(t) = ψ

−(p−1)/2
0 (t). (4.5)

Перечислим свойства функции v: |v(t)| > 1, t ∈ R, эта функция четная, (вещест-
венно)-аналитическая всюду, кроме конечного числа нулей функции ψ0(t), в ко-
торых v в силу условия (4.1) имеет интегрируемую особенность (см. утвержде-
ния 7а, 7в с заменой p на p2), удовлетворяет краевым условиям (1.10), и в силу (3.1)
(поскольку p2 − 1 > (p− 1)/2) справедливы включения

v − 1, |v| − 1 ∈ L1(R). (4.6)

Докажем оценку

(K1|v|)(t) < N, t ∈ R, N = 1 +
2√
π

∫ ∞

0

[
|v(τ)| − 1

]
dτ. (4.7)

Действительно, в силу (4.6) имеем

(K1|v|)(t) <
1√
π

∫ ∞

−∞

[
|v(τ)| − 1

]
e−(t−τ)2 dτ + 1.

Из оценки (4.7) следует оценка

|χ(t)| < N1/(p−1), t ∈ R. (4.8)

В самом деле, из уравнения (4.4) имеем

|χp(t)| = |χ(t)|p = |K(vχ)(t)| < max
t∈R

|χ(t)|(K|v|)(t) < N max
t∈R

|χ(t)|,
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откуда и следует оценка (4.8).
Из (4.3) и (4.8) вытекает оценка для решения:

|ϕ(t)| < N1/(p−1)|ψ−(p−1)/2
0 (t)|, t ∈ R. (4.9)

Предположим теперь, что p – нечетное число вида p = 4n + 1. В этом случае
в силу (4.5) v(t) > 1, t ∈ R. Как и для открытой струны [4], [10], ищем нечетное
решение χ(t) краевой задачи (4.4), (1.11) методом последовательных приближений:

χn+1(t) =
[
(K1vχn)(t)

]1/p
, n = 0, 1, . . . , χ0(t) = sign t, t ∈ R. (4.10)

Приближения χn(t), n = 1, 2, . . . , – нечетные, непрерывные, положительные, воз-
растающие при t > 0 функции, они обращаются в нуль при t = 0 и стремятся к
единице при t → ∞. Целые функции χp

n(t), n = 1, 2, . . . , имеют простой нуль при
t = 0. Простота нуля вытекает из (4.10) в силу

d

dt
χp

n(0) =
d

dt
(K1vχn−1)(0) =

4√
π

∫ ∞

0

v(τ)χn−1(τ)τe−τ2
dτ > 0. (4.11)

Докажем, что существуют такие положительные числа η и θ, что

ηχ1(t) 6 χ2(t) 6 θχ1(t), t > 0. (4.12)

Введем функцию f(t) = χp
2(t)χ

−p
1 (t). Она непрерывна и положительна при t > 0

и обращается в единицу при t → ∞; ее предел при t → 0 в силу (4.11) существует
и конечен (по правилу Лопиталя). Следовательно, существуют такие числа a и b,
0 < a < b, что

a 6 f(t) 6 b, t > 0,

откуда и вытекает неравенство (4.12) при η = a1/p и σ = b1/p.
Умножая неравенства (4.12) на v и применяя оператор K1, с учетом неотрица-

тельности ядра оператора K1 получим неравенства

η(K1vχ1)(t) 6 (K1vχ2)(t) 6 θ(K1vχ1)(t),

откуда, пользуясь (4.10), выводим

ηχp
2(t) 6 χp

3(t) 6 θχp
2(t),

и, следовательно,
η1/pχ2(t) 6 χ3(t) 6 θ1/pχ2(t).

И так далее. В результате получим следующие неравенства:

ηp−n+1
χn(t) 6 χn+1(t) 6 θp−n+1

χn(t), n = 2, 3, . . . , t > 0.

Теперь, рассуждая как в работе [4], убеждаемся, что последовательность итера-
ций χn(t), n = 0, 1, . . . , сходится равномерно на R к решению χ(t) краевой зада-
чи (4.3), (1.11) при p вида p = 4n+ 1. Итак, мы доказали следующую теорему.
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Теорема 2. Пусть p ≡ 1 (mod 4) и ψ0 – четное решение краевой задачи (1.8а),
(1.10), причем кратности нулей суть σk , k = 1, 2, . . . ,m, функции ψp2

0 (t) удовлетво-
ряют условию (4.1). Тогда решение краевой задачи (1.8), (1.10), (1.11) для открыто-
замкнутой струны существует и задается формулой

(ψ = ψ0, ϕ = χψ
−(p−1)/2
0 ) (4.13)

с оценкой
|ϕ(t)| 6 Cψ

−(p−1)/2
0 (t), t ∈ R; 1− |ϕ| ∈ L1(R), (4.14)

где χ – нечетное решение краевой задачи (4.3), (1.11) с одним нулем, а постоян-
ная C зависит лишь от ψ0 (см. рис. 3).

tt0{t0 0

{1

1

'

Рис. 3

Замечание. В качестве решения ψ0 в теореме 2 можно взять любое четное ре-
шение краевой задачи (1.8а), (1.10), описанное в разделе 3.

В случае p вида p = 4n + 3 доказательство сходимости изложенного метода не
проходит, однако последовательные приближения (4.9), по-видимому, сходятся.

5. СВОЙСТВА ИНТЕГРАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА Kγ

Интегральный оператор Kγ определяется формулой

(Kγf)(t) =
√
γ

π

∫ ∞

−∞
f(τ)e−γ(t−τ)2 dτ, γ > 0, (5.1)

на классе Bγ локально интегрируемых функций f , удовлетворяющих условию роста

|f(t)| = O(eεt2), |t| → ∞, 0 6 ε < γ. (5.2)
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Нам понадобится шкала весовых сепарабельных гильбертовых пространств Lα
2 ,

α > 0, состоящих из измеримых квадратично-суммируемых функций на R по мере

dµα(t) =
√
α

π
e−αt2 dt,

∫ ∞

−∞
dµα(t) = 1,

со скалярным произведением и нормой

(f, g)α =
∫ ∞

−∞
f(t)ḡ(t) dµα(t), ‖f‖α =

√
(f, f)α, f, g ∈ Lα

2 .

Лемма 1. Оператор Kγ отображает Lα
2 в Lβ

2 при

0 < α < 2γ, β >
2αγ

2γ − α

и ограничен,

‖Kf‖β 6

(
βγ2

2αβγ − 2α2γ − βα2

)−1/4

‖f‖α, f ∈ Lα
2 . (5.3)

Лемма 2. Оператор Kγ отображает Lα
2 , 0 < α < 2γ , в целую функцию (Kf)(z),

z = t+ iy , не выше второго порядка роста с оценкой

|(Kf)(z)| 6 ‖f‖α
√
γ(2γ − α)−1/4 exp

(
y2 − γt2 +

2
2γ − α

t2
)
. (5.4)

Лемма 3. Оператор Kγ отображает ограниченную функцию |f(t)| < C в огра-
ниченную функцию |(Kγf)(t)| < C , и если f(t) → a при t → ∞, то (Kγf)(t) → a

при t→∞.

Лемма 4. Если f, f ′ ∈ Bγ и f(t) – нечетная (четная) непрерывная возраста-
ющая при t > 0 функция, непрерывно дифференцируемая всюду, кроме счетно-
го числа изолированных точек, в окрестности которых f ′(t) интегрируема, то
вещественно-аналитическая функция (Kγf)(t) нечетная (четная) и возрастает
при t > 0.

Доказательство лемм. При γ = 1 леммы 1, 2 доказаны в [11], а лемма 3 – в [4].
При γ 6= 1 их доказательство аналогично. Докажем возрастание функции (Kγf)(t)
при t > 0. По предположению функция f(t) не содержит сингулярной части, и
поэтому производная f ′(t) > 0 почти всюду, и справедлива формула интегрирова-
ния по частям для произведения с гладкой функцией. Воспользовавшись правилом
дифференцирования свертки [3], получим для нечетных f при t > 0 неравенство

(Kγf)′(t) =
√
γ

π

∫ ∞

0

f ′(τ)[e−γ(t−τ)2 + e−γ(t+τ)2 ] dτ > 0.

Аналогичное рассуждение можно провести и для четных f .
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