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Будем через s(X) обозначать плотность пространства X, а через 
с(X) — число Суслина. Полагаем, сс(Х) = sup {с(Л): AczX). Определе­
ние тесноты t(X) пространства X см. в (*). Понятие свободной последова­
тельности взято нами из ( 2 ) . Через 1(Х) будем обозначать sup {А: А с: X, 
А — свободная последовательность в I } . В одной из своих работ W . W. 
Comfort ставит следующую задачу: охарактеризовать пространства, имею­
щие данный бикомпакт своим стоун-чеховским наростом. В теореме 1 
исследуется этот вопрос. Метод построения свободной последовательности 
сходен с методом А. В. Архангельского из ( 2 ) . 

Т е о р е м а 1. Пусть Y — бикомпакт, c(Y) < S 0 , s(Y) > с и Y = рХ\Х, 
тогда X — локально бикомпактное, псевдокомпактное пространство и 
1(Х) > Хо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку Y = рХ \ X — бикомпакт, то, очевид­
но, X — локально бикомпактное пространство. Если X не псевдокомпактно, 
тогда, как показал W. W. Comfort в ( 3 ) , с($Х \Х) ^ с, что противоречит 
нашей первоначальной посылке. Таким образом, X — локально бикомпакт­
ное, псевдокомпактное пространство. 

Если бы в каждую окрестность U произвольной точки у е рХ \ X мож­
но было вписать бикомпакт Bv такой, что %(Ви, Y) < N 0 , Bv cz U и 
W(B) < с, то тогда было бы возможно построить семейство у= {В}, со­
стоящее из бикомпактов счетного в Y характера, для каждого элемента 
S «ЕЕ у выполнены следующие условия: W(B) < с и [U {В: В^у}] =• 
= $Х\Х. Тогда из леммы 6 из (2) вытекало бы, что \у \ < с и, как пока­
зывают простые оценки, s(Y) было бы не больше с, что противоречит на­
шим первоначальным предположениям. Таким образом, существуют 
такие точки у е рХ \ X и ее окрестность U, удовлетворяющая следующим 
условиям: если В cz U, В — бикомпакт, %(В, Y) < Х 0 , то В не лежит в би­
компакте плотности Х 0 . 

Построим теперь свободную последовательность, лежащую в X и имею­
щую длину Ki . Возьмем V — открытое в рХ множество, для которого 
V П ( р Х \ X) = U. Определим для каждого a < c o i множества ха, Fa, удов­
летворяющие следующим требованиям: 1) ^ — бикомпакт, %(Fa, р Х ) ^ Х 0 

и Fa с V, 2) Fa П (рХ \Х)ФЛ, 3) Fa cz F, при а < р, 4) ха е= X, 5) ха е Fp 

при а > р , 6) [U {х$: §^а}] (\Fa = А. В качестве х0 возьмем произволь­
ную точку из X. Тогда из того факта, что $Х — бикомпакт, следует суще­
ствование бикомпакта Ф, для которого %(Ф, рХ) ^ К 0 и Ф с 7 \ {^0}. По­
ложим F0 = Ф. Пусть для всех *х < Х< <о4 мы уже построили ха, Fa, удов­
летворяющие условиям 1)—6). Возьмем А = {ха: а < К} и пусть [А]рх = 
= В, тогда из того, что | А | < Х 0 , получаем \В\ < 2 е . 

Положим Ф = (\{Fa: a < X). Условие 3) гарантирует нам, что Ф Ф А, 
Ф —бикомпакт. Далее, из счетности %(Fa, рХ) и неравенства \\\ ^ Х 0 

получаем гр (Ф, [}Х) ^ Х 0 , а затем из транзитивности характера для би­
компактов выводим неравенство %(Ф, рХ) ^ К 0 , Ф с f a с у для a < Я. 
Теперь, поскольку для каждого a < X F a П (рХ \ X) Ф А и F a , РХ \ X 
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бикомпактны, мы имеем, что Ф Л ($Х\Х)Ф А . Положим Ф П ($X\X) = F. 
Тогда F — бикомпакт счетного в рХ \ X характера. Действительно, так как 
Ф есть Go-множество в рХ, то из бикомпактности ВХ \ X следует, что 
X(F, Р Х \ Х ) < Х 0 и 

F = fl {Fa: а < Я } П ( р Х \ Х ) cz F0 П (рХ \ X) cz V П ( р Х \ Х ) == С/. 
Но тогда из выбора U имеем, что F не лежит в сепарабельном биком­

пакте, а поэтому F \ В Ф А . Поскольку X — псевдокомпактное пространст­
во, F есть Сб-множество в рХ, а В — замкнутое в рХ множество, то F\B 
есть 6?5-множество в рХ. Так как F \ В Ф Л, то, по характеристическому 
свойству псевдокомпактных пространств, имеем (F\ В) П X Ф Л . Возьмем 
хк е- (F\B) П X. Далее, поскольку существует я «= (F \ Я) П (рХ \ X), то 
существует также бикомпакт F' счетного в рХ характера и такой, что х е 
€= F' cz рХ \ (В U {^}) . Положим теперь F\ = Ф П Легко видеть, что 
построенные таким образом хк,Fxудовлетворяют условиям 1)—6). Построе­
ние завершено. 

Заметим, что точки {ха\ а < cot} образуют свободную последователь­
ность в X длины ^ i . Действительно, если л < о)4, то [U{х а : а < Я} ] П F я = 
— Л, как это следует из п. 6) нашего построения. Но, поскольку, F% — би­
компакт и ха^ Fx для а > Я, то мы имеем, что [ U {ха\ а > Я} ] cz откуда 
[U {# а: а ^ Я} ] П [U {ха: а > Я} ] = Л. Предложение доказано. 

Л е м м а 1. Пусть X — нормальное топологическое пространство, с(Х) < 
^ Х 0 , F cz X, F замкнуто в X и нигде не плотно, тогда существует такое Ф, 
что Раф, ф —замкнутое нигде не плотное в X множество и я | ) ( Ф , X) < 
^ N o . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Существует семейство у открытых попарно 
дизъюнктных в X множеств такое, что для каждого U е у U есть /^-мно­
жество в X и U aX\F, [U{U: U^y}] = X. Поскольку с(Х) < S 0 , то 
1̂ 1 < Хо. Пусть G = U {U: U е Тогда G есть открытое в X ^-множе­

ство, поэтому F cz Х \ G — замкнутое Gs-множество в X и X \ G нигде не 
плотно в X. 

С л е д с т в и е 1. Пусть X —нормальное пространство без изолирован­
ных точек и с(Х) < S o , тогда у = {F: F cz X, F — замкнутое нигде не 
плотное Gb-множество в X} есть сеть в пространстве X. 

С л е д с т в и е 2. Пусть X — Т3-пространство точечно-счетного типа без 
изолированных точек, тогда множество у = {F: F cz X, F — бикомпакт, 

X) ^ Но и F — нигде не плотно в X} есть сеть в пространстве X. 
Т е о р е м а 2. Пусть X — k-пространство, t(B) < S 0

4 для каждого В cz 
cz X, В — нигде не плотно в X и с(Х) < S 0 . Тогда t(X) ^ S 0 . 

Д о к а з а т е ль с тв о. Пусть A cz X, [А]\АФА. Положим [ Д ] Х о = 
= {х: существует А 0 cz А , | Д 0 | ^ S 0 , # ^ [До]}. Мы докажем, что [А]Но = 
= [Д]. Пусть [Л ] К о ¥= [Л]. Поскольку X — /с-пространство, то существует 
бикомпакт F, для которого F П [А]Но = Н — не замкнутое множество. Тогда 
[ Я ] Х о = Н. Возьмем х е= [Н] \ Я. Заметим, что [Н] не есть нигде не плот­
ное множество в X, так как в противном случае из неравенства t([H]) ^ 
^ Х 0 следовало бы^ что [ Л ] Х о = [А]. Мы получили противоречие с равен­
ством [ Я ] К о = Н. Аналогично, легко доказать, что х^ [Int [Я] ] = ф, ф с 
cz F, Ф — бикомпакт и, поскольку c(Int [Н]) < S 0 , то с ( Ф ) < S 0 , Ф \ 
\ Int [Я] нигде не плотно в Ф и, следовательно, по лемме 1, существует 
Ж —нигде не плотный в Ф бикомпакт, %(М, Ф) < S 0 , Ф \ Int [Я] cz М. 

Покажем, что [Я] П М плотно в М. Действительно, если V cz М, V от­
крыто в М, то существует такой бикомпакт G , G cz V, для которого 
%(G, Ф) ^ ^о. Заметим, что множество Я П Ф плотно в Ф и, следовательно, 
если р = {Ос i^N) — база G, то существуют такие х{, что я» е= Я П 0{ 

для i е TV. Но тогда [U { х г : i е= ] П G =^ Л , т. е. [ Я ] К о П G =И= Л , и, посколь­
ку [ Я ] К о = Я, получим Я П G Ф Л . Таким образом, Я П М плотно в Ж. Но 
Л/ нигде не плотно в Ф и, следовательно, существует Т cz Я П М, \ Т\ < j ^ 0 , 
а; ^ [Г] , т. е. х е [Я П М ] Х о cz [ Я ] Х о = Я. Получили противоречие. Таким 
образом, [ 4 ] Х о = [ Д ] , а тогда £(Х) < S 0 . Теорема доказана. 
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З а м е ч а н и е 1. Теорема остается верной также в случае, когда X — 
нормальное счетно-компактное пространство с условием Суслина, в кото­
ром t(B) < для каждого В cz Х,В нигде не плотно в X. 

З а м е ч а н и е 2. В случае, когда X — /с-пространство, условие t(B) < 
^ К о для каждого В, нигде не плотного в X, эквивалентно условию t (В) < 
< для каждого нигде не плотного в X бикомпакта В. 

В лемме 1 существенно использовали нормальность топологического 
пространства, однако верно следующее 

П р е д л о ж е н и е 1. Пусть X — регулярное счетно-компактное про­
странство и с(Х) < Х 0 . Тогда семейство у = {F: F cz X, F замкнуто в X 
и нигде не плотно \f>(F, X) ^ fc$0} есть я-сеть в пространстве X. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х ^ U cz X, U открыто в X. Поскольку X — 
регулярное топологическое пространство, то существует такая открытая 
окрестность С/4 точки х, что х е U{ cz [Ui] cz U. Легко построить по индук­
ции семейство окрестностей {Ui\ i^N), удовлетворяющих условию х^ 
€= Ui+l cz [Ui+i] cz U{, где i cs N. Тогда x e П {[Ui]: ^ N} = П {*7t: i e 
<= N} = Fi cz JJ и поэтому F t — замкнутое множество в X и "i|)(Ft, X) < S 0 . 
Пусть Int Fi Ф А. Построим по трансфинитной индукции множества Fa для 
всех а < (Oi, удовлетворяющих следующим условиям: I 7) t|)(Fa, X) < S 0 ; 
2') Fa cz U для а < coi; 30 F a ^ IntF p для каждого a > р, причем F a Ф 
Ф Int F^ ни для какого a > р. Действительно, пусть мы уже построили 
Fa для всех a < Я. Положим F = Л {F a: а < Я}, тогда по п. 3 х) нашего по­
строения имеем, что F = fl{IntF a: a < Я} и, следовательно, a|)(F, X) < S 0 . 
В силу счетной компактности пространства X, имеем, что F Ф Л и F замк­
нутое в X. Построенное таким образом семейство замкнутых множеств 
10— 3') удовлетворяет условиям 10—30- Положим теперь £/ a = I n t F a \ 
\ Fa+i Ф Л для a < C O L Заметим теперь, что семейство у = {£/ a: а < (Oi} 
есть семейство попарно дизъюнктных открытых в X множеств и |у | = S t , 
что противоречит условию. Предложение доказано. 

Б. Э. Шапировский доказал, что если X — топологическое пространство 
и сс(Х) ^ Х 0 , то в X существует Y cz X, [Y] = X, Y — наследственно фи-
налыгокомпактное подпространство. Следующая теорема является анало­
гом результата Б. Э. Шапировского. 

О п р е д е л е н и е 1. Пусть A cz X, А р а з д е л е н о с п р а в а , если су­
ществует такое упорядочение множества А, А = {ха: a < o ) i } , что для 
каждого Ж (от [U{# a : а < Я}] Л (1){ха: а > Я}) = Л. 

О п р е д е л е н и е 2. Пусть A cz X, А р а з д е л е н о с л е в а , если су­
ществует такое упорядочение множества А, А = {ха: а < со т}, что для 
каждого Я < сот (U {ха: а ^ Я}) П [U {ха: a > Я}] = Л. 

A. Hajnel, J. Juhasz доказали, что если \А \ = т и А разделено справа 
и слева:, то А содержит дискретное подмножество мощности т. 

Т е о р е м а 4. Пусть X — пространство точечно-счетного типа, сс(Х) ^ 
< S o . 

Тогда существует такое Y cz X, что [Y] = X и Y является пространст­
вом точечно-счетного типа, финально компактным. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть р — база в X, |Р| = т. Вполне упорядочим 
Р по типу сот. Построим по трансфинитной индукции множества Ва такие, 
что: 1) Ва- бикомпакт, х(Д>, X) ^ ^ 0 ; 2) В, Л [U{Ba: а < Я}] ; 3) ( U { 5 a : 
а < 1}) Л Ux Ф Л для Я < wT. 

Действительно, пусть мы построили Ва для всех a < Я. Рассмотрим 
[U{B a : a < Я}] = F — замкнутое в X множество. Если (U{Z?a: а < Я } ) П 
'(\икФ Л, то положим 2?х = Л. Пусть (U {Ва: а < Я}) Л U% = Л, но тогда и 
F n Uk=A. Поскольку X — пространство точечно-счетного типа, то суще­
ствует бикомпакт Вк, счетного в X характера, лежащий в U%. Легко ви­
деть, что построенное нами множество Вх удовлетворяет всем условиям 
1)—3). Положим Y=[){Ba: a < ( o T } . Пусть Y не финально компактное 
и f = {У} есть несчетное покрытие, из которого нельзя выделить счетного 
подпокрытия. Построим по трансфинитной индукции множества О а, ха 
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для всех а < coi, удовлетворяющих следующим условиям: Г ) Оа cz 0$ при 
Р < а, О а = U {V: У е т) с «у, | ц | < $0}; 2*) если ха е= # , ( а ) , то 5„ ( a ) cz <9а; 
3*) xa+i е= < 9 а + 1 \ 0 а . 

Действительно, пусть мы построили # а, О а для всех а < л < о)5. Возь­
мем G = U {Оа: а < Я } , тогда по выбору Оа имеем, что Y \ G Ф Л, так как 
в противном случае существовало бы такое ха е 2 ? м ( а ) , но тогда 5 ц ( а ) cz Oaf 

откуда получается противоречие с непустотой (Y\G) П В^а). Положим 
х% = х. Выберем конечное подпокрытие \ бикомпакта В^а) и пусть 0% = 
= G U (U {У: У e g } ) . Легко видеть, что выполняются требования 1 ) — 3 ) 
нашего построения. В силу 1*), 3*) множество А = {ха: а < coi} разделе­
но слева, а из п.2) следует, что множество А разделено и справа. Отсюда 
получаем, что А содержит дискретное подпространство мощности K t , что 
противоречит условию сс(Х) < Х 0 . Теорема доказана. 

В заключение автор выражает глубокую признательность В. IT. Поно­
мареву за руководство работой, а также благодарность Б. Э. Шап ировско-
му, который помог избавиться в теореме 4 от (СН). 
Московский государственный университет Поступило 
им. М. В. Ломоносова 22 I I I1972 
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