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1. Целью настоящей работы является исследо­
вание восприимчивости гамильтоновои стохасти­
ческой системы к гармоническому возмущению. 
Мы рассмотрим систему с двумя степенями сво­
боды с гамильтонианом 

Й = ~(p2
x + p2

y) + U(x,y), (1) 

где х, у - декартовы координаты, рх, ру - декар­
товы компоненты импульса, m - масса частицы. 
Оператор возмущения имеет вид 

V(t) = -xf0cos(ot: (2) 
Действительная и мнимая части обобщенной вос­
приимчивости ос'(со) и сс"(со) суть отношения амп­
литуд синфазной и квадратурной компонент от­
клика системы (x(t)) на возмущение (2) с беско­
нечно малой мнимой добавкой к частоте к 
величине возмущающей силы/0 [1]. 

Квантовое выражение для восприимчивости 
такой системы, обладающей дискретным энерге­
тическим спектром Е{ и находящейся в стационар­
ном состоянии \п), имеет вид 

«(со) = i Y - ' "*' *" (3), 

где хпк - матричный элемент координаты, а %„ = 
= {Ек - Еп)/й - частота перехода между состояния­
ми \к) и |и). Практически выражение (3) не при­
годно для вычислений в наиболее интересном 
квазиклассическом случае [2, 3], так как из-за 
слабости правил отбора в квантовых хаотических 
системах определяющий вклад в сумму по к в 
этом случае дает большое число нерегулярно за­
висящих от к слагаемых. 

2. В случае h —» 0 естественно описывать свой­
ства системы (1), (2) классической обобщенной 
восприимчивостью, которая может быть найдена 
из решения системы канонических уравнений, ли-
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неаризованных вблизи фазовой траектории {р(/), 
r(t)}. Для (регулярных) систем с одной степенью 
свободы такая задача рассматривалась в [4]. 

Стохастичность движения по определению [5] 
означает, что среди фундаментальных решений 
системы линеаризованных уравнений движения 
имеется экспоненциально растущее со временем: 
<Pi(t) ~ expat, где с > 0 - показатель Ляпунова. Это 
приводит к наличию у функции ос(со) полюса в 
точке ю = /а, лежащей в верхней полуплоскости 
комплексной частоты. Наличие такого полюса в 
восприимчивости неустойчивых систем хорошо 
известно [6]. Требования причинности (времен­
ного) отклика не нарушаются, если контур ин­
тегрирования в плоскости комплексной часто­
ты обходит этот полюс сверху. В силу симметрии 
ос(-со) = а*(со) у восприимчивости имеется полюс 
в точке со = -ia. Поэтому можно представить вос­
приимчивость стохастической системы в виде 

ос(со) = ^ - 2 + ß(co). 
со + а 

Первое слагаемое мы назовем стохастической 
частью, а второе, имеющее привычное располо­
жение особенностей слагаемое ß(co) - регулярной 
частью. 

3. Стохастическая часть восприимчивости дей­
ствительна, а регулярная часть удовлетворяет 
обычным дисперсионным соотношениям Кра-
мерса-Кронига [1]. Поэтому дисперсионное соот­
ношение для восприимчивости стохастической 
системы имеет вид 

«*»> - Îlr^r-A^^-r (4) "•ç -(со + Ю) со +ö. 

Рассмотрим это соотношение в области высо­
ких частот, со —» со. Разложим обе части равенства 
(4) по степеням со-2. Для определения коэффици­
ентов разложения левой части используем кван­
товое выражение (3). Тогда, приравнивая коэф­
фициенты при со-2 и со"4, с помощью известных 
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правил сумм [7] получаем уравнения 
оо 

m TCJ 

ЕЛЮТИН, ШАНЬ Ц З Е 

соотношением 

SX(E, о» = ^ JBX(E, x)e-iandx. (11) 

2 
m дх f? = ^ « * + ^ (5) 

Считая движение стохастической системы эрго-
дическим, можно заменить матричный элемент в 
левой части средним значением второй производ­
ной потенциала U^ по энергетической поверхно­
сти. В итоге последнее соотношение примет вид 

оо 

-2(Uxx) = l^3a^)d^ + yc2 (6) 

Соотношения (5) и (6) позволяют выразить пока­
затель Ляпунова через среднее на энергетичес­
кой поверхности значение второй производной от 
потенциала и характеристики восприимчивости. 

4. Поглощаемая возмущаемой системой мощ­
ности равна [1] 

Ô = |а"(ш)/ 0
2 . (7) 

Величина Q может быть вычислена в квантовой 
модели, если учесть квазинепрерывный характер 
энергетических уровней в квазиклассическом слу­
чае. Поскольку величина возмущающей силы /0 
произвольно мала, результат дается золотым 
правилом Ферми: 

Q = h(ù(W+-W-)y (8) 

где W+ и W- - скорости переходов из начального 
состояния \п) с поглощением и испусканием кван­
та h(à: 

„•. 2я /о | | 2 л / Е , . 
= XT'*"*' Р( *** (9) 

где р(Ек) - плотность конечных состояний. Мат­
ричные элементы хпк в квантовых хаотических 
системах сильно флуктуируют [2, 3]. Однако 

среднеквадратичная величина |jtnt| в силу прин­
ципа соответствия в пределе й —» 0 подчинена сле­
дующему соотношению [8, 9]: 

л SX(E, ю) 
хпк* ~ hp(E) 

Спектральная плотность координаты SX(E, CÛ) свя­
зана с автокорреляционной функцией координа­
ты при движении с заданной энергией Е: 

Вх{Е,х) = (x(t + x)x(t))-(x(t))2 

Принимая в выражении (10) для энергии Е интер­
поляционное значение 

Е± = 
Е„ + Ей £ „± f [8], 

из формул (8)—(10) для поглощаемой системой 
мощности получаем при h —> 0 выражение 

Из сравнения формул (7) и (12) получаем выраже­
ние для мнимой части восприимчивости: 

а"(а) = тш 
dSx(E, ю) 

дЕ + Sx(E,a) а\пр(Е)Л 
dE ) ' (13) 

Вернемся теперь к соотношению (5) и (6). С уче­
том равенства (13) они принимают вид 

1 dS2 dlnp(E) 
7 m + lÉ + S2~dE~' 

dSd 

(14) 

2 1 /тт \ "^4 с dlnp(E) ,1С. 
YG siï<uJ-dË-s*dE- (l5) 

где S2n(E) - четные моменты спектральной плот­
ности координаты: 

S2n(E) = j(ù2nSx(E,(û)d(ù. (16) 

Формулы (13)—(15) определяют восприимчивость 
стохастической системы через спектральную плот­
ность координаты, среднее значение градиента си­
лы и логарифмическую производную от плотнос­
ти энергетических состояний. В квазиклассичес­
ком пределе последняя пропорциональна объему 
энергетической поверхности. Для системы с дву­
мя степенями свободы 

р(Е) = —l—[b(E-H(p,q))dpdq, 
(2nh) J 

где ô(z) - дельта-функция Дирака, #(р, q) - клас­
сическая функция Гамильтона. 

5. В качестве примера стохастической систе­
мы рассмотрим модель Паллена-Эдмондса [10] 

Г 1 1 , 2 2Ч mQ. . 2 2 . -2 2 2Ч , , „ . 
H = 7^(рх + Ру) + —(х +у +Ь ху). (17) 

Ее стохастические характеристики хорошо изу­
чены численно [11, 12] и аналитически [13, 14]. 
В дальнейшем мы положим m, Q. и X = 1. 
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• Ек = Еп + h(û 

S E+=En + h(û/2 

п —J 1— 

4 £_ = £„-frco/2 

£*. = £„-frco 

Рис. 1. Схема уровней для квантового вычисления по­
глощаемой мощности. Штриховыми линиями показа­
ны интерполяционные значения энергии. 

I _ J I I I I I 1 I 
0 1 2 3 4 со 

Рис. 2. Частотная зависимость восприимчивости не­
линейного осциллятора Паллена-Эдмондса при сто­
хастическом движении с энергией Е= 16. Сплошная 
линия - а"(ю), штриховая - а'(со). 

В области энергий Е > 10 движение системы 
(17) близко к эргодическому: отличие инвариант­
ной меры стохастической компоненты на сече­
нии Пуанкаре |lä от 1 не превышает 3 • Ю-2 [11]. 
Для этой модели в работе [14] были аналитически 
найдены четные моменты спектральной плотно­
сти в эргодическом приближении. Подстановка 
найденного в эргодическом приближении значе­
ния S2{E) в уравнение (14) приводит к значению 
у = 0. Учитывая точность, с которой найденная в 
эргодическом приближении корреляционная 
функция ВХ(Е, х) согласуется при Е ~ 10 с резуль­
татами числовых расчетов, мы оцениваем в этой 
области величину у неравенством |у| < 0.1. 

Спектральная плотность координаты может 
быть сравнительно просто найдена численными 
методами по определению (11). На рис. 2 показан 
вид действительной и мнимой частей восприим­
чивости модели Паллена-Эдмондса с энергией 
Е = 16. В пределах точности наших расчетов на­
личие стохастической части восприимчивости за­
метным образом не проявляется: определение ве­
личины у требует числовых расчетов с высокой 
точностью и большим временем усреднения, по­
этому пока вопрос об отличии Y ОТ нуля остается 
открытым. 

Проведенный расчет использовал наличие у 
системы двух степеней свободы только в предпо­
ложении о единственности положительного по­
казателя Ляпунова. Результаты сохраняют силу 
для удовлетворяющих этому условию систем с 
большим числом степеней свободы. 

Авторы благодарят Е.А. Островскую за по­
лезные обсуждения. 
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