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КАЧЕСТВЕННЫЕ СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ
УРАВНЕНИЙ С НЕСТЕПЕННЫМИ НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ В Rn

∗

Рассматривается некоторый класс анизотропных эллиптических уравнений с нестепенными
нелинейностями

−
n∑

α=1

(aα(x, uxα
))xα

+ a0(x, u) = F0(x)

в пространстве Rn. Доказана теорема существования решений в локальных пространствах Со-
болева – Орлича без ограничений на рост данных на бесконечности. Найдены условия на струк-
туру уравнения, достаточные для единственности решения, без ограничений на его рост на
бесконечности. Установлены оценка, характеризующая поведение решения на бесконечности, и
непрерывная зависимость решения от правой части уравнения.

Ключевые слова: анизотропное эллиптическое уравнение, нестепенные нелинейности, про-
странство Соболева – Орлича, неограниченная область.

Введение

В пространстве Rn = {x = (x1, x2, . . . , xn)}, n ≥ 2, рассматриваются квазилинейные
эллиптические уравнения второго порядка

−
n∑
α=1

(aα(x, uxα))xα + a0(x, u) = F0(x), x ∈ Rn. (1)

Предполагается, что функции aα(x, sα), α = 0, . . . , n, измеримы по x ∈ Rn для sα ∈ R,
непрерывны по sα ∈ R для почти всех x ∈ Rn.

Пусть существуют измеримые неотрицательные функции ψ(x),Ψ(x),φ(x), Φ(x) та-
кие, что для п.в. x ∈ Rn и s = (s0, s1, . . . , sn), t = (t0, t1, . . . , tn) ∈ Rn+1, s ̸= t справедли-
вы неравенства

n∑
α=0

aα(x, sα)sα ≥ φ(x)
n∑
α=0

Bα(sα)−ψ(x); (2)

n∑
α=0

Bα(aα(x, sα)) ≤ Φ(x)
n∑
α=0

Bα(sα) + Ψ(x); (3)

n∑
α=0

(aα(x, sα)− aα(x, tα)) (sα − tα) > 0. (4)

Здесь B0(z), B1(z), . . . , Bn(z) — N -функции, а B0(z), B1(z), . . . , Bn(z) — дополнительные
к ним (см. п. 1).
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В качестве примера можно рассмотреть уравнение

−
n∑
α=1

(2φ(x)B′
α(uxα) + fα(x))xα + 2φ(x)B′

0(u) + f0(x) = 0 (5)

с непрерывно дифференцируемыми N -функциями B0(z), B1(z), . . . , Bn(z) (см. лемму 3).
Начиная с 70-х гг. прошлого столетия и по настоящее время ведутся интенсивные

исследования качественных свойств решений эллиптических уравнений с нестепенны-
ми нелинейностями как второго, так и высокого порядка. Решения краевых задач для
уравнений вида

−
n∑
α=1

(aα(x, u,∇u))xα + a0(x, u,∇u) = f(x)

с функциями a0(x, s), a1(x, s), . . . , an(x, s), имеющими не обязательно полиноминальный
рост по переменным s0, s1, . . . , sn, рассматривались, в основном, в ограниченных обла-
стях (см. [1–5]).

Краевые задачи в неограниченных областях для квазилинейных эллиптических урав-
нений со степенными нелинейностями также исследовались в многочисленных работах
(см. обзоры в [6; 7]). Следует отметить, что решение эллиптической задачи в неограни-
ченной области с несуммируемыми данными принадлежит соответствующему простран-
ству локально сумммируемых функций. Как правило, для обеспечения единственности
решения соответствующей краевой задачи в неограниченной области необходимо на-
ложить условие на рост решения на бесконечности, а для существования решения из
выделенного класса единственности обычно требуются ограничения на рост входных
данных.

Например, А.Л. Гладковым в [8] рассматривалась задача Дирихле в неограниченной
области с компактной границей для уравнения

−
n∑
α=1

(
|uxα |p−2uxα

)
xα

+ a0(x)u = f(x), x ∈ Ω, p > 2,

a0(x) ∈ L∞,loc(Ω), a0(x) ≥ 0, f(x) ∈ L2,loc(Ω). В частности, в этой работе доказано, что
для уравнения с функцией a0(x) такой, что c1(c2+ |x|2)β ≤ a0(x) ≤ c3(c4+ |x|2)γ для п.в.
x ∈ Ω с положительными постоянными c1, . . . , c4 и 0 ≤ β ≤ γ, решение задачи Дирихле
единственно в классе функций, удовлетворяющих для п.в. x ∈ Ω при достаточно малой
постоянной M неравенству

|u(x)| ≤ M(c5 + |x|2)(2β+p)/(2(p−2)).

В этом же классе функций доказано существование решения.
В 1984 г. Х. Брезис [9] на примере полулинейного уравнения

−∆u+ |u|p0−2u = f(x), x ∈ Rn, p0 > 2,

показал, что имеются эллиптические уравнения, для которых существуют единственные
решения краевых задач без предположений на их поведение и рост входных данных на
бесконечности. А именно, Х. Брезис установил существование и единственность обоб-
щенного решения u ∈ Lp0−1,loc(Rn) при f ∈ L1,loc(Rn).
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Обобщение результатов Х. Брезиса на уравнения высокого порядка было проведено
Ф. Бернисом [10]. В частности, он доказал существование единственного обобщенно-
го решения полулинейного эллиптического уравнения 2m-порядка, заданного во всем
пространстве

(−∆)mu+ |u|p0−2u = f(x), x ∈ Rn,

где m ∈ N, p0 > 2, если 1 ≤ n ≤ 2m; и p0 ∈
(
2, 2m+n

n−2m

]
, если n > 2m, c функцией

f ∈ Lp0/(p0−1),loc(Rn).
В работе [11] О.А. Олейник и Ж. И. Диаз, пользуясь методом интеграла энергии

и устанавливая априорные оценки решения, доказали существование и единственность
решения краевой задачи с однородными граничными условиями первого и второго типа
(в частности задач Дирихле и Неймана) для полулинейных уравнений с переменными
коэффициентами

−
n∑

i,j=1

(
aij(x)uxj

)
xα

+ a0(x)|u|p0−2u = f(x), x ∈ Ω, p0 > 2, (6)

где aij(x) ∈ L∞,loc, a0(x) ∈ L1,loc(Ω), a0(x) ≥ a0 > 0, без условий на бесконечности.
В работе [12] М. М. Бокало, Е. В. Доманская исследовали краевые задачи в неогра-

ниченных областях для эллиптических анизотропных уравнений с переменными пока-
зателями нелинейности, модельным примером которых является уравнение

−
n∑
α=1

(
|uxα |pα(x)−2uxα

)
xα

+ |u|p0(x)−2u = f(x), x ∈ Ω.

Корректность постановки краевых задач доказана без ограничений на рост решений и
данных задач на бесконечности.

В работе [13] для некоторого класса уравнений с нестепенными нелинейностями
Л.М. Кожевниковой, А. А. Хаджи установлено существование решений задачи Дирихле
в неограниченных областях без ограничений на рост данных на бесконечности. В насто-
ящей статье рассматриваются анизотропные эллиптические уравнения с нестепенны-
ми нелинейностями во всем пространстве Rn. Здесь найдены условия, налагаемые на
структуру уравнения (1), достаточные для однозначной разрешимости без ограничений
на рост данных и решения на бесконечности. Кроме того, установлены степенная оцен-
ка, характеризующая поведение решения на бесконечности, и непрерывная зависимость
решения от правой части уравнения (1).

1. N-функции и пространства Соболева –Орлича

Приведем некоторые сведения из теории N -функций и пространств Соболева –Орли-
ча [14]. Неотрицательная непрерывная выпуклая вниз функция M(z), z ∈ R, называется
N -функцией, если она четна и

lim
z→0

M(z)/z = 0, lim
z→∞

M(z)/z = ∞.

Отметим, что M(ϵz) ≤ ϵM(z) при 0 < ϵ ≤ 1. Для N -функции M(z) имеет место
интегральное представление M(z) =

∫ |z|
0 m(θ) dθ, где m(θ) — положительная при θ > 0,
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не убывающая и непрерывная справа при θ ≥ 0 такая, что m(0) = 0, lim
θ→∞

m(θ) = ∞.
Очевидно, справедливо неравенство

M(z) ≤ |z|m(|z|), z ∈ R. (7)

N -функция
M(z) = sup

y≥0
(y|z| −M(y))

называется дополнительной к N -функции M(z). Известны следующие неравенства:

|zy| ≤ M(z) +M(y), z, y ∈ R (8)

(неравенство Юнга) [14. Гл. I, § 2, неравенство (2.6)],

z ≤ M−1(z)M
−1

(z) ≤ 2z, z ≥ 0 (9)

(верхний индекс −1 означает обратную функцию) [14. Гл. I, § 2, неравенство (2.10)] и
равенство

|z|m(z) = M(|z|) +M(m(|z|)), z ∈ R. (10)

Для N -функций P (z),M(z) записывают P (z) ≺ M(z), если существуют числа l > 0,
z0 ≥ 0 такие, что

P (z) ≤ M(lz), |z| ≥ z0.

N -функции P (z),M(z) называются сравнимыми, если имеет место одно из соотношений
P (z) ≺ M(z) или M(z) ≺ P (z). N -функции P (z) и M(z) называются эквивалентными,
если P (z) ≺ M(z) и M(z) ≺ P (z).

N -функция P (z) растет медленнее N -функции M(z) (P (z) ≺≺ M(z)), если для лю-
бого числа l > 0

lim
z→∞

P (z)

M(lz)
= 0.

N -функция M(z) удовлетворяет ∆2-условию при больших значениях z, если суще-
ствуют такие числа c > 0, z0 ≥ 0, что M(2z) ≤ cM(z) для любых |z| ≥ z0. ∆2-условие
эквивалентно выполнению при |z| ≥ z0 неравенства

M(lz) ≤ c(l)M(z), (11)

где l — любое число больше единицы, c(l) > 0.
N -функция M(z) удовлетворяет ∆2-условию тогда и только тогда, когда существуют

положительные числа c > 1, z0 ≥ 0 такие, что при |z| ≥ z0 справедливо неравенство

|z|m(|z|) < cM(z) (12)

[14. Гл. I, § 4, теорема 4.1]. В каждом классе эквивалентных N -функций, подчиняю-
щихся ∆2-условию, имеются N -функции удовлетворяющие неравенствам (11), (12) при
всех z. В дальнейшем в работе предполагается, что ∆2-условие для рассматриваемых
N -функций выполняется при всех значениях z ∈ R (т. е. z0 = 0).

Для N -функции M(z) ввиду выпуклости и оценки (11) справедливо неравенство

M(y + z) ≤ cM(z) + cM(y), z, y ∈ R. (13)
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Пусть Q — произвольная область пространства Rn. Классом Орлича KM (Q), со-
ответствующим N -функции M(z), называется множество измеримых в Q функций v

таких, что ∫
Q

M(v(x)) dx < ∞.

Пространством Орлича LM (Q) называется линейная оболочка KM (Q). Будем рассмат-
ривать пространство Орлича LM (Q) с нормой Люксембурга

∥v∥LM (Q) = ∥v∥M,Q = inf
{
k > 0 |

∫
Q

M
(
v(x)/k

)
dx ≤ 1

}
.

Нормы в пространствах L1(Q), L∞(Q) будем обозначать ∥ · ∥1,Q и ∥ · ∥∞,Q соот-
ветственно. Класс Орлича KM (Q) совпадает с пространством Орлича LM (Q) тогда и
только тогда, когда M(z) удовлетворяет ∆2-условию [14. Гл. II, § 8, теорема 8.2]. Ес-
ли N -функция M(z) удовлетворяет ∆2-условию, то сходимость в среднем эквивалентна
сходимости по норме пространства LM (Q) [14. Гл. II, § 9, теорема 9.4].

Для функции v ∈ LM (Q) справедлива оценка

∥v∥M,Q ≤
∫
Q

M(v) dx + 1 (14)

[14. Гл. II, § 9, неравенство (9.12)].
Для функций u ∈ LM (Q), v ∈ LM (Q) имеет место неравенство Гельдера [14. Гл. II,

§ 9, неравенства (9.24), (9.27)]:∣∣∣∫
Q
u(x)v(x) dx

∣∣∣ ≤ 2∥u∥M,Q∥v∥M,Q. (15)

Пусть B1(z), . . . , Bn(z) — N -функции, определим пространство Соболева – Орлича
H̊1

B(Q) как пополнение C∞
0 (Q) по норме

∥v∥H̊1
B(Q) =

n∑
α=1

∥vxα∥Bα,Q.

Положим

h(θ) = θ−
1
n

(
n∏
α=1

B−1
α (θ)

) 1
n

и будем предполагать, что интеграл
1∫
0

h(θ)
θ

dθ сходится. Тогда можно определить N -функ-

цию B∗(z) по формуле

(B∗)−1(z) =

|z|∫
0

h(θ)/θ dθ.

Приведем теорему вложения А. Г. Королева [15], доказанную для ограниченных об-
ластей Q.
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Лемма 1. Пусть v ∈ H̊1
B(Q).

1) Если
∞∫
1

h(θ)/θ dθ = ∞, (16)

то H̊1
B(Q) ⊂ LB∗(Q) и

∥v∥B∗,Q ≤ A1∥v∥H̊1
B(Q);

2) если
∞∫
1

h(θ)/θ dθ < ∞, (17)

то H̊1
B(Q) ⊂ L∞(Q) и

∥v∥∞,Q ≤ A2∥v∥H̊1
B(Q).

Здесь A1 =
n−1
n , A2 =

∞∫
0

h(θ)/θ dθ.

2. Формулировка результатов

Пусть Q — ограниченная область в Rn, N -функции B0(z), B1(z), . . . , Bn(z) и допол-
нительные к ним N -функции B0(z), B1(z), . . . , Bn(z) удовлетворяют ∆2-условию. Через
LB(Q) обозначим пространство LB0

(Q)× LB1
(Q)× . . .× LBn

(Q) с нормой

∥g∥LB(Q) = ∥g0∥B0,Q
+ ∥g1∥B1,Q

+ . . .+ ∥gn∥Bn,Q
, g = (g0, g1, . . . , gn) ∈ LB(Q).

Определим пространства Соболева – Орлича W 1
B(Q), W̊ 1

B(Q) как пополнения про-
странств C∞

0 (Rn), C∞
0 (Q) по норме

∥v∥W 1
B(Q) = ∥v∥W̊ 1

B(Q) = ∥v∥B0,Q + ∥v∥ ◦
H1

B(Q)
.

В случае выполнения условия (16), будем считать, что

B0(z) ≺ B∗(z), (18)

а при выполнении (17) B0(z) — произвольная N -функция.
Определим LB0,loc

(Rn), L1,loc(Rn), W
1
B,loc(Rn) как пространства, состоящие из изме-

римых функций v(x), x ∈ Rn, таких, что v ∈ LB0
(Q), L1(Q), W 1

B(Q) соответственно для
любой ограниченной области Q. Аналогично определяется пространство LB,loc(Rn).

Будем считать, что неотрицательные функции ψ,Ψ ∈ L1,loc(Rn), φ, 1/φ, Φ ∈ L∞(Rn),
F0 ∈ LB0,loc

, поэтому существуют положительные числа a ≤ â, Â такие, что a ≤ φ(x) ≤
≤ â, Φ(x) ≤ Â для п. в. x ∈ Rn.

Определим оператор B : W 1
B,loc(Rn) → L1,loc(Rn) формулой

B(v) = B0(v) +

n∑
α=1

Bα(vxα), v ∈ W 1
B,loc(Rn).

Обозначим
a(x, s) = (a0(x, s0), a1(x, s1), . . . , an(x, sn)).
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Из условия (3), пользуясь (14), для u ∈ W 1
B,loc(Rn) для любой ограниченной области Q

выводим оценку

∥a(x, u,∇u)∥LB(Q) =
n∑
α=0

∥aα(x, uxα)∥Bα,Q
≤

≤
n∑
α=0

∫
Q

Bα(aα(x, uxα)) dx + n+ 1 ≤ Â∥B(u)∥1,Q + ∥Ψ∥1,Q + n+ 1. (19)

Далее, по элементу a(x, u,∇u) ∈ LB,loc(Rn) для v(x) ∈ W 1
B(Rn) с ограниченным

носителем (supp v = Q) определим функционал A(u) равенством

⟨A(u), v⟩ =
∫
Rn

( n∑
α=1

aαvxα + a0v
)
dx . (20)

Используя неравенство Гельдера (15), для функций u(x) ∈ W 1
B,loc(Rn), v(x) ∈ W̊ 1

B(Q)

выводим неравенства

|⟨A(u), v⟩| ≤ 2

n∑
α=1

∥aα∥Bα,Q
∥vxα∥Bα,Q + 2∥a0∥B0,Q

∥v∥B0,Q ≤

≤ 2∥a(x, u,∇u)∥LB(Q)∥v∥W̊ 1
B(Q). (21)

Таким образом, согласно (19), (21), функционал A(u), определяемый равенством (20) в
пространстве W̊ 1

B(Q), является ограниченным.

Определение 1. Обобщенным решением уравнения (1) назовем функцию u (x) ∈
∈ W 1

B,loc(Rn), удовлетворяющую интегральному тождеству

⟨A(u), v⟩ = (F0, v) (22)

для любой функции v(x) ∈ W 1
B(Rn) c ограниченным носителем. Здесь использовано

обозначение (F0, v) =
∫
Rn

F0v dx.

Будем считать, что существует такое 0 < ϵ < 1, что выполнены условия

Bα(z
1+ϵ) ≺ B0(z), α = 1, 2, . . . , n. (23)

Справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (2)–(4), (18), (23), тогда существует обобщенное
решение u(x) уравнения (1).

В [13] доказано существование решения задачи Дирихле для уравнения (1). Доказа-
тельство теоремы 1 происходит аналогичным образом и поэтому здесь не приводится.

Степенная оценка и теорема единственности решения задачи (1) устанавливается
при условии, что

Bα(z) = cα|z|pα , |z| ≤ 1, pα > 1, cα > 0, α = 0, 1, . . . , n. (24)
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Заметим, что для произвольной N -функции B̃(z) такую функцию легко построить:

B(z) =

{
B̃(1)|z|p, |z| ≤ 1;

B̃(z), |z| > 1,
p =

B̃(1)

B̃(1)
> 1.

При этом функции B̃(z), B(z) эквивалентны.
Будем считать, что показатели pα, α = 1, . . . , n, упорядочены: p1 ≥ p2 ≥ . . . ≥ pn, и

подчиняются условиям

p0 > p1,
n∑
α=1

1

pα
> 1. (25)

Тогда числа qα = p0pα
p0−pα

, α = 1, . . . , n, также упорядочены: q1 ≥ q2 ≥ . . . ≥ qn. Будем
предполагать, что

qn > n. (26)

Теорема 2. Пусть выполнены условия (2)–(4), (23)–(25). Тогда существует положи-
тельное число M такое, что для обобщенного решения (1) справедлива оценка

∥B(u)∥1,U(r/2) ≤ M
(
rn−qn + ∥B0(F0)∥1,U(r) + ∥ψ+Ψ∥1,U(r)

)
, r ≥ 1, (27)

в которой U(r) = {x ∈ Rn | |x| < r}.

Пусть существуют измеримые неотрицательные функции φα(x) такие, что для п. в.
x ∈ Rn, sα, tα ∈ R, α = 0, . . . , n, справедливы неравенства

(a0(x, s0)− a0(x, t0))(s0 − t0) ≥ φ0(x)B0(s0 − t0), (28)

0 ≤ (aα(x, sα)− aα(x, tα))(sα − tα) ≤ φα(x)Bα(sα − tα), α = 1, . . . , n. (29)

Предполагаем, что 1/φ0(x),φα(x) ∈ L∞(Rn), поэтому существуют положительные числа
a0, âα такие, что a0 ≤ φ0(x), φα(x) ≤ âα, α = 1, . . . , n, для п. в. x ∈ Rn. Очевидно, что
неравенства (28), (29) обеспечивают условие (4).

Доказана следующая теорема.

Теорема 3. Пусть выполнены условия (23)–(29), тогда обобщенное решение u(x) урав-
нения (1) единственно. Пусть {uk(x)}∞k=0 — решения уравнений (1) с правыми частями
{F k(x)}∞k=0 соответственно. Тогда если F k → F 0 в LB0,loc

(Rn), то uk → u0 в LB0,loc(Rn)

при k → ∞.

3. Подготовительные сведения

Лемма 2. Пусть N -функции B0(z), B1(z), . . . , Bn(z) подчиняются условиям (23), тогда

Bα(z) ≺≺ B0(z), α = 1, 2, . . . , n. (30)

Доказательство леммы см. [13. Замечание 6].

Лемма 3. Если функции bα(sα) = B′
α(sα), sα ≥ 0, α = 0, 1, . . . , n, непрерывны и строго

монотонны, φ(x) неотрицательная, φ, 1/φ ∈ L∞(Rn), f = (f0, f1, . . . , fn) ∈ LB,loc(Rn),
то функции

aα(x, sα) = 2φ(x)B′
α(sα) + fα(x) = 2φ(x)bα(|sα|)sign sα + fα(x), α = 0, . . . , n,

удовлетворяют условиям (2)–(4).



34 Л.М. Кожевникова, А. А. Никитина

Доказательство леммы см. [13. Замечание 5].
В этом параграфе и ниже через Cα будем обозначать положительные константы.

Лемма 4. Пусть N -функции B0(z), B1(z), . . . , Bn(z) подчиняются условиям (23), тогда
для N -функций Tα(z) = Bα

(
Mα(z)

)
, (Mα(z) = B−1

α (B0(z)) существуют числа c > 0,
τ ≥ qn такие, что справедливы неравенства

Tα(z) ≤ c|z|τ, |z| ≥ 1, α = 1, 2, . . . , n. (31)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для функций Mα(z) справедливы оценки [13. Лемма 7]

Mα(z) ≤ C1z
1+1/ϵ, z ≥ z0 > 0, α = 1, 2, . . . , n. (32)

Поскольку N -функции Bα(z) удовлетворяют ∆2-условию, то найдутся числа β > 1,
C2 > 0 такие, что при z ≥ 1 справедливы неравенства Bα(z) ≤ C2z

β, α = 1, . . . , n.
Тогда, согласно (32), существуют числа τ > 1, C3 > 0 такие, что при z ≥ max(z0, 1)

выполнены неравенства Tα(z) ≤ C2z
τ, α = 1, . . . , n. Ввиду непрерывности и четности

функций Tα(z), α = 1, . . . , n, за счет выбора константы c неравенства (31) имеют место
при |z| ≥ 1. �

Лемма 5. Пусть N -функции B0(z), B1(z), . . . , Bn(z) подчиняются условиям (24), (25),
тогда для N -функций Tα(z) = Bα

(
Mα(z)

)
, существует число c > 0 такое, что справед-

ливы неравенства
Tα(z) ≤ c|z|qα , |z| ≤ 1, α = 1, 2, . . . , n. (33)

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Согласно условию (24) Mα(z) = B−1
α (B0(z)) =

(
c0
cα

)1/pα
|z|p0/pα ,

|z| ≤ z1, α = 1, . . . , n. Поэтому несложно вычислить, что

Mα(z) = C1|z|p0/(p0−pα), |z| ≤ z2 ≤ 1, α = 1, 2, . . . , n. (34)

Из (34) следуют равенства

Tα(z) = C2|z|qα , |z| ≤ z2 ≤ 1, α = 1, 2, . . . , n.

Ввиду непрерывности функций Tα(z), α = 1, . . . , n, за счет выбора константы c нера-
венства (33) имеют место при |z| ≤ 1. �

4. Доказательство теорем

Доказательство теоремы 3 основано на следующем утверждении.

Утверждение 1. Пусть выполнены условия (23)–(25), (28), (29). Тогда для любого
r0 > 0 и обобщенных решений u1(x), u2(x) уравнения (1) c правыми частями F 1(x), F 2(x)

при r > r0, r ≥ 1 справедлива априорная оценка∥∥B0(u
2 − u1)

∥∥
1,U(r0)

≤ M1

( r

r − r0

)p{
rn−qn +

∥∥B0(F
2 − F 1)

∥∥
1,U(r)

}
, p ≥ qn. (35)

Число M1 зависит лишь от Bα(z),φα(x), α = 0, 1, . . . , n.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Зафиксируем r > r0, рассмотрим срезающую функцию ξ(x) =

= 1
r (r

2 − |x|2) для |x| < r, ξ(x) = 0 для |x| ≥ r. Впервые такая функция была введена
Х. Брезисом в [9].

Введем обозначения

a0(x, u
i) = ai0(x), aα(x, u

i
xα
) = aiα(x), α = 1, 2, α = 1, 2.

Записывая равенство (22) дважды для u1(x) и u2(x), вычитая из второго первое, полу-
чаем тождество∫

Rn

( n∑
α=1

(a2α − a1α)vxα + (a20 − a10)v
)
dx =

∫
Rn

(
F 2 − F 1

)
v dx.

Полагая v(x) = ξp(x)(u2 − u1)(x), p ≥ τ (см. лемму 4), выводим неравенство

∫
Rn

ξp
( n∑
α=1

(a2α − a1α)(u
2 − u1)xα + (a20 − a10)(u

2 − u1)
)
dx ≤

≤ p

n∑
α=1

∫
Rn

|a2α − a1α||u2 − u1||ξxα |ξp−1 dx +

∫
Rn

ξp|F 2 − F 1||u2 − u1| dx = p

n∑
α=1

J1
α + J. (36)

Применяя (8), для ε ∈ (0, 1) устанавливаем неравенства

J ≤
∫
Rn

ξpεB0(u
2 − u1)dx +

∫
Rn

ξpB0

(
ε−1(F 2 − F 1)

)
dx, (37)

J1
α ≤

∫
Rn

ξpεBα(a
2
α − a1α)dx +

∫
Rn

ξpBα

(
(u2 − u1)

ε

ξxα

ξ

)
dx = J11

α + J12
α , α = 1, . . . , n.

(38)

Оценим интегралы J12
α , α = 1, . . . , n. Поскольку имеют место соотношения (30), то

справедливы представления N -функции B0(z) = Bα(Mα(z)) в виде композиций двух
N -функций Mα(z), Bα(z), α = 1, . . . , n. Далее, применяя (8), (13), получаем

J12
α ≤

∫
Rn

ξpBα

(
Mα(ε(u

2 − u1)) +Mα

( 1

ε2
|∇ξ|
ξ

))
dx ≤

≤ C1

(
ε

∫
Rn

ξpB0(u
2 − u1) dx + J13

α

)
, (39)

где

J13
α =

∫
Rn

ξpTα

(
1

ε2
|∇ξ|
ξ

)
dx, Tα(z) = Bα

(
Mα(z)

)
, α = 1, . . . , n. (40)

Оценим интегралы J11
α , α = 1, . . . , n. Применяя неравенства (9), (7) и используя

условие (29), для x ∈ Rn таких, что u2xα
(x) ̸= u1xα

(x), выводим
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Bα(a
2
α−a1α) ≤ B−1

α

(
Bα(a

2
α−a1α)

) ∣∣a2α − a1α
∣∣ ≤ B−1

α

(
Bα

(
âα

Bα(u
2
xα

− u1xα
)

|u2xα
− u1xα

|

)) ∣∣a2α − a1α
∣∣ ≤

≤ B−1
α

(
Bα

(
âαbα(|u2xα

− u1xα
|)
)) ∣∣a2α − a1α

∣∣ .
Далее, пользуясь (11), (10), (12) и вогнутостью функций B−1

α (z), устанавливаем

Bα(a
2
α − a1α) ≤ B−1

α

(
C2Bα

(
bα(|u2xα

− u1xα
|)
)) ∣∣a2α − a1α

∣∣ ≤
≤ B−1

α

(
C3Bα(u

2
xα

− u1xα
)
) ∣∣a2α − a1α

∣∣ ≤ C3|u2xα
− u1xα

|
∣∣a2α − a1α

∣∣ .
Таким образом, справедливы неравенства

J11
α ≤ εC3

∫
Rn

ξp|u2xα
− u1xα

|
∣∣a2α − a1α

∣∣ dx, α = 1, 2, . . . , n. (41)

Соединяя (38), (39), (41), получаем

J1
α ≤ ε

∫
Rn

ξp
(
C3(u

2 − u1)xα(a
2
α − a1α) + C1B0(u

2 − u1)
)
dx + C1J

13
α , α = 1, 2, . . . , n.

(42)

Из (36), (37), (42), применяя (28), выводим неравенство∫
Rn

ξp
(
a0B0(u

2 − u1) +

n∑
α=1

(u2 − u1)xα(a
2
α − a1α)

)
dx ≤

≤ εC4

∫
Rn

ξp
(
B0(u

2 − u1) +

n∑
α=1

(u2 − u1)xα(a
2
α − a1α)

)
dx +

+

∫
Rn

ξpB0

(
ε−1(F 2 − F 1)

)
dx + C5

n∑
α=1

J13
α .

Выбирая ε достаточно малым, применяя (11), устанавливаем оценку∫
Rn

ξpB0(u
2 − u1) dx ≤ C6

∫
Rn

ξpB0

(
F 2 − F 1

)
dx + C6

n∑
α=1

J13
α . (43)

Обоснуем конечность интегралов J13
α , α = 1, 2, . . . , n. Очевидно, что |∇ξ| ≤ 2, при-

меняя (31), (33), получаем неравенства

J13
α ≤

∫
U(r)

ξpTα

(
C7

ξ

)
dx ≤ C8

∫
U(r)∩{x |C7/ξ(x)<1}

ξp−qn dx + C8

∫
U(r)∩{x |C7/ξ(x)≥1}

ξp−τ dx. (44)

В итоге имеем
J13
α ≤ C8r

n−qn+p, r ≥ 1, α = 1, . . . , n. (45)

Очевидно, ξ(x) ≥ r − r0 при |x| ≤ r0, поэтому из (43), (45) следует неравенство (35).
�

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (Теорема 3). Предполагая, что существуют два решения u1, u2

уравнения (1), из оценки (35) получим∥∥B0(u
2 − u1)

∥∥
1,U(r0)

≤ M1

( r

r − r0

)p
rn−qn , p ≥ qn, r > r0.
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Устремляя r к бесконечности, устанавливаем, что ∥B0(u
1 − u2)∥1,U(r0) = 0 для любого

r0 > 0. Отсюда следует, что B0(u
1 − u2) = 0 в Rn, поэтому u1 = u2 в Rn.

Далее, запишем неравенство (35) для решений u0, uk уравнения (1) с функциями
F 0, F k в правой части, получим∥∥B0(u

k − u0)
∥∥
1,U(r0)

≤ M1

( r

r − r0

)p {
rn−qn +

∥∥B0(F
k − F 0)

∥∥
1,U(r)

}
, p ≥ qn, r > r0.

(46)
Пусть ε > 0 произвольное. Для любого r0 > 0 выберем r ≥ max{1, 2r0} так, чтобы

M1

(
r

r − r0

)p

rn−qn < ε/2. (47)

Из сходимости по норме ∥F k−F 0∥B0,U(r) → 0 следует сходимость в среднем ∥B0(F
k−

−F 0)∥1,U(r) → 0 при k → ∞. Поэтому существует k0 ∈ N такое, что при k > k0 справед-
ливо неравенство

M1

( r

r − r0

)p∥∥B0(F
k − F 0)

∥∥
1,U(r)

< ε/2. (48)

Соединяя (46)–(48), выводим неравенство∥∥B0(u
k − u0)

∥∥
1,U(r0)

< ε, k > k0.

Поскольку N -функция B0 удовлетворяет ∆2-условию, из сходимости в среднем следует
сходимость по норме ∥uk − u0∥B0,U(r0) → 0 при k → ∞ для любого r0 > 0.

�
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (Теорема 2). Полагая в (22) v(x) = ξp(x)u(x), p ≥ τ, выводим
неравенство∫

Rn

ξp
( n∑
α=1

aαuxα + a0u
)
dx ≤

≤ p
n∑
α=1

∫
Rn

|aα| · |u| · |ξxα |ξp−1 dx +

∫
Rn

ξp|F0| · |u| dx = pJ1 + J. (49)

Применяя (8), для ε ∈ (0, 1) устанавливаем неравенства

J ≤
∫
Rn

ξpεB0(u) dx +

∫
Rn

ξpB0 (F0/ε) dx, (50)

J1 ≤
n∑
α=1

∫
Rn

ξpεBα(aα) dx +

n∑
α=1

∫
Rn

ξpBα

(
u

ε

ξxα

ξ

)
dx = J11 + J12. (51)

Интеграл J12 оценивается так же, как интегралы J12
α (см. (39), (40)):

J12 ≤ C1

(
εn

∫
Rn

ξpB0(u) dx + J13
)
, (52)

где

J13 =
n∑
α=1

∫
Rn

ξpTα

(
1

ε2
|∇ξ|
ξ

)
dx, Tα(z) = Bα

(
Mα(z)

)
.
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Применяя неравенство (3), выводим

J11 ≤ εC2

∫
Rn

ξpB(u) dx + C2

∫
Rn

ξpΨ(x) dx. (53)

Cоединяя (51), (52), (53), получаем

J1 ≤ εC3

∫
Rn

ξpB(u)dx + C2

∫
Rn

ξpΨ(x)dx + C1J
13. (54)

Из (49), (50), (54), применяя (2), выводим неравенство

a

∫
Rn

ξpB(u) dx ≤ εC4

∫
Rn

ξpB(u) dx + C4

∫
Rn

ξp(Ψ +ψ) dx +

∫
Rn

ξpB0 (F0/ε) dx + C4J
13.

Выбирая ε достаточно малым, применяя (11), устанавливаем оценку∫
Rn

ξpB(u) dx ≤ C5

∫
Rn

ξpB0 (F0) dx + C5

∫
Rn

ξp(Ψ +ψ) dx + C5J
13. (55)

Используя (45), из (55) для r > r0, r ≥ 1 выводим∥∥B(u)
∥∥
1,U(r0)

≤ C6

( r

r − r0

)p(
rn−qn + ∥B0(F0)∥1,U(r) + ∥ψ+Ψ∥1,U(r)

)
, p ≥ qn.

Полагая r0 = r/2, устанавливаем оценку (27).

5. Пример

Класс уравнений, удовлетворяющих условиям теорем 1, 2, довольно широк, приме-
ры таких уравнений с нестепенными нелинейностями приведены в других работах авто-
ров. Однако условия (28), (29) для функций aα(x, sα), α = 0, 1, . . . , n, являются весьма
ограничительными. Здесь приведен пример анизотропного уравнения с меняющимися
степенными нелинейностями, для которого выполнены условия теоремы 3.

Введем обозначение

z[p,p̂] =

{
zp, 0 < z < 1,

zp̂, z ≥ 1.

Лемма 6. Пусть 2 ≤ p0 < p̂0, 1 < p̂ < p ≤ 2, тогда для любых y, z ∈ R справедливы
неравенства (

|z|[p0−2,p̂0−2]z − |y|[p0−2,p̂0−2]y
)
(z − y) ≥ γ0|z − y|[p0,p̂0], (56)

0 ≤
(
|z|[p−2,p̂−2]z − |y|[p−2,p̂−2]y

)
(z − y) ≤ γ|z − y|[p,p̂] (57)

c константами γ0,γ, зависящими только от p0, p̂0 и p, p̂ соответственно.

Пример 1. Пусть n ≥ 2, 1 < p̂α < pα ≤ 2,

Bα(z) =

{
|z|pα/pα, |z| < 1

|z|p̂α/p̂α + 1/pα − 1/p̂α, |z| ≥ 1
, α = 1, 2, . . . , n,
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и справедливы неравенства

p1 ≥ p2 ≥ . . . pn, 1 <

n∑
α=1

1/pα ≤ n/pn < 1 + n/2, 1 <

n∑
α=1

1/p̂α < 1 + n/2. (58)

Поскольку

h(θ) = C1θ

( n∑
α=1

1/pα−1
)
/n
, 0 ≤ θ < θ1 < 1;

C2θ

(
n∑

α=1
1/p̂α−1

)
/n

≤ h(θ) ≤ C3θ

( n∑
α=1

1/p̂α−1
)
/n
, θ > θ2 > 1,∫ 1

0
θ−1h(θ) dθ < ∞,

∫ ∞

1
θ−1h(θ) dθ = ∞,

то можно определить функцию B∗(z). При этом справедливы неравенства

C4|z|
n/
( n∑
α=1

1/p̂α−1
)
≤ B∗(z) ≤ C5|z|

n/
( n∑
α=1

1/p̂α−1
)
, |z| ≥ z0 > 1.

Положим

B0(z) =

{
1/p0|z|p0 , |z| < 1

1/p̂0|z|p̂0 + 1/p0 − 1/p̂0, |z| ≥ 1
,

где

p̂0 = n
( n∑
α=1

1/p̂α − 1
)−1

. (59)

Показатель p0 выберем так, чтобы выполнялись неравенства

2 ≤ p0 < p̂0, p0 <
npn

n− pn
. (60)

Ввиду условий (58) такой выбор возможен. Кроме того, из (59), (58), (60) следует вы-
полнение условий (18), (23), (25), (26).

Рассмотрим функции

aα(x, sα) = 2φα(x)|sα|[pα−2,p̂α−2]sα + fα(x),

c 1/φα(x), φα(x) ∈ L∞(Rn), fα(x) ∈ LBα,loc
(Rn), α = 0, 1, 2, . . . , n. Поскольку aα(x, sα) =

= 2φα(x)B
′
α(sα) + fα(x), α = 0, 1, 2, . . . , n, то по лемме 3 выполнены условия (2)–(4).

Кроме того, согласно лемме 6 справедливы неравенства (28), (29). Таким образом, по
теоремам 1–3 существует единственное обобщенное решение уравнения (1), которое под-
чиняется оценке (27).
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