
Ю.Г.Тетерин 
О ПРЕДСТАВЛЕНИЙ ЦЕЛЫХ ЧИСЕЛ 

ПСЛСОШТЕЛЬНЬШЙ ТЕРНАРНЫМИ КВАДРАТИЧНЫМИ ФОРМАМИ 
§ I. Введение 

I. Обзор ( 
[4,5,15], 
1. Обзор содержания статьи. Эта работа продолжает исследовав 

ния [4,5,15], связанные с применением дискретного эргодического 
метода к задаче о представлении целых чисел положительными тер­
нарными квадратичными формами. 

Во вводном § I после основных определений и обозначений 
сформулирован основной результат работы - теорема I.I. В конце 
параграфа сделан ряд замечаний, комментирующих это предложение. 
Теорема I.I доказывается в § 4, п.З. 

Доказательство теоремы I.I основывается на "ключевой лемме" 
дискретного эргодического метода дога обобщенных кватернионов 
(§4, предложение 4.3). Предложение 4.S обобщает и объединяет 
леммы I и 2 § 3 гл.У монографии [б]. Это обобщение позволяет, 
в частности, исправить некоторые неточности в рассуждениях [б], 
гл.У, §§ 4,5. 

§§ 2,3 являются вспомогательными. Параграф 2 посвящен ариф­
метической теории квадратичных форм, и прежде всего - вопросу 
о распределении представлений числа родом по спинорным родам. 
Параграф 3 излагает используемые в § 4 сведения из арифметики 
обобщенных кватернионов, в основном содержащиеся в гл.ГУ моно­
графии [б]. 

Нумерация утверждений - своя в каждом параграфе. Первая циф­
ра номера указывает номер параграфа, вторая - номер утверждения 
в параграфе, независимо от названия утверждения (лемма, предло­
жение, теорема). Формулы нумеруются так же. 

Я приношу глубокую благодарность А.В.Малышеву за постановку 
задачи и внимание к работе. 

2. Основные определения и обозначения. Буквами г г ц к ц к , ^ ^ 
мы будем всегда обозначать положительные целые числа; в § 2 K j ~ 
- идели; 

х,£ - обычно векторы в трехмерном пространстве; 
| - целая положительная тернарная квадратичная форма, 

т.е. однородный многочлен второй степени, от трах 
переменных с целыми коэффициентами, положительный 
на всем R 3 , кроме точки Х = 0 ; в § 2 - квадратич­
ная функция в трехмерном пространстве; 
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Ф = (vf ii) ~ зигелева симметричная целая матрица формы /£ , 
* т.е. (х,ф х)=Я j (х) i где ( , )-скалярное 

произведение в R s ; 
| - примитивная форма, если н.о.д. (4>^ Ял>-ЛяЯ£ 

1 4 1 ^ 4 3 ' ^ 
ct;=i— 4- сАеЬф- дискриминант формл | ; 

to о» И.О.д. миноров второго порядка матриц» Ф ; 
д == ~jHg определяется для нриштивной формы i { а этом 

случае А - целое число; 
и ~ "US~ Ч? - примитивно взаимная к ф матрица; 
»р (О') - показатель, с которым простое число р входит 

в число W ; 
Getv Sun, C.lb - РОД» спинорннй род и класс формы £ или 

' ' модуля М (см.[8]) ; 
*(f»rtt)ĵ CSp"'-f),tt'),'z- ((jw ^, fn/) - число приштив-

ных представлений числа пг формой | , спинор-
ным родом и родом | ; 

R (|, W/) - число всех представлений числа Щ/ формой j ; 
8 - спинорвая яорш (см.[в], гл.Ю); 

к, ( н,) - числа классов примитивных положительных бинар­
ных квадратичных форм ах +$>*ч + ou a 

дискриминанта и ±=^~4-оий (классы понимают­
ся в смысле собственной эквивалентности); 
Гюютеза ША '(шЛ : L -функция Ь (2,79с ве­
щественным характером -^(и,)=/-4АтЛ 
не имеет нулей в области 

цХмт 
т- угол» /Г- форма и т.д. - угол, форма и т.д. 
1 фигуры, получащейся при приведении f к сумме 

квадратов; 
Л ~ кевус (лучевой) с | -углом Л ; 
N(«U>p% N {dm) - си, (2.1)t 

fte{^*2^{O}|0(O+(Mf))chf(6kp>J-ab(2.4h 

•••г, R- - C M , (2.77; 
(X = Otg - алгебра, отвечающая форме 1, см.§ 3; 
Н ( Х ) S c ( X ) *• норма и скалярная часть кватернионаХе&; 
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X - кватернион, сопряженный X , см.§ 3; 
% (ji) - число всех делителей числа П/ ; 
запись 9е=а&(еЦ... , Q ) означает, что постоянная at за­
висит только от параметров d,... ,0--
3. Фошшпхшка основной теотемн. Цель нашей статьи - дока­

зательство следующего предложения: 
ТЕОРЕМА I.I. Цусть f - примитивная целая положительная тер­

нарная квадратичная форма дискриминанта & == - -̂  со Д ; 
IH/ - целое положительное число; J\ - трехмерный "f-круговой 
односторонний (лучевой) конус с вершиной в начале координат и 
•$• -углом Л ; 0- - целое число, взаимно простое с Zdm, ; 

%=.(&, L 1 ) - целый вектор с условием 
-J (Л) mm, ( m,od cj.) . (I.I) 

Обозначим через "̂ ("̂ ги,; Л ) 4,'*) число примитивных пред­
ставлений Х = ( x ^ X - ^ X j ) , 

-f (x) = m, (1.2) 
числа fH- формой -\ с условиями 

х е А., ix = Z [nvod a) . (1.3) 
Цусть 

г (Spn, f , т) > 0. (I.4j 
Тогда: 

1° (условный результат). Найдутся такие постоянные Ж == 
= эе(сГ)>0) ^U = JU, (cL) и IUo=iu0(d,X,q) , что если спра­
ведлива гипотеза Ж&(т) и rrv ̂  т0 , то 

г Cf ,«/- Л- ? а 4 ) > Х - е х р i-it^Vitrctm,)^ (1.5) 

где U/s=i^(a- f (m/) - число решений жЦос^ос^Х^пииЦ] сравнения 
j(Х)==пг (wocL^) .. (1.6) 

2° (безусловный результат). Для всякого простого числа q, , 
не делящего 2, da , найдутся такие постоянные те=.96(с£} > 0, 

х — iLfd) и иг^вп^дЛрЦА a лЛ , чта дан га4 rrvq с условием 

'— ДМ/ Л _ ,] т ? i 

имеет место оценка (1.5). 
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Эта теорема, которую мы докажем в § 4, обобщает (и немного 
уточняет) результаты А.В.Малышева [б], гл.У, §§4,5, - теоремы I 
и 5 (там рассматриваются формы f нечетных взаимно простых ин­
вариантов £2 , Д ). Частными случаями теоремы I.I (когда А = = Л , 
й = 1 ) являются следующие предложения: 

ТЕОРЕМА 1.2. Пусть f - целая положительная тернарная квад­
ратичная форма дискриминанта d , щ , - целое положительное число.-
Тогда найдутся такие постоянные Ж=ж(А) > 0 и ш / =m/ 0(d), что если справедлива гипотеза 7яЛт,), выполнено необходимое ус­
ловие (1.4) и нг^иг,,, то 

, *ъ (|,т,) > -Xk(dyrv). (1.8) 
ТЕОРЕМА 1.3. В обозначениях теоремы I.I для любого простого 

числа о, } Яс1/ найдутся такие постоянные зв= зе-(с*-") > О и 
m,ar = m/~(d,^a), что для lU^rriq, с условием (1.7) имеет место 
оценка (1.8). 

Теорема 1.2, по существу, была получена Петерсом [15], кото­
рый, используя теорию спинорных родов, получил для общих f = 
= f ( х ^ Х ^ х . ) результат, частично заменяющий при применении 
дискретного эргодического метода теорему I гл.У монографии [5]. 
Далее он прямо следовал рассуждениям А.В.Малышева [б], не вдава­
ясь в детали. Фактически, он дает набросок доказательства лишь 
утверждения 

t Of, т,) > 0 • . . (1'9) 
Однако Петере замечает, что можно получить (1.8) и, вообще, полу­
чить обобщение на произвольные f результатов А.В.Малышева [б], 
гл.У, §§ 4,5 в полном объеме. В некотором смысле наша статья, в 
частности, является и реализацией этого замечания Петерса. 

4. Дополнительные замечания. Прежде всего заметим, что усло­
вие (1.4) очевидным образом является необходимым. Множество чисел 
иг , удовлетворяющих этому условию, может быть сравнительно прос­
то и эффективно описано (см.§ 2, п.2). Необходимым условием для 
выполнения (1.4) является родовое условие 

t- {(kenj,т) > 0 . (1.10) 
Это условие равносильно примитивной разрешимости уравнения (1.2) 
в Ж а Для всех р (включая р = оо ) , а также равносильно при­
митивной разрешимости сравнения 

f № ,Xfc,xd) = nv(mod^0) (i.ii) 
по специально подобранному модулю Q 0~ Q0(st, пь) . Условие 
(1.10) с дополнительным условием 

ГП/ ф. Xi (I.I2) 
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(определение и свойства ft см# Б § 2> п'2^ гарантирует выпол­
нение условия (1.4). 

Существенным недостатком теоремы I.I (и теорем 1.2 и 1.3) 
является предположение о справедливости еще не доказанной гипо­
тезы Ifi о нулях L -функций Дирихле или предположение о сущест­
вовании простого числа О- \ Zda с условием (1.7). Однако не­
которое усложнение рассуждений показывает, что для справедливо­
сти теоремы I.I достаточно предполагать существование простого 
числа Оц \ 2,Д с условием (1.7) (и не предполагать, что^/fu^). 
Тогда если среди родовых характеров формы £ найдётся характер 
в и Д а / А .С- \ . „ 

. ( = ^ ^ - ) = 1, ^ | d > , ^ \ Z A (I.I3) 

(а это, в известной степени, "общий" случай), то "паразитное" 
для нашего метода условие (1.7) становится следствием необходи­
мого условия (1.10), и мы получаем полное и безусловное решение 
проблемы (известной в литературе - см.Касселс jJ3,9J) представи­
мости больших чисел положительными тернарными квадратичными фор­
мами. В частности, из теоремы 1.3 выводим: 

ТЕОРЕМА 1.4. Пусть ^ - целая положительная тернарная квад­
ратичная форма дискриминанта d , род которой содержит характер 
с условием (I.I3); иг- - целое положительное число, взаимно про­
стое с 0, и удовлетворяющее условию (1.4). Тогда найдутся такие 
постоянные Х=Эв(с1/) > 0 и m/0 — YYl0(cl) , что при Уп}Шоиме­
ет место оценка (1.8); в частности, 

i(Sp ftf,nt)>0J=^['&('f,m,)>0^ m /^ frL o,^jm,. 
К сожалению, для родов, не удовлетворяющих условию (I.I3), 

решение упомянутой выше проблемы неполно; тогда для (I.I4) надо 
дополнительно предполагать справедливость гипотезы Ж/ ; или 
предполагать, что пь лежит в арифметических прогрессиях (пгосЦ), 
определяемых условием (1.7). 

Отметим, что в формулировке теоремы I..I имеются условия на 
^ (н.о.д. (̂ ,2,d/m/) = | } (\\0/ ), вообще говоря, не являющие­
ся необходимыми. По-видимому, преодолев технические трудности, 
от этих условий можно избавиться (заменив их необходимыми огра­
ничениями на <Х и Лэ ) • 

№ предполагали конус Л т-круговым. Простыми рассуждени­
ями (ср.[5J, гл.У) можно заменить это предположение на выпуклость 
Л ; или рассмотреть произвольный конус А с А > 0 , но с 
изменением пг допускать лишь его повороты относительно вершины 
("сохранение формы"). 
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Надо надеяться, что имеют место не только оценки типа (1.5) 
или (1.8), но и асимптотические формулы для ^Щ,УП;Л.; Ч,&) 
или Ъ (|, нъ). В предварительном порядке интересно получить в 
условиях теоремы I.I оценки 

О < *'(&)•&-k(drn)<t (|,m,;A;%l) <^'(А)^ к (dm). (ш) 

Уточняя рассуждения п.7° доказательства теоремы I.I (см.§ 4, 
п.З), можно найти, что 

где Ji/ц ~}Ь\ \d). Если предположить справедливой расширенную ги­
потезу Римана, то получаем: 

т,0 = -ео&рехр (^ ^ . 

К сожалению, постоянная ^ о , не эффективна в силу неэффективно­
сти оценки Зигеля для h (nj. 

Обычным путем (см. [5], ГЛ.У,У1) теоремы I.I, 1.2, 1.3, 1.4 
можно перенести на все (не только примитивные) представления чи­
сел Щ/ формой |. 

Наконец, заметим, что для чисел т, , делящихся на большой 
квадрат, можно получить более сильные результаты о представлешш 
их формой f , причем другим, более простым путем (см.§ 4, п.1; 
ср. [7]). 

§ 2. О представлении чисел спинорным родом 

I. Квадратичные ФОРМЫ на языке иделей. В этом параграфе мы 
рассматриваем квадратичные формы как модули в квадратичном про­
странстве, а род форм - как орбиту соответствующего модуля при 
действии на него группы иделей. Подробное изложение этой теории 
можно найти в [14]или |_13]; здесь будут приведены только основ­
ные определения и результаты. При этом мы будем ориентироваться 
на наиболее интересный для нас случай голокительных тернарных 
форм. j , 

Рассмотрим пространство К с обычной длиной vf (x) , где 
^ ( X ^ X ^ X j ^ x f + X ^ + X j , и удвоенным скалярным произведением 
j>(oc u)'= 2,(э&;ц). Тогда класс рационально эквивалентных форм 
соответствует паре (V, f ) » где V - трехмерное СИ -подпростран­
ство JL , а класс целочисленно эквивалентных форм - Z -моду­
лю М в V • Модуль М называется целым, если % принимает 
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на М целые значения. При расширении поля скаляров до w-р про-
строанство V" переходит в flL-пространство V 0 , M - в ̂ „-мо­
дуль М р , и функция | однозначно продолжается на все \£>. Мы 
считаем также (fll0(==Zos=Jl,A^=M0£=Jl . Изоморфизм o i ' - ' V — Y 
называется изометрией, если oL сохраняет функцию ^ . Тогда 
defc <sL-а= ± 4. Множество изометрий определителя +1 обозначается 
0+(V). Аналогично определяется 0 + ( V p ) . Стабилизатор М -и 

М р в группе 0+(У)и 0+0/р)обозначается соответственно 0 + ( М ) 
и 0+(Мр> Л* 

Рассмотрим понятие группы иделей. Пусть У.д - подгруппа пря­
мого произведения групп (0tp, р ^ о © , состоящая из элементов 
вида ^ { V J P S O O J Ь р в (01^с условием ^p^i/pWO для почти 
всех р . Группа 0J* вкладывается в Щ!" диагональным отображени­ем X — • * \Ур~"& 1 р^.с» » и мы йУДем отождествлять w с ее 
образом при этом вложении. Определим теперь группу иделей прост­
ранства V . Для этого выберем B"V" 21 -модуль М и определим 

0-j Г\Г) как подгруппу прямого произведения групп 0 + ( V " p ) , 
р ̂  оо , состоящую из элементов вида S = {,^р} р ̂  оо , 

52 е О (VV,) , с условием 2 р е. 0+(Мр)дая почти всех р • Это определение не зависит от выбора модуля п.. 'Мы отождествля­
ем 0 (Vjc его образом в CL (V)npH диагональном вложении. Для 
каждого Ж-модуля М и идели JSH ~ t ^ p j модуль L = S M 
однозначно определяется условием L = Ё М о •$ оо . Опре­
делим , ? Р ?' ч 

0̂ (M)*[s:eO:,(V)| ЕМ-М], 
О 3

Г(УО4 Е €°ЗОО1 0^Р)=СРЦ-
Тогда по определению 
так что классы модулей в роде взаимно однозначно соответствуют 
двойншл смежным классам 0*(V).2£ Од (М), E e O - j (V), а спинор-
ные̂  рода - классам 0+(V)03(y)Ii0+(М), И e 0 + (V). Так как 
0~ ( V ) содержит коммутатор группы О * (V"). то в произведени­
ях, содержащих 0~ ( V ) , порядок сомножителей не важен. В нашем 
случае нечетной размерности Ц<=2> классы, спинорные роды и роды 
модулей взаимно однозначно соответствуют классам, спинорным ро­
дам и родам форм. 

Представлениям числа ГИ/ формой соответствуют вектора 30 
длины |(£) = т< в соответствующем модуле М . Представление 
(М,х) называется примитивным, если из условия t-OCeMj'Z, €. (Ql 
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следует "С & ~Z .Им отвечают примитивные представления числа 
формой. Цусть два представления (М,х) и(И , х ) связаны соотноше­
нием M r = S M , 0 > = Ё х , где Z? e OJJ (V). Тогда эти представ­
ления называются родственными. Если же ^ е О (V), то представ­
ления называются эквивалентными. Отношения родственности и эквива­
лентности разбивают, все представления числа родом модуля на рода 
представлений, а все представления классом - на классы представ­
лений. • j_ , | ч 

Зафиксируем представление (М,Х). nycTb~W=X=WeV|^(X,U)=(A 
Все, что говорилось о квадратичных пространствах, остается спра-
ведливым и для пространства ( W , ^ ) , только классам бинарных 
форм может соответствовать два класса модулей в W . Представ­
ления , пробегают все класса 
представлений из рода ( М ; х ) . 

2. Представление чисел спинорными родами. Здесь мы будем сле­
довать работам [ifj и (_12], применяя их прежде всего к наиболее 
важному для нас случаю положительных тернарных форм. При этом 
будут получены количественные результаты, которые, по-видимому, 
раньше в литературе не встречались (предложения 2.8 и 2.9). 

Пусть, как и раньше, ( М , х ) - представление (не обязательно 
примитивное) числа ГИ/=1(х)> О, W = X - подпространство, 
ортогональное X ; непосредственно проверяется, что его дискри­
минант равен d m , (QL . Прежде всего нас будет интересовать зна­
чение индекса 

[ о *оо : o;(w)o+(v-)o^V)o5"(M)]. 
„•*& г. -Я. I . «-*- 1 

Пусть М.-з = | b=J I J- G l*^ J • Тогда отображение спи-
нореой нормы Qp\ (ГN~ph-®£/(Up задает отображение ) 
0:О^)-*О©^: еслиР £ «{с } , то 9 (£)={0?{Щр*с 
Обозначт.1 

N (aw,p)=[((t&-citu^)^0 x ^ e f t p j j р^оо, 

8(Y)=0CO+ [Y))/03(M)=e^(M))? 

Eeer={beOk*|lp=i при p f - ] . 
Все эти множества являются группами. 

ЛЕММА 2.1. 0 индуцирует сюръективный гомоморфизм 
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,+ ,,* W O^V)_fl!;/N(^)0(V)0:J(M)Eoo 
с ядром , , 

'*** e«w=o;(W) о+(У)03(У)о^(м). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Гомоморфизм 8 ^ корректно определен, так 

как 9,,(М)эф*2, . Поскольку. О (Vp)=Q*p при Р Ф^° (см.[8], 
гл.й, лемма 3.1), гомоморфизм 0 *• 0-^)-*-CIL/(0L Ео© сюръек-
тивен. Поэтому Qdnvтакже сюръективен. Кроме того,0(СЦ (W))= 

, поэтому в силу определения 
О (V") 9 переводит 0j(W)0+(\O0+(M) в подгруппу 

iVI(am,)9(\Л03(М)Воо- Обратно, если в(Х)=]/ЬIk , где 
ieN (dm/), -Ь е 0 (У), I е 9 0(М), к е Е <*> , то ввиду равен­
ства " 9 (\go)^R+= (осеК| X > 0] (ср.[8], гл.Я, лемма 3.2) 
кте> 0 и keQ(IcL), где Id,- тождественный автоморфизм. По­
этому для некоторого У е 0 т ( У ) 0"*"СУ"5 Рз"(М), 6£Y)~j*i' 
получим дока­
зана. 

СЛЕДСТВИЕ. ^ . 
[о>): OjM^OO^M)] Ч«3

: н («М W W Е J • 
ЛЕММА 2.2.[C,'.N(im)0(V)Ej=2,. * „ 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Как показано в [м], 65:21, IjQL'-N ( е Ц Ф М . 

Кроме того, <Ф*П N (dm) 0 + ==• ® + , так как N (dLm/,oo) = JR + 
ввиду cLw/ < 0 , и значит ($*П N Wiu) с (Q| + . Учитывая, что 
0(^)=<Ш + ([в],, гл.II, лемма 3.2), получаем 

[G*' :NW0№HQ3 : N(cH<f}[N (сЦа* N(<HQj= 

=Ь [Q*: (ГпК(с[Ца+)]=Я-[#: Q+]=4 . (2'2) 

С другой стороны, 

(2.3) 
[N(im)9(V;E^N(<W)0^ 

так как N (cint;c»o)=£+)0(Y}=@+. Из (2.2) и (2.3) получаем 

'[o*-.N(i»n)0(v)EoJ"4-=a. 
ЛЕШ 2.3. Еслиб1(М)сН(вЦ'0(У)Еов, то 0а(М)сМ(с(пг). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как 0(Mc>o)=N(cim/)oo)9(V)=R+, то из 

условия 9^(М) С N (etiu) 9 (V*) Е<эо слеДУетf ч т о 
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0 3(M)cN(ebi)9(V). пусть ^{i'pJp^ooeGafM). ̂ фиксируем 
произвольное простое 0, 4 <*> и рассмотрим идель j= | \ V р ̂  Оо 
где V - — 'be, и |р = 1 при р ^ . Очевидно, i e 0 3 ( M ) » и значит 
} е М (dm) 0(V) т.е. \Ле.Н (dnv) для некоторого 
^ е 9(V")C©*' По построению j это означает, что ^аЛ ,j£. 
е N (dm/, ty) и •£ е N (dm/, р) для всех р ф.<^ , то есть ращ-
ональная форма <С—(1гк Ц*" представляет число 4> е ® * над <Й р для 
всех р ^ 4 . Тогда (ср.[в], гл.6, следствие 2 к теореме 4.1) 
X2"—oLm/U2- представляет-4* и над (QL, то есть-•&€ N (У пг? а). 
Поэтому lq,"eN (̂"1-, fy) .Ввиду произвольности О, отсюда следу­
ет, что i eN(eb^. Лемма 2.3 доказана. 

Пусть теперь % - тернарная квадратичная форма, соответству­
ющая модулю М , Определим множество ̂  : 
t=-{meZ\{0}\ 0(O+CM f))cM(^pX р<со}.(2.4) 

ЛЕММА 2.4. Если mefl , то m^Di-J1. rxeDfed Yle.% . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если простое число p\%d , то 0(О + (М р ) )о 

U v , = { u , e Z p | ^ p ( U ) = o } - см.[в], гл.И, лемма 3.7. Так как 
mle-yv , то в силу (2.4/ 

Up с N (ctm,Р)с [аД-cU^J х,^ е (Qlp j • 
Это, очевидно, возможно только тогда, когда vp(clnO)e.O (mad£). 
Отсюда следует утверждение леммы, поскольку ^ teUu^vL (т) 
ввиду условия p^Slcl . . г + 

ЛЕША 2.5. Группа 03(W)0 OODg^OUM} зависит только от 
рода И и числа тф 0 ; 

[0>):0>)0>0>)0>)] = 
h , если т.4 Щ , (2>5) 

[2, если i u e ^ 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как 9(Meo)=N(ciitt)o«>)=K+, то по опре­

делению ̂ w условие lUe^jT равносильно 0~ (М) С М (dnv) . По­
этому (2.5) непосредственно получается из следствия к лемме 2.1 и 
из лемм 2.2 и 2.3. Независимость 0^"(W)0+(Y)0:)(Y) 0 ^ ( M ) от 
К и ! следует из того, что по лемме 2.1 эта группа является 
прообразом при отображении 0 группы N (dtri) 0(V)8,-j (М) Е ро5 
которая зависит только от рода М и числа Ж/. 

СЛЕДСТВИЕ. Если Ърп JfszQreto^ и число YYV предетавимо ро­
дом формы ^ , l o t n - ^ , njjb 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Возьмем" представление V̂ M,0C), j(x)=IU. W=U^-L 
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по определению £t . Если же W/̂ fc 0 , то 

ввиду условия Spvff =(х«и/^ , яШ/^jU по лемме 2.3, что и 
требовалось доказать. т 

Введем теперь дополнительные обозначения: 
С щ х) С Li ) - число представлений (^L^u) , принадлежащих 

?оду (М,Х); 

?,м Л ^ К Й . , °№Х& , (2.6) 
где |0 (N) j - порядок группы О (К). Определим также взвешенное 
число представлений (меру представлений, Darstelltmgsmajbe ); 
пусть F - совокупность классов форм с представителями^,.,,,^ 
Fc£*H/ | ; | СГ / ^ ) - число собственных автоморфизмов фор­
мы А. Тогда 

ft Ok. и? (2.7) 

Заметим, что обычно в определении Ъ и Я добавляют еще нормиру­
ющий множитель, но нам это не нужно. 

Очевидно, что если модуль L соответствует форме | , то 
суммируя С ^ ̂ (SptvL) по всем родам примитивных ̂ представлений 
(М,ос) , где пе^е(гЬ,|(х)=т/ , мы^нолучим^^р^!, щ ) , 

а суммируя по всем родам представлений - R {Ърп/ |, щ). 
ЛЕММА 2.6. Дусть (М,|) - целый положительный тернарный Z -

модуль, (И,*) - представление числа m/=ffoo) > 0 . Тогда 
С/М ei ( Son, Mj,) одинакова для всех М-.<=ЩШ+№ОГММ 
и ' fe« J(Sp«, М,)«0 для всех M L ̂  0+ (W?0+(V) OJ (V)M . 

ДОШйАТЕЛЬСТВО (ср. [12]). Пусть, как и раньше, W = &> • 
На множестве смежных классов 0+(W)54, 2 И е О - (W) можно так 
определить меру JL- , инвариантную относительно умножения справа 
на элементы 0* (W) , что для Ё е О ^ , (W) выполняется равенство 

- см. [l3j, §§ 29-31. Тогда ' 

Есж Н е 0*(W)<f (V) 0 , (V) 0^ (М), то есть 2 > V - С-З, где 
у е 0* (W), [-] е 0+{V) QJ(V) 0+ (М ) , то 
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qj(w) n o>)oa>) z oJ(M)-{Og (w) no>) Oj(v; о}(М)]-у, 
и в сил,* инвариантности W и равенства (2.8) 
-с(м xfiPn,Z M)=^(cf (W) П 0 > ) 0 > ) 0;(М))=е(М/Ж)($р,гМ), 
т.е./cfMx.(Spn/ZlvI) не зависит от 2 1 . 

EcVseX^O^(WjO+(V)0i(V)C>3(M). то пересечение в право! 
части (2.8) пусто, и значите ДОх)($Рп' 2114) = 0 . 

ПЕЕДЯОЖЕНИЕ 2.7. (ср. [15] , '(2.1)). Пусть7 j - целая положи­
тельная тернарная квадратичная^форма, nv>0- целое число. Тогда 

1) а) если т£ц , то *fr(Spn/J(i , m/) одинаково для 
всех £• из рода-i ; б) если m/e^Q , то множество всех спинор-
ных родов в роде & распадается на два подмножества, состоящих 
из одинакового числа спинорных родов, и % С^р^Т l, m / ) посто­
янно, когда /^ пробегает любое из этих двух подмножеств; 

2) то же верно для R (Spn- %\ ,№!/_)• 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Получается из лемм 2.5 и 2.6 суммированием 

по родам примитивных представлений в случае I) и по всем родам 
представлений в случае 2). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2.8. Пусть I - целая положительная тернарная 
квадратичная форма дискриминанта d/ . Тогда найдутся такие пос­
тоянные э&1 > 0 и Э&2,, зависящие только от & , что если 

Ъ ($р*ь ^, in) > 0 , то 
8&,h/(eU,) 4ъ($рп,^,т.) ̂  gea k (dm,).. (2.9) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Формулы Зигеля (см., например, [ll], (33.2), 
(33.4) и (34.1) или [г?]) дают для величины 

где ?[(х)=т , оценки типа (2.9). Отсюда, применяя лемму 2.6, 
получаем нижнюю оценку в (2.9), а учитывая, что число родов пред­
ставлений ограничено постоянной, зависящей только от с Ц (или 
непосредственно из формулы Зигеля для ъ ( C m ^ m ) ] - оценку 
сверху. 

Предложение 2.8 доказано. 
Весьма важной является задача нахождения множества чисел nt, 

для которых *Ь (Jjpn/'pm) > 0 . По предложению 2.7 для чисел 
уцф. Ц это множество совпадает с множеством чисел т , для ко­
торых Ъ(0л/\ъ^пС) > 0 , т.е. число YW примитивно представимо 

Л над всеми Ж р^о<= . Далее, согласно лемме 2.4 множество 
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fii распадается на конечное число квадратичных классов 
Q (мг0)={т>0'5я' | -S e Z ; <Sf̂  О}, Ш/0 j R, с(/ -Для всех чисел nv 
из такого класса группа N (ewi), а значит и разбиение рода ^ 
на полуроды, описываемые предложением 2.7, будет одно и то же: 
(х£И/^ "'^Ч (^о) ^^JfcC^o) . Остается лишь выяснить, будет 
ли казднй из этих полуродов представлять пг€.0. (И1-о) • Основной 
результат здесь дает . . 

ПРЕЩЛОЖЕНИЕ 2.9. Пусть ГП&0.{Щ,) , ^ е и ^ и г ^ ^ е W ^ ) > 
н.о.д.(6,Яс1> = 1 .Тогда / ч /drriox \ Л 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Соответствующий качественный результат хоро­
шо известен (см., например, р О ] ) . При этом примитивным предста­
влениям ^MjXJи (М,Ц) чисел мг=|(х) илит-5 = | ( ц ) модулем М 6 (я^ 
ставятся в соответствие примитивные представления (М, &i) и 
(М", ^5"1).чисел.т,** и РИ/ мо,дулями И ' HM^GGT , г д е ( п = ( я 0 

е е л и ( * ^ = 1 , и ^ ^ , е с л и ( ^ ° ) = - 1 . Поскольку и.о.д.(4,2^= 
— 1 , а при p^j, g,ct все примитивные представления эквивалентны 
над 5£р(ср.лемму 3.16), то это'соответствие индуцирует-взаимно­
однозначное соответствие между родами примитивных представлений' 
числа ttli модулями из Сп^ и числа wu модулями из (л . Т е ­
перь осталось применить леммы 2.5, 2.6 и ту же формулу Зигеля, 
что в предложении 2.8, и заметить, что в этой формуле множители, 
соответствующие простым числам рЧ. $ . не меняются, множители, 

соответствующие р $ , изменяются на (1~(~тр) р ) . а р = о о -
на •& . г / / 

Предложение 2.9 доказано. 
Это предложение допускает некоторые обобщения и на случай 

н.о.д. (*;2«О > 1 . Докажем только простейший результат: 
ЛЕММА 2.10. Для каждого простого числа р найдется такая 

постоянная Zl(p)=0 или i , что если vp(m) ^-S^p(") + 3 , 
ks£.(p)(modFa.),k>Sp(d) иг($ргфи)>0, то&С5р""ЬтР Р®-

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть (М,х) - примитивное представление 
числа т . Если перевести [7J, доказательство теоремы 1.2 на 
язык ортогональных групп, то получим, что в условиях леммы най­
дется такое, &е О (Vp) , что вектор р (X)примитивен в 6"Мр 
и 0 (6-)=р^И + кй ? , т.е. 9(«-)= © р в сдау условия 
k'sl (р) ( mod 2, ) . Поэтому если полоашть 2 > | £" 1 ^ ? 

9 ЗНС 'т.121 129 



гле Т?-&, SI^I<i при ̂ р , то П e Од (V) , 
т.е. M' = X L M e Sprv M . При этом (М, рКх) является 
примитивным представлением числа т,рхк-

Лемма 2.10 доказана. 
Вернемся к задаче нахождения множества тех чисел т , для 

которых •z-Ĉ pn- Т)rrt') > 0 . Пусть снова квадратичный класс 
Q ^ t t O c ]& • Мет°да. изложенные в [ к ] , позволяют выяснить, 
какие числа из Q (пг0) примитивно представимы всеми спинорными 
родами, а какие - ровно одним из полуродов Q^ или Ьр^ . Чтобы 
узнать, какой именно из полуродов представляет, т, в последнем 
случае, запишем ПЬ в виде jTV=H1/0 d^ d% i> , где и.о.д. 
(4,.!Ы}*=1 ; Л = П р*Р • где OT(5o к Р = 0 , либо 
k p ^ f ( p K m . p ) pl^k p>^p(el) ; d, = П рИ-Р, где 
1Х_ ̂  2.V (а) + О , и U- ̂ .S) (d.) + 3 , если к >о- Чисел ви-
да Иг0а~ имеется толыю конечное число, и для них можно эффек­
тивно определить, какой из полуродов (х^ >0чс их примитивно 
представляет. По предложению 2.9 и лемме 2.10 число WI будет 
примитивно представляться тем же полуродом, что и УЯ0 ctf, если 
\ ч> ) 1 , и другим, если I ° ) = - 1 . 

$ 3. Обобщенные кватернионы и другие 
вспомогательные предложения 

I. Алгебра обобщенных кватернионов. Определения. Пусть В -
положительная симметричная матрица размера 3x3. В § I гл.1У моно­
графии [бJ показано, как по матрице В строится Q. -алгебра 
©1=&бобобщеных кватернионов вида Х=(00О)Х4)0С!1)Х3)=ГхО/Х). 
61/является (QJ -подалгеброй вещественной алгебры гамильтоновых 

кватернионов. Для кватерниона X е 0L определяется скалярная 
часть $с.(Х) = X o , сопряженный кватернион Х = ^ Х 0 5 — X-) 
и норма N(X)= =XX=XX=X o+N((0,x)). Особенно важна формула 
для нормы _ 

N((Xo,x))=X 0+(x )6x), (3.1) 
где - взаимная к В матрица, а (^, ) - скалярное 
•произведение в | 3̂. Пусть В - примитивно взаимная матрица для 
примитивной формы * (см.§ I). Тогда (3.1) принимает вид: 

N((x0joc))=xJ+A^f(x). -(3.2) 
Если § с ( Х ) - 0 , то X называется вектором. Кватернионы 

с целыми координатами называются целыми. Запись Х = Y (ww»^ & 
справа) означает, что для некоторого целого кватер-

130 



ниона V , т.е. кватернион щ%\ (X—У) Я целый. Число а назы­
вается некритическим для алгебры ©(/ , если н.о.д.(Q; £de"fc8)=l. 
Кватернион X называется примитивным, если он целый и н*о.д. 
((TOlflC<)0Ca)X3) = i ; приглитивным (modit), если н.о.д.(|1,;£0,Х1;Яг,аЛ= 
= 1 . 

Целые кватернионы Х^ и Х & называются подобными справа 
(mod а ) , если Х^ Х^=0(тлс(о). Если а - некритическое число ал­
гебры ©L , то это' отношение является отношением эквивалентности 
на множестве примитивных (mooL^) кватернионов. 

Замене матрицы В или формы *• на эквивалентные соответству­
ет замена базиса решетки целых векторов в алгебре 6L . Тай как 
такая операция не влияет на структуру кольца целых кватернионов, 
мы часто будем заменять В на эквивалентные матрицы, более 
удобные для нас. 

2. Вспомогательные предложения из арифметики обобщенных ква­
тернионов. Почти все леммы этого раздела заимствованы из 15], 
гл.17. Для таких утверждений будет приведена только формулировка. 
В асимптотических формулах использованы улучшенные остаточные 
члены, полученные после публикации [б] (см.[б]). 

ЛЕММА 3.1. Пусть Ш/,,,..., iri/̂  - целые попарно взаимно простые 
числа, Ан ..., А ^ - целые кватернионы. Тогда найдется целый ква­
тернион X > Для которого 

Х=А^ (mod т{) , 1=Н, ...,1Ъ. 
ЛЕММА 3.2. Пусть Q - целый, а X - примитивный кватернион, 

и Q X = 0 (mod$) . Тогда ^ |N ( Q ) . 
ЛЕНДА 3.3. Если Х У = О ( modZ справа) и H.o.fl.(N(X),N(Z))= 

= 1 , т о У = 0 (modZ справа). 
ЛЕММА 3.4. Пусть Q - некритическое число алгебры di/ *,Х,У 

ж % - целые кватернионы, ^ |Н(У),ХУ2— 0(modq\УX/примити­
вен ( mod qj. Тогда ХУ s 0 ( m o d q j . 6 

ЛЕММА 3.5. Пусть Q - некритическое число алгебры 6V ; X 
И "У- целые кватернионы, ХУ примитивен (moidqj ; [_, _ целый 
вектор, X Li = 1>У = 0 (yrvod <j) . тогда L = 0 ( \mod q^ . 

ЛЕММА 3.6. Пусть Т - целый кватернион некритической нормы 
~t ; /J - примитивный (nT-octTJ вектор, N(Li)=0(iriocL"b ) и !_,£() 
(modT справа). Тогда£,=Т L Q T для некоторого целого вектораL0 

ЛЕММА 3.7. Пусть Q - некритическое число алгебры 01/ , це­
лый кватернион X и вектор [_, _примитивны ( t t t o d q ) , 
H(X)sQ (m-ooluV . Тогда X Ь Х = О (mod ^) тогда и толь­
ко тогда, когда ( ^ + L) X s 0 (moo!о) для некоторого I e 2 • . 
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ЛЕММА 3.8. Пусть Т - некритическое число алгебры 01/ , ква­
тернионы Т и М примитивны (m^di/j , N (T)="fc, N ( M ) = 
= 0 f m o d "t) ; W/ - целое число. Тогда для некоторого целого 
кватерниона X 

N(X) = Hm,o<it), 
^ М Х г 0 (rnodT справа). 

ЛЕММА 3.9. Пусть п/ - некритическое число,' ш Ь , ©г - класс 
подобных справа(тюс{, о-) примитивных кватернионов. Тогда число 
классов подобных справа (\nodk)кватернионов, содержащихся в &i , 

А П О Ч ) ' 
1 р|Цр^ 

ЛЕММА ЗЛО. Пусть J) - целое число, Q - некритическое чис­
ло, X - целы! кватернион с числовшл делителем "t . Тогда число 
примитивных кватернионов Q нормы D o - с условием Х = О 
(mod. Q справа) будет 

4 R(0L:D*).H.o.A.(-Uy П (1 + 4 ) . 
t H.o.ff.(-t,?) 

Здесь - число кватернионов нормы 1) в алгебре 0 U 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если Q., и Q ^ - два таких кватерниона, то, 

как показано в [б], замечание 8 гл.1У, 

GLQ хщО'(тА V T ) » 
* * \ . H.0.Jf..(t,j)/ 

т.е. Q,, и Q ^ подобны (luool ^ , j справа. 
Покаяем, что в кавдом классе подобных (mocto^ примитивных ква­

тернионов содержится 4R(0I/,D ) кватернионов нормы Do- . Действ 
вительно, если Q,| и Q& - два таких кватерниона, то 0 ^ 0 г = 
= 0 (то&а^) ; поэтому 1^=1)0^^ - целый кватернион нормы ID* 

Теперь лемма прямо следует иг леммы 3.9. 
ЛЕММА ЗЛ1. Пусть if(xc,X)=Xo+A-f(x)- норменная форма дис­

криминанта d A , (И/ и а - целые положительные числа, 6' - целый 
кватернион, Л - выпуклый конус в % с телесным v^ -утлом Л 5 
ъ(6Ц т,\ А \ Q Ь ) - число примитивных кватернионов X с ус­
ловием "' ' . W „ /• *| \ 

H{X)=nv, ХеЛ, Х=6 (W^). 132 
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тогда i . L \ *п г* • 
ч ^,ht; А; ^5)= ^ S $*8 W»«') + ot > 

где об = 0 (а щ, 2Z ) всегда, и 
cL=zO(a т 1. ) , если А =61/. 

Постоянные, входящие в U , зависят только от d и £ > 0 j 
G _ о (Ц' Иг) - примитивный особый ряд (см.[б], гл.Ш, (159)). 
Если система 

примитивно разрешима относительно кватерниона А с коэффициента­
ми из J ^ 0 для каждого р 2, с(а , то 

Wcw^.g-'.n а-|), 
где эе=эг(с1) > 0 . 

ЛЕММА 3.12. Если W/ - некритическое число, примитивно пред-
ставимое родом норменной формы Ц>(х0,х)=ос0 +Д|(х), иъ ( 9 1 ,nt) 
- число примитивных кватернионов нормы YtV , то 

^ plm- г 7 / 
где ji> 0 - постоянная, зависящая только от рода tf . Постоянная, 
входящая в знак 0 , зависит только от я. и £, > 0. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Получается из лещш 3.И прямым вычислением 
(ц>, иг) с помощью формул гл.Ш работы [б]. При этом для по­

стоянной J& можно получить значение % 

Д ! Л П 2- J _ n 1 

- ср. [б], гл.У, замечание 5; здесь Ь Of ,2/)- число приглитивных 
классов (vvu>cl8) , примитивно представимых >f-

ЛЕММА 3.13. Пусть число W/ примитивно представимо родом фор­
мы Ц> {<х0х) = х 0 + Д | (&) ; ̂  >9л и Ч- - некритические числа, 
<Н 4% К , н.о.д. ty,ft,^) = f ; A i - примитивный (mod 3,), 

К%- примитивный (m-od а^) кватернионы; N (А.))= 0 (mod сь) , 
N ( Ag,) = 0(iruocl. <j,J ; б - примитивный (tnodLoft кватернион, 
N(6)=IU(ITU)C( о) ; У\.- выпуклый конус в 61/ с телесным ^-ут­
лом^ ; пусть Ъ(©ЦИ1) Д-, ^,^>)%\) %ty~ ЧИСЛ0 примитивных 
кватернионов М с условиями 
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N (M)=;W, M e A , М=В(юос4) , M A ^ s O ^ d ^ ) , A^MsOfmo^ 

Тогда 

-t 1&,П; А; у,Ъ; j / , ; }Л) "= 

где d = 0 ( a fa пЛ WL гд- у всегда, и 

< * « 0 ( з * ( з , ^ м Н + £ ) .если Л - ОЦ 

постоянные, входящие в знак О , зависят только от d и £ > 0 -
Здесь и/(сс^+Д^, ty, hb) - число примитивных решений сравнения 
N(X)sm,(trwcl4).-

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, Лемма получается точно так же, как и замеча­
ние 17 гл,1У работы [б], если там очевидным образом уточнить 
формулу (77). * 

ЛЕММА, 3.14. Пусть HV - некритическое число .примитивно пред-
ставимое родом формы Х ^ 4-Ду(х), 3 и a - целые положитель­
ные числа, i \а , 60-|гн/ , все простые множители пь входят в •$ ; 
(̂  - класс подобных справа (mod. $) примитивных кватернионов; 
S - ПРИМИТИВНЫЕ кватернион нормы 3 ; пусть "&•( М / w : 6i ] Sy 
число кватернионов- И. нормы W/ с условиями М е, ©4 , и = О 

(3.3) 

(№Lod. S слева ). Тогда 

где постоянная |> >0 - та же, что и в лемме 3.12. Постоянная, 
входящая в 0 , зависит только от d/ и Ь > 0. 

ДОКАВАТЕЯЬСТВО. В доказательстве замечания 6 гл.У [б] показа­
но,, что %Ш/ т J.-&L & ) равно числу примитивных кватернионов M l 
с условиями N ( H t > ^ > MjsO(w*lS спри»^ M 46==0(m«£ Ц 
где- 6 -* примитивный кватернион некритической.нормы N (В) = 
=.. О (Wod. Ч^к ) и 0 <Tl/-$. 9B (_сЦ . Применяя лемму 3.12, 
получаем (3.3). 

ЛЕММА 3.15. Пусть L,, и Ь ^ - примитивные векторы, N (и,,)= 
= N ( L . )=Aw« ; "t - произвольное некритическое число. Тогда 
найдется такой примитивный кватернион Ц , что N(H)—~D №- , где 
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н.о.д. (U^dt) = 1 и D |4с£А3 ,и 
и^и = т%. (3.4) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Мы можем считать, что форма + выбрана в своем 
классе эквивалентности так, что 

/{(х) = U/, <£*+ К^й, 00^ + \1Ь & Д СС5 [mod [kdit) ) , 

где Ц Q, = САЬ , а целые числа ЬЦИ-^з взаимно просты с 2. аХ • 
(Случай, когда t не приводится над Ж<^ к диагональному виду, 
рассматривается аналогично). Пусть Ь0 == f, 1^, U 1/̂  - соответ­
ствующий базис б(/, и L K = 0 C!J K ) Ц + OC-jj.*1 Ц, +Х3

(*> i/3 , k = 1,2.. 
Так как кватернионы со свойством (3.4) образуют линейное простран­
ство, и кватернионы lX;=Li,t;-f L'iLi;̂  0^-]4 5 , удовлетворяют 
(3.4), то ввиду леммы 3.1 достаточно показать, что н.о.д. О ^ А « 3 
N{Uj)|4iA. Предположим противное, т.е. что для некоторого просто^ 
го числа р найдется такое к е Ж , что рК (Ч^Д3!/)3; р у)с1Д 
и 

T'e' 0. ( - -tf) ft) , n V <*)• n * Li) &)\ Л ^ . К » 
^Д (nt.+ t^X,, «̂  +^Ь2жао^+М/5аЛх3х3 j = 0[mod p J, 

2,4%(w/+^X%,-i^a^-U3aA^)s 0(W pK), 
аДД^ги^а^Ч^ О (mod. p K), 

Так как , отсюда следует, что 

m,=^xf«fW^cc^»f^^aAX3^0(moci^laAp). 
Так как 
ГМ/= ̂  Х ^ + LL-ft & Х $ } + U/3 Л А Х ^ у j = -1,2.., 
то по крайней мере один из векторов и ̂  , Ь « непримитивен, что 
противоречит условию. 

ЛЕММА 3.16*^ Пусть С(, - некритическое число алгебры <Д/, А 
*•* Лемма является уточнением замечания 25 гл.1У работы [б]. Следует заметить, что там в замечаниях 24 и 25 ошибочно опущено условие н.о.д. Г N, а\ = {. 
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и В - примитивные [mod. а) векторы, N (А) = N (5) = N (tuool̂ j. 
Тогда число классов (woelg) примитивных (moot а) кватернионов 
X с условием ХА = ВХ f ywod a) , N (Х)== з (rnocL <v) равно 

числу решений сравнения oc^+Nu^s U6(modя), где целое число 
Ц, , взаимно простое с а , зависит от А и б . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу леммы 3.1 можно считать, что О- -
степень простого числа р . Матрицу В можно привести к виду 
о ^ ^ °а, с 3 )(пьоЛа\ целой унимодулярной подстановкой (см., 
например, [б], гл.1, замечание 6). Такое преобразование соответ­
ствует замене базиса в решетке целых кватернионов, что, конечно, 
не повлияет на все последующие рассувдения. Числа С 0 С^ и С, 
взаимно просты с Of , так как 0- - некритическое число. Пусть, 
далее, А = ( 0,^,0^) , 5=(0 ;1 Ъ4Д), X = 

" ( X ^ X ^ X ^ X j ) . По определению умножения в 6L (ом.[б], 
стр. 107) условие Х А — В Х эквивалентно системе сравнений 

J=0M4 1 J;(3.5) 

\х. 
Рассмотрим два случая: 
I) А у=- 5 (W><i р) . Тогда без ограничения общности 

а,Аф.%4 (mod. р) , и ввиду условия N(A) = N(B)(m.oc[g^ 
Х(Г;г1Г)=(я0хЛ)х3>) , гдех=-1гс^я(-а3+^с^(а^, 

является общим решением системы (3.5). Тогда «\ 

4-2iri*rcfc^|(Qr^)(ar^)-(Qt+y(os+^)j + 

представляет собой бинарную форму от 1Г 1ДГ определителя 
J)=j^cfCgp^r^) Г • ̂ (lrî - fr ) } . Из примитивности 

^ U/ легко выражается через величины N lit; ) ,04-\4-3, 
используемые в доказательстве леммы 3.15. 
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А и В (frtoda) и условия N (А) = N (8) нетрудно вывести прими­
тивность формы (3.6) (mx>d^) (ср. с леммой 3.16). Отсюда следу­
ет наше утверждение,'если учесть [ 5], замечание 6 гл.1. 

2) Д = Б (mod. р) . Тогда в силу примитивности Д (moda?) 

будет общим решением,системы (3.5) и -ч 
М(ХУ^))^сД^с/агуй+сд(аД)+слс3(а,+0 j + 

\ я. ^ ( с ^ Ц ) +^Сз(аД)Хс3(а,+^)7 
является примитивной (m^ckj-) формой определителя "D = 
= |2-СаС,(й^-&л1 • N (jn-oaaV откуда снова следует утверждение 
леммы. -* • А • 

ЛЕВША-3.Г?i Пусть Q - некритическое число, А и Б - прими­
тивные (m-осЦ) векторы, N(A^sN(B)=Am/(W>cia), н.о.д. 
(m/,a)='j-; <$ - целое число, н.о.д. (<5,^)~ 4 ; пусть 
l/K'7><3im'?'- число решннй сравнения I (х) = in* (dtod.^-) , а 
и,(Х^+Д| а, б) -.число решений сравнения N (X)=-i(tnoct 0.V 
Тогда число классов кватернионов Х(т.ос[а) с условиями. 
X A = B X ( ^ o < i ^ ) , N (X) =<*>(nwcLy) равно Ж у А ' Ь ^ ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 6̂ ,..., ВЦ, - ЩюдставитеМ всех классов 
векторов В' (î bct <̂  ) , для которых К (В ) = Am, ( nvod с^у. 
Их число и/—№(^с1}т) . Так как н.о.д. (-6,0)= 1 , то для 
каадого кватерниона X с условием N (X) —b\modq) найдется ровно 
один индекс \ ] 4 j 4 U,(<[, a ; м / ) , с условием X А = В: X (mo$(gY 
С другой стороны, из условия н.о.д. (Ytl,f) — i и леммы 3.16 
следует, что число классов кватернионов X с условиями Х А = 
= В-. X [mod ^ ) одинаково для всех \=.L... м(^,Я,тЛ- Отсю­
да прямо следует утверждение леммы. 

ЛЕММА 3.18. Пусть L G &t - ненулевой вектор, А - выпуклый 
конус в подпространстве векторов алгебры 61/ с телесным 4 -углом 
)i. Тогда множество кватернионов X с условием X L X е. Л 

является (х^ + Д-г) -выпуклым конусом с четырехмерным телесным 
(Xj+A{) -Углом - ^ | ]\. , 

3. Другие вспомогательные предложения. 
ЛЕММА 3.19. Пусть гисЮ = ̂  1 - число делителей' п, ; к -

натуральное число, £,> 0 • Тогда 
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1 (и,) « «< Ct) • И,Е , 

£ * К ( х ) < Я к ( к ) - Л - С г в а л ) г - * 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. См. [ г ] , гл.1. 
ЛЕММА 3.20. фсть А,Б,С, g > О и Хр- целые числа; 

1} = & М А С ^ 0 Т D = 3 ) ' i L S ' . где Ь бесквадратно; 
p>[D | o t Q 2 o t + 1 . г д е < ^ > 0 . Тогда 

Е Т4(Ах*+бх+С) 4 о.?) 
44х*р 

где постоянная Э& зависит только от об , a i t • и U , - абсолютные 
ностояннне. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для ^ = 1 ленма доказана А.И.Виноррадовым [ i ] . 
В общей случае шзшо считать - ^ < ос 0 ^ 0 , и после подстанов­
ки X = Х 0 4- № "получаем 

2Z ^(Ах'+бл+с)4 
14Ж4Р г 
XSXo(hiaij) ч 

4 £ ^ { Адг^+(ЯАх0+В)Г+Ахо + 5х0+С)« 

если применить лемму с 0- = 1 и учесть, что 
^ = (яАх0+5)г/-^А^(^+Вх0+С)=^Д). 

Замечая, что 

К0А.'[А (̂'4'Ая,+В)̂  Axt+6x0+CJ |Н.О.А,(АДС)/, 

получаем (3.7).< 
ЛЕММА 3.21. 
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(£)%!< а ^ ( £ / \ (3.8) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. (3.8) является слабым вариантом широко из­
вестной формулы Стерлинга. 

ЛЕММА 3.22. Пусть А и f - целые числа. Тогда найдутся , 
такие постоянные ПЬ0—т0(&) EJX=JI(E) . что если 
tn>mCLX W 0 ; e a a p ^ к о £ * Ъ < j ) j и справедлива гипотеза 
Ж,А (ПЬ) > то найдется простое число Си с условиями 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из справедливости 2ъ д (иг) следует, что при 

где 

(&j ̂  к*,)5 (iô  &^ Ц mf 
(см.[5], гл.У, (190) х ) ) . 

По закону простых чисел оо . . 

Mz?^ Р м Т е Г тШЬч W >^р>мя 

°° /1* . N • 

так как 

i 

JUH 
-*- оо 

8 
при иг-—оо. Поэтому 

P«Na c
 / 1 4

J Vote ^ 
постоянные, входящие в знак 0 (1) , зависят только от Л 

Кроме,того, 

(3.9) 

V5tcT pty 
^ Б цитированной работе в левой части формулы (190) ошибоч­но добавлен множитель -А- , в связи с чем окончание приводимого там доказательства нуждается в небольшом исправлении. 
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Последнее выражение 4 -ft- . если ПЬ > & х р (и. Ьза аЛ . Отсю­
да и из (3.9) следует, что в условиях леммы найдется простое чис­
ло Q, с условиями 

. § 4. Представление чисел формой. 
Дискретный зргодический метод 

I. Представление чисел, делящихся на большой квадрат. Относи­
тельно представления чисел, делящихся на большой квадрат, можно 
получить более сильные результаты, чем в теореме 1Л. Основной 
идеей при этом является рассмотрение векторов вида $ Li S , где 
N (S) - тот самый большой квадрат, на который делится заданное 
число. На этом пути может быть доказана следующая 

ТЕОРЕМ 4.1. Пусть справедливы условия и обозначения теоремы 
I-.I, Т -подгруппа (0| , порожденная простыми числами p|2,cL, 
М - модуль в квадратичном пространстве, отвечающий форме т •> 
число £, > 0 . Тогда найдутся такие постоянные /Ь0(С^-; £ ) изе(У)>0 
что если m-^iUo-Ь , где н.о.д. (/Ь.2,а.ф = d и 

ТО 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО мы опустим, так как для основной цели нашей 
работа - теоремы I.I - будет достаточно предложения 4.2. Отметим 
только, что в случае А = К. достаточным является уже условие 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4.2. Для каждой целой положительной тернарной 
квадратичной формы г дискриминанта и/ найдутся такие постоян­
ные -60(d) и &(d) > 0 . что если -S = р > -5>0 , где р - про­
стое число и р ̂  % d , то 

ъ (|, т/б8-) > эе- 6 • t- ̂ Spn, |, m/). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. См. [7], теорема 1.2. 
Отметим также, что ввиду леммы 2.4 такого типа результаты 
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особенно полезны при изучении множества "0 . В частности, не­
сколько уточняя теорему I.Г статьи [7], можно получить заметное 
усиление результатов Эрнеста [lo]. 

2.Ключевая лемма. Докажем вспомогательное предложение из ариф­
метики кватернионов, играющее существенную роль в применении дис­
кретного эргодичоткого метода. Это предложение является обобщение 
ем и уточнением лемм § 3 гл.У монографии [б], что позволяет-не­
сколько упростить применение метода, а также обойти пробел, име­
ющийся в [б] и [15"] и связанный с неверным подсчетом композиции 
бинарных квадратичных форм.(см. [б], стр.166).. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4.3. Пусть 1^,. . • ,Ьц, - примитивные вектора 
нормы rrv ; le.% ; К - некритическое число алгебры 01/ k^frU , 

£г+№1=лгк, и.о.д. (1Г, k)=L 
Тогда примитивные кватернионы /t+Li -. l=H,... CV, лежат в 

>«*--£-«р(~Л]р*) • д од (Ц^. {k) (4.1) 
классах подобия fiuc-clk^ справа. Здесь Х = 9Е. (ct,£)>0,аД-
абсолютная постоянная. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В доказательстве все постоянные S&j, положи­
тельны и зависят только от (Х и £ , а 11^ - абсолютные посто­
янные. , 

о ' I ' 
I . Назовем два вектора Li н L, нормы УЛ/ сопряженными, 

если кватернионы -ь + L и -t + L подобны С гн-о^ к) справа. Мы 
покажем, что число пар примитивных сопряженных векторов в алгеб­
ре Ot 

Отсюда сразу будет следовать (4.1). Действительно, пусть (Л-J,... 
',,?4f,ur -.классы подобия (mod к ) справа, содержащие все кватер-

^
oны /C-tU^ ? 1=Ц...; П/ . Пусть И,: -f 4 j 4'IA^ - число векторов 
-J JjL3 набора Ь ц)..., L ^ , для которых X+LeGr -. . Тогда • 

• А А — • ЛЬ-ЯРУ*1^ СТ°Р0НЫ» мы можем составить из век­
торов ]_,. ...JLM, 5-J ^i п аР сопряженных векторов. Оценка 
(4.1) следует теперь из (4.2) и неравенства Коши 

иМ-Е>. « «г -Е и, • V H ' ' Г1 J 

141 



2°. Итак, осталось доказать (4.2). Пусть, например, 

У,,У*е§, т.е. УУа = 0 ( W k ) , 
Положим Y=iY, + x k , где <& выбрано так, что 

н.о.Д. (N(V), 2 .dm,k ! l )= .k - (4.3) 

Это можно сделать, т.к. N(\0=N(yg,)+xV+2, S c ( x k Y , ) = 
^kf^+Zxl+X k) , и н.о.д. (1Г,К)«1 . Очевидно, что 

Ve.Gr V примитивный, ЬЛ/ == V L J ^ . (4.4) 

По лемме 3.15 найдется такой примитивный кватернион l i , что 

| N (U)=Du, где н.о.д.(и, ЯiwN(V)k)=i, D14d&3. (4.5) 
Положим . Тогда из (4.3), (4.4) и (4.5) следует, 
что 

А - примитивный, ц А = — A L-i, 
А е(*, 'N(A)=0/3)k, где н.о.д.(а,2сЬгк)=1. 

Тогда A L,, А = — N (А ) и г — 0 (modО,J , и по лемме 3.7 

для некоторого -$ €. Z . Меняя -ъ (mx>dа), добьемся, чтобы н.о.д. 
(|sK^+L,),2cAk) = I . Тогда _ 

Dk (^+Ц) =А; С, (4.7) 
где С - примитивный вектор нормы С Ц к ; С £ ч ввиду 
(4.6) и (4.7). Кроме того, из (4.6) и (4.7) следует, что 

Dk(/-Li)=A'4DK«'+lJ))A'=C'A', 
ЦсЧкАГс-ЛЧ'^с'А-^-Л,. 

Так как Ои и £nv взаимно просты, то форма (& , 2 ъ , С ) = 
= а/х А+ Z(э'хи+с'Фопределителя dfcr~if —in- примитивна. Пусть 
/ м \г Л _ подстановка, переводящая ее в приведенную форму 
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( 0 , , 2 « , с ) , т д е -
Z\&\ 4 & 4 С . и значит О, 4 у-*" W- • (4.8) 

Тогда нешсредственно проверяется, что если 

ТО «•" 

AV^AV^CV^CV^OfWk), 
M(AKaDk,N(C)=cT)k,X>k (^+Lf)-Ac? 
Ь,А=-А^,Цс—<V 

Тогда 
• _y, А-ШМ-A^ALi-AvJtsO (mô k). 

Ho V, A S 0 (JwW k) t и значит Vj •& Se (A)s 0 (wioflf к). Поэтому 
в силу примитивности Vf и некритичности к 

Sc (A) = 0 (»«>d к). 
Аналогично 

Выберем форму X в ее классе эквивалентности так, чтобы 
](х)5=ЩХ4+иьх1+иьХ% (mx>cLk), (4.9) 

и зафиксируем соответствующий ей базис решетки векторов алгебры 
& • ДГ С Т Ь д /. / /А /// ч 

Г — (\,п „' п J"\ (4.I0) 

Здесь ̂ к , - - - , ^ ~ ̂ елые числа! 

№±Ш-Щ&*,Щ. <4.ш 
в силу (4.8). 

Поскольку % f „ (г щ т 

-N(Aoc+ĉ =N(Ax) + N(c^ + aSc(ACxy)= 
. = D k ( a x * + 2 l x ^ + c ^ ) , 

мы имеем представление 
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/ // rrr 
% > ft» % 
q' « J" \ (4.12) 

k) бинарной формы 01)"= к Ф а - ( } . к ^ ^ Ы - й Л ^ к ) , D c - $!_ 
тернарной формой Д | . Кроме того, так как к - некритическое 
число, то сравнение AC=CA=0(iwocL К ̂  дает ввиду (4.9) 

it /// rrr ft I т rrr r iff fit n r i , ч 

эО и,ь 3 . Сопряженная пара u ^ U a однозначно восстанавливается 
во форме (0/,££,с) , паре Q-f;$x Ж представлению (4.12) в силу 
формул (4,10), ~Dk (1 + Ь 4) = А С и L M A = - A L g , . Поэтому 
общее число таких пар не превосходит числа представлений (4.12) 
с условием (4.13), когда (СЦ2.1>,с) пробегает все положительные 
примитивные формы определителя т, с условием (4.8), а £Ь и 

с^ь- целые числа с условием (4. II). 
4°. Зафиксируем форму (а,Я£,с) . Согласно [б], замечание 3 

гл.У, число представлений (4.12) с условием (4.13) при заданных 
^ и fla будет 

^ ^.^^e-tY)^-b.0.5.(^kj 
Здесь о - наибольший квадратный делитель числа £ = 
=н.о.д. (T5a--^fk,'35^-^^k,Dc-^J ,k ) . Так какЭ и к 
взаимно простые, а форма (а, 2,£, о) примитивная, то н.о.д. (£ )к)=1. 
и значит н.о.д. (£,к)=4. Далее, к^б2, | d « t V = 

= D c a i =cj* а*- к ( j w o d e ) . Поэтому tfD^hv .значит 
S [l> WI> . Ннконец, 

H.o.s.(i^£ )k) = 

=н.о.д. {№1-к(а^-2^^1-с^), к| = н.о.д.(т-,к) , 
т.к. J) и к взаиг.1но просты. 

Поэтому число сопряженных пар векторов, которым соответству­
ет форма (a, 1&, с ) , будет 
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lDa-jfk=^-J^kSDc-jJk=Of»u.iS'*). 
Займемся оценкой внутренней суммы. Прежде всего, ввиду усло­

вия н.о.д. ($., к) = 1 система сравнений 
k ^ e T D a , . к № = Ш , k ^ = T ) c (mo^S*) 

имеет не болееТ5-Т(_5 ) решений (так как из условий о^МвАС-с 
и н . о . д . / а Д с ) = 1 следует, что н.о.д. feu,с,о")= 1 ) . Позему 
после применения в (4.14) леммы 3.20 coi=-^- к сумме по Qz в 
случае 0 < т / ^ и леммы 3.19 в случае S' ^ шл^получаем с учетом 
того, чтоХ>|4с(.Д3 г. I— ч 

wf1 

U 

поскольку здесь (Як-^а,) +Н-ка.-(ртг-кса^\^Цтк^а-ко^\ 
с8Dm?" и H . o . j . ^ m - k c ^ J i k ^ a ^ ka) j Н.ад,(к,т)- а ; 

S[l>m, 
?>mf ̂  | ^ Ш nPMa>kJ Л 

(4.16) 

/ ^ v -^o k/S ПРИ a<4 \\lm приа<к) 
при fl^ к) 
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Поэтому (4.14) 

4°. Далее, согласно [б], замечание 2 гл.У, число приведеных 
форм fcL^ZbfC") определителя (ri/ при заданном Я/ 

4#q.<l(a) • Н.О.Д. (m,,A)j (4.18) 
где А - наибольший квадратный делитель CU . Поэтому общее число 
сопряженных пар ([_, [Лсогласно (4.17) и (4.18) 

^ 

Л (4.19) 

UcKk К«<Ц>/р, 

Сумма по (L < к 

*t7.Ef(^.s.v^4|?^«)^Vf< 
m i^nF« 

Вторая сумма по лемме 3.19 

Sim/ 4«rtSW4-»v 

« « * * 
(4.20) 

я-Ю trisy / - 1 Л^1 (4.21) 

Из (4.19), (4.20) и (4.21) следует оценка (4.2). 
Предложение 4.3 доказано. 
3. Доказательство теотемн I.I. На протяжении всего доказа­

тельства постоянные 2ti положительны и зависят только от &/, ес­
ли не оговорено противное. 

1°. Возьмем проетое число й о уславияш 
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в безусловном варианте теоремы (см.формулировку) число Ц( уже 
задано, а в условном варианте существование такого ^ следует 
из леммн 3.22; последнее условие в (4.22) удовлетворяется за счет 
выбора подходящих иг0 и т ^ . 

Ввиду условия (1.4) согласно предложению 2.8 
г (Spn, |, иг) > *,, й/ (cUt). 

По предложению 4.2 отсюда следует, что для некоторого четного 

Поэтому в алгебре СХ/ найдется 
( г = й ( | , HUj, )>X | l-c^-k((iw) (4.23) 

примитивных векторов Li нормы Aiu(J' •• 
2°. Определим целое число К. условием 

• ^ - ^ Ч ^ к < ^ . (4.24) 
Так как Ш/ достаточно велико, ввиду (4.22) можно считать, что 
о^с < т^ч . тогда к - Я с }{ ; поэтому в силу (4.22) найдет­
ся, число <v€. 7L , для которого 

Х ^ + Лто = 4 Г ^ к ~ а С , Ц.\ПУ. (4.25) 
3°. Рассмотрим ^ -круговой конус Л с той же Л-осью и 

вершиной, что и А , но о вдвое меньшим тР-радиусом. Его те­
лесный ж-угол равен Д =-А- . Пространство $^ можно так за­
полнить конусами Г},..., Hj. , | -конгруэнтными Д , что их об­
щее число "t * Se-ц 1/х , и для любого набора Г\ ,,«••>Ц • из j 
конусов ^ -угол их объединения %-ХА X (это можно сделать, 
размещая оси конусов по параллелям в геофизической системе коор­
динат). Пусть Mj,- вектор, направленный по оси Гц 1=4,. . .,"fc' 
. Пусть Li =/0,1)- примитивный (moda) вектор, N(LJ=uni(mo£fa); 
Jrf4r-)'JU/>'^=='^(/f,^]m) ̂ ^ ' ~ вектоРа» представляющие все прими­
тивные • решения сравнения N (L)=Д nt(m.oci Л 
• • 4 . Рассмотрим набор примитивных кватернионов Ъ ... $л нормы О,, 
где -6=£ztU/, и вида, ,,s ' ^ 

s.-s^- . - . -s ' 
I/ b 
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с условиями: Nl CŜ  |) — • • >==N (Sj^) = fy^ K -и для. каждой тройки 
индексов Ь,Ц?> • "1 4 1 4 ^ , 4 4.oi-4"t, "1 4 ^ ̂  Ч найдется 
такой индекс J'=J('')oi>^')J ^ j 4"tU/, что если вектор|_,е Г^ 
и LsL^moolo^To 

'(Sf.,s(:')L(sf,.,s(:,)-1
eA, (4Л) 

Покажем, что для некоторого 7L=Z.(<L}k,Q\ число V таких ква­
тернионов S't будет 

>ae 6№pJ-^( Ct)^|^. (4.27) 
Введем обозначения: пусть для каждого вектора М 

Л«{ХеСС|ХМХ~'еЛ'},. 
м 

а для каждой пары примитивных векторов L^, и; с условием 
N(L,>N(Lj)=Am,(rn*l?) 
Ж^^Х-целый |Х1̂ ЦХ, m^madiA . 

Из условия на м и леммы 3.18 следует, что для.любого набора I 
различных индексов 4 <$ V,,..., i-: -̂ ~Ь множество J ^ Tt ̂  -представ­
ляет собой четырехмерный конус с телесным(х^+Д|\-углом^36,}А, 
состоящий из j4"fc выпуклых конусов. Кроме того, еслиХе-УХ-М-, 
то Х Г \ Х ~ о А • По лемме 3.17 множество состоит из 

Докажем теперь оценку (4.27). Кватернионы Si, строим заТи, 
шагов. На первом шаге рассмотрим все примитивные кватернионы S 
нормы Cb^z с условием $ 'e.U. " П ^ - .По леммам 3.12 и 
3.13 число таких кватернионов ^ ^•'Х.Л A Q, , если толькоZ 
достаточно велико. Каждому S можно поставить в соответствие 
по крайней мере одну пару индексов (oi.<, JS,,) с условием 

. На следующем шаге по каждому такому о подберем кватер­
нион S нормы а с условиями 
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По леммам 3.12 и 3.13 число таких S }Х&(&и-1)ц(У . Даждой 
nape(S , р ) соответствует*пара (^п, Р а ) с условием 
S * elf6sWM^S(l) П ^ L ^ L , ^ .-" ̂  третьем шаге ш по 
каждой паре строим s X8("bit-a)-^- q. z кватернионов S^ ' 
нормы О * 2 с условиями ' 

sMsws>(̂ )t ft$ 0^ м # у Г
л "Q 

Повторяя эти рассуждения, мы через ЪИ шагов получим не менее 

(v4fKv4f>-№-kf) 
примитивных кватернионов oi со свойством (4.26), причем каж­
дые два из них отличаются по крайней мере одним множителем S J'• 
Учитывая леммы 3.10 и 3.21, получаем, что общее число таких ква­
тернионов 

откуда прямо следует (4.27). . 
Напомним, что -5 = 2-Z (с(,Л ,<j)-ta="i(ci ,А,а) . 
5°. Покажем (п.5°~7°), что при подходящем выборе ht0 и YYlcy 

из условий теоремы будет следовать, что для некоторого f e . Z , 
С 4 С^^ - k — i>~C в алгебре 01/ найдется 
"> 3& • £Хр£-&^Ц -т-) • Q, h, ̂ ( u ) примитивных векторов Li i 
нормы А их л Яс с условием 

^ + L i / = A l - S 5 l ) S e J S n . . . , S ^ A l H 6Ь-целые (4.28) 
кватернионы . N (б ;,) = О,1 • 

Доказательство будем вести от противного. Зафиксируем целое 
число 
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- J - - r • '"" " " ' (4.29) 

рассмотрим набор индексов It, . . . f I , где 

к , = ,k—Ь&С I тшс ч т о T- ^ k-i> - С . Из (4.24) следу-
что1 Т о J 

И 
ет, что 

Пусть (УК - класс подобных справа ( ы о а О, ) примитивных ква­
тернионов. Обозначим через CYGt") число тех<1^пГ/.,...)<гСкЛ , для которых класс подобия /m-оа а V-T) справа, содержащий £_ , 
содержит кватернион вида $•& . где S ^ S ^ . ..,S^}NC5) = ( f t . 

Для каждого примитивного вектора L нормы Дига^обозначим 
через Go класс подобия (utoct Q, ) справа, содержащий кватер­
нион c^.ci, + b • Тогда <̂  (fa Л равно числу техТел^...,^ Д 
для которых выполняется (4.28). ^ 

Мы предположили, что утверждение п.5° не имеет места, т.е. 
что число примитивных векторов L нормы Дглй/ с условием-
(4.28) будет 

<-jrtt-, Г Д Е \>=2 ж40- г к р ( - Я ^ у У (з.з2) 
Тогда среди векторов u 'j,, I =Н . .., И/ имеется 

п/ > -$Г * (4'33) 
векторов L с условием 0 (^ц) -^ Z 1 • Действительно, 
подсчитывая число пар индексов с условием (4.28) в матрице 

a : 'i Л\ л 41^п< по с т Р о к а м и по столбцам и учитывая (4.32) 
чттвчтояонтго - и / тт и определение ~п/ , получаем 

(b-d)\^< ^-\^ 
откуда следует (4.33). ^ 

6°. Пусть (л - класс подобных (YYIOCLCL J справа примитивных 
ftrvod а,**) кватернионов с условием Q(Gt) <b k^ 'IAT/J - число 
таких классов в алгебре 01/ . Докажем для /Цп оценку сверху 
(см.(4.36)). . 

•В силу лемм 3.12 и 3.13 и условия (4.29) число классов по-
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добных справа fm-od о/1") примитивных кватернионов, содержащих 
кватернион $«6 нормы N(S6) = Cp' для HeKOToporoSejS,,,...^], 

если только t ^*С0 . Тог̂ да по лемме 3.9 число остальных классов 
подобных справа (nvod о,1) примитивных кватернионов 

< 0-Ж)0+-£-)ч?. (4.34) 
Точно также, если 01 - фиксированный класс подобных справа 
{»vod cF ) примитивных кватернионов, t ^ 3 , то по лемме 
3.14 число классов подобных справа {mod c^F) примитивных кватер­
нионов, лежащих в ty и содержащих кв_атернион< S 8 , 

если только *%—% ^^0 i по лемме 3.9 число остальных 
классов, лежащих в (Я/ , 

< (^-^)^L ' . (4.35) 
Ц г с ^ , % ' < - ~ < ' ? | < ' k ! = k ^ S ( f ) - все индексы из ш о -

жества 1%л ... , l* i t для которых класс подобия шла. а. ^>ть1) 
справа, содержащий Ц , не,содержит кватерниона вида S B , где 
Se(S^,...,S^V , N(8)=fy l • Последовательно применяя оценки 
(4.34), (4.35) и лемму 3.9, получим, что число классов uv , со­
ответствующих фиксированному набору Т- , будет 

ь 

=04)0-i)k4K. 
Отсюда по определению ЛАЗ^'И С учетом леммы 3.21 (считая, что 
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_ с „к.э.5 ; 0 -S) 
\ к 

Положив <с Зе, = ае , т.е.Ь = £ , получим 

где JJ-^y Q - абсолютная постоянная; учитывая (4.31), получаем 

^Y%^M>^[h^^]^ П> °- <4-36> 
7°. Рассмотрим те ft ^-я^У^^а h (dfti) векторов L , 

для которых 9 ( ^ | L ) **• 'cL̂ 'f ' ПУСТЬ /W'~ число различных 
классов (5f, , соответствующих этим векторам. Тогда, очевидно, 

ЛЯ 4 ^- (4-37> 
С другой стороны, согласно неравенству Зигеля к(-пъ)>С(£")>1П* 
(см., например, [з], § 21) имеем- п! > э е ^ с Ц Е ) а с и г ^ ~ £ , 
и по предложению 4.3, учитывая (-4.24) и (4.25), получаем 

^ r > ^ g ( d ) £ 4 ) - ^ m :
£ . (4.38) 

Если взять S < loaO, , то при \УЪ>ПЬС,[(1}К1 а О, J оценки 
(4.36), (4.37) и (4.38) несовместны. Полученное противоречие до­
казывает утверждение п.50,. если доказывается безусловный вариант 
теоремы I.I. 

Если же рассматривается условный вариант теореми, т.е. пред­
полагается справедливой гипотеза 1& fnv), то 

152 



и/ > х,6 $ Ь (сЦ > ж„ ^ >/Й ехР (- а ^ ^ Ё Ц (4.39) 
1ействительно, пусть e u u = ^ 
криминант (см. [з], § 5). Если 
Действительно, пусть аЖ = Т ) Х , где Т) - свувдаментальный дис-

-*> < **Р ( э Ц VXQ4-W 

то согласно формулам для числа классов нес§ундаментального дискри­
минанта (см., например, [VJ, пример 12 к гл.9) 

Pit vlBl Ч -йю̂ пг/' 
Если же 

то в силу справедливости ЖД(И1) функция L (z, f_i-Ai2k') J не имеет вещественных нулей в области \ И/ / 

и, как нетрудно показать разложением в эйлерово произведение, 
функции L(Z,( рс—•)) и Ljfz, ̂-pjj-)) имеют одни и те же ну­
ли. Поэтому ( ср. ГЗ], стр.140) |гГП}>Х ч/-Х> ' , и 

Из (4.40) и (4.41) следует (4.39). 
Применяя предложение 4.3 и учитывая (4.22), (4.24), (4.25) и 

(4.39), получаем 

где Jb? - абсолютная постоянная. С другой стороны, из (4.22) и 
(4.36) 

И при Ш> т 0 ( _ & } \ , <%) оценки (4.37),. (4.42) и (4.43) не-

153 



совместимы; поэтому утверадение п. 5° справедашво и в этом случае. 
8°. Каждому равенству (4.28) отвечает равенство 

ЕВе y i — У "1_Ел ~ Челый вектор нормы Атсу . Так как 
Б 1 И 1 = LL (Aj,S ) г О (rnool cj,c ) в силу условия C ^ ' U k - i H ? 

||И л 
а кватернион В^ (A;S)=Q,-t—Lj, примитивен ( p t o d c i ) , то по 
лемме 3.5 L-=o? 1̂,- , где L^ - целый вектор нормы А п ь „ 
Так как Lij, примитивен, N ( & L ) = ^ и ^ ^ Д №1> то[/' также 
примитивен. Если L,̂  =-L/j. • то примитивные кватернионы б^, и 
В; нормы а Т делят слева кватернион о (•£+ L [̂ ) с числовым 
делителем о, ; применяя лемму 3.10, выводим отсюда, что среди 
векторов U- имеется 

различных.Дак как Ъ^пь^ =-0, (Z+u-Л, N (А 
=^ar~b~l=.0 (mod a,c) , а кватернион AtS прим О -

имииивен вмес­
те с о.с<с+Цг=А|,5 б|, , то по лемме 3.4 B- tA- t=0 (mod съС ) , 
и значит каждому вектору |_,. соответствует целый кватернион 
' Ц г а С 6>L A t и равенство 

• * + Ь ' [ « 4 Ц $ , S G 5 b . . . , S y } . (4.44) 
Каждому вектору (_,; можно поставить в соответствие пару индексов 

id, В) с условием 

По определению кватерниона S найдется разложение 

для которого 

• > L g'b (4.45) 

Ввиду (4.43)^^=0^ «t LI^SJ^^ = «j^ j, L <,b~'̂ ' является це-
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ЗАМЕЧАНИЕ. Можно доказать, что в условиях теоремы I.I спра­
ведлива асимптотическая формула 

В доказательстве используются соображения работы Н.Н.Беловой и 
А.В.Малышева, Зап.науч.сем.ЛСШ, 1981, т.106, с. 17-51 (ср.также 
статью Н.Н.Беловой в настоящем сборнике). Основное отличие со­
стоит в том, что вместо правых делителей нормы Q, следует рас­
сматривать классы подобия [mod, (^справа. 

Большинство других результатов указанных статей также допус­
кает обобщение на случай произвольных положительных форм. В час­
тности, I) можно получать остаточные члены асимптотических фор­
мул в виде функций, зависящих от значения соответствующей L, -
функции в точке S = 1 2) исключается условие О, *\ а , что по­
зволяет ослабить условие й ^ ^ ^ д о С Ь ^ Я Д и получить тео­
рему 1.4 нашей работы (ср. [5] , гл.У, теорема 3 и следствие 2 
к ней). Вместе с тем найдены численные примеры, показывающие, 
что условие (а, Я Ant) = 4 требует серьезного исследования и не 
может быть просто отброшено. 
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