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ПРИЛОЖЕНИЕ: О ГРУППЕ K2(F)/f]L>1 LK2(F) 

© О. Т. Ижболдин 

Мы строим поле F, которое содержит первообразный корень степени р, такое 
что р-кручение в Km(F)/(~\l>llKm(F) не порождается р-кручением в F*. В 
доказательстве используется поле рациональных функций бесконечного произ­
ведения многообразий Севери-Брауэра, теорема Меркурьева-Суслина, теорема 
Суслина о кручении в K2(F) и теорема Кана. 

§1. Введение 

Обозначим через цт группу корней степени т. Для абелевой группы А 
обозначим ее m-кручение через Torsm А и ее кручение через Tors Л. 

Зафиксируем простое р. Везде ниже F является полем характеристики, 
отличной от р. В случае р = 2 мы предполагаем, что yf-l 6 F. Пусть СР< — 
первообразный корень степени рг и F, = F((pi), FM = (JF,-. Положим s(F) = 
sup{n : Fn = F]. 
1.1. Определение. Положим 

DKn (F) = f ) lKn (F), Dp Kn (F) = f | p{Kn (F), K*n (F) = Kn (F)/DKn (F). 

Зададим естественный вопрос: в каких случаях кручение в Kn{F) является 
„стандартным"? Другими словами, в каких случаях условие СР» G F* влечет 
Тотврп Kt

n(F) = {^}-Kt
n_1(F)1 

§4 статьи И. Фесенко содержит описание группы Km(F) = K^P(F) для 
многомерных локальных полей; и там показано, что для многомерных ло­
кальных полей с конечным полем вычетов кручение в K„(F) является стан­
дартным. 

Главная цель данного приложения — построить поле, у которого кручение 
в I<ti(F) не является стандартным. 

Мы докажем следующую теорему. 

Ключевые слова: теорема Меркурьева-Суслина, многообразия Севери-Брауэра, поле 
расщепления. 
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1.2. Теорема. Пусть р — простое число. Существует поле F характеристики, 
отличной от р, такое, что Ср 6 F и Torsp K\{F) ф {СР, F*}. 

Доказательство содержится в п. 3.4, а сейчас мы выведем несколько след­
ствий. 

Следствие 1. Пусть т ^ 2. Существует поле F, такое что С,р е F и 
T o r e p ^ ( F ) # { C P } ^ _ i ( F ) . 
Доказательство. Пусть F0 поле, поставляемое теоремой. Пусть и0 е 
Torsp K\(Fo) таков, что и0 $ {Cpi^*}- Положим F = F0(h,... ,tm_2) и 
и = и0 • {«ь. . . , t m _ 2 }. Тогда и е Torsp A'^(F) и u £ {СР} • A'^-il^)- Значит, 
Tor S p ^ (F) 7 £{Cp}^_ 1 (F ) . • 

Следствие 2. Для каждого т ^ 2 существует циклическое расширение L/F 
степени р с группой Галуа Gal(L/F) = {1,сг,.. . .о-?-1}, такое что последова­
тельность 

К*т{Ь) Ш> К*т(Ь) ^ KUF) 

не является точной. 
Доказательство. Предположим, что последовательность является точной для 
всех циклических расширений L/F. Рассуждения в [3, лемма 10.4] показы­
вают, что TorspA'^(F) = {Cp}Ktn-i(F) Д™ в с е х полей F, содержащих СР- Это 
противоречит следствию 1. • 

В следующем пункте мы рассмотрим понятия общего многообразия и 
поля расщепления. 

§2. Общие поля расщепления для элементов группы A'2(F)/pn 

2.1. Обозначим через /i, гомоморфизм 

1ц : K2{F) ->• Torsp, Br(F<), {a, b} *+ {a, b)(pi. 

В дальнейшем мы будем использовать 

Предложение. Ядро hi равно p4<2(F). 

Доказательство. Благодаря теореме Меркурьева-Суслина [3] инъективность 

KiW/p* ^ToTBpiBtiFi) 

эквивалентна инъективности H2(F,р®2) -—> ff2(F(/<p;),/«®,2). Последняя инъ­
ективность следует из теоремы Кана [2, т. 1(1)]. • 



224 О. Т. ИЖБОЛДИН 

Лемма. Пусть и е K2(F) и пусть j ^ г'^ 1. Тогда (hi(u))Fj = pj~ihj(u). Более 
того, если j^i^ s(F), то NFj/Fi(hj(u)) = Л,-(«). 

2.2. Определение. Пусть и б K2(F) и пусть п — положительное целое. Гово­
рят, что многообразие X является (и, п)-общим, если выполняются следую­
щие условия: 

(1) X — однородное многообразие; 
(2) для расширения полей E/F следующие условия эквивалентны: 
(а) иЕеР

пК2(Е), 
(б) многообразие ХЕ рационально. 

Замечание. Так как X — однородное многообразие, свойство ХЕ быть 
рациональным эквивалентно существованию рациональных точек на Е-
многообразии XF. 

Лемма. Пусть и е K2{F) — и пусть п — положительное целое. Тогда 
(1) Если X — (и,п)-общее, то uF(X) £pnK2(F(X)). 
(2) Если X — {и,п)-общее и L/F —расширение полей, то Х^ — (и^,п)-

общее. 
(3) Предположил!, что Х\ и Х2 — (и, п)-общие. Тогда расширение F(X\)/F 

стабильно эквивалентно расширению F(X2)/F. 

Доказательство. (1) XF^x) имеет рациональную точку, и, следовательно, 
условие (б) в определении выполняется для поля Е = F(X). Следователь­
но, условие (а) выполняется. 

(2) Очевидно. 
(3) Ввиду (1) и определений многообразия (X2)F(Xl) И (XI)F(X2) рацио­

нальны. Следовательно, расширения F(X\ x X2)/F{X\) и F(X\ x X2)/F{X\) 
чисто траисцендеитны. Значит, расширение F(Xi)/F стабильно эквивалентно 
расширению F(X2)/F. • 

2.3. Следующий пример доказывает существование (и, п)-общих многообра­
зий (напомним, что в случае р = 2 мы предполагаем, что л/^Т е F*; если 
р — 2 и >/—Т Ф F*, существование (и, п)-общих многообразий неизвестно). 

Пример. Пусть и G K2(F) и пусть А — центральная простая ^„-алгебра, такая 
что [А] — h(uFn) e Torsp» Br(F„). Пусть S — многообразие Севери-Брауэра 
алгебры А [3]. Тогда многообразие RFn/F(S) является (и, п)-общим. 

Доказательство. Пусть E/F — расширение полей. Так как Fn/F является 
расширением Галуа, существует изоморфизм F-алгебр Е ®F F„ ~ \[Еп- Из 
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свойств ограничения по Вейлю следует, что 

morF(Spec(£0, RF*/F{S)) = morfn(Spec(F ®F Fn),S) 

- morF„(USpec(E„),S) = UmorF.(Spec(£"„),5). 

Значит, многообразие (Rnn/F{S))E имеет рациональную точку тогда и только 
тогда, когда SFn имеет рациональную точку. Так как SFn является многообра­
зием Севери-Брауэра для ААЕп, многообразие SFn имеет рациональную точ­
ку тогда и только тогда, когда алгебра AFn расщепляется. Ввиду предложения 
2.1 это эквивалентно uF € pn/Y2(F). в 

Предложение 2.4. Пусть и € А'г(^) и пусть X является (и,п)-общим мно­
гообразием. Тогда группа Bv(F(X)/F) порождается элементом hr(u), где 
г = тш(н, s(F)). 

Доказательство. Пусть А — Fn-алгебра, соответствующая элементу hn(u) G 
Torspn Br(F„). Учитывая лемму в 2.2 и пример в 2.3, мы можем предполо­
жить, что X = RFn/F(S), где 5 — многообразие Севери-Брауэра алгебры А. 
Хорошо известно, что группа Br(F(X)/F) порождается NFn/F{[A]) [3]. Следо­
вательно, Br(F(X)/F) порождается NFn/F(hn(u)). Если п ^ s(F), мы получаем 
Fn = F, г = mm(n, s(F)) = n и 

NFn/F{hn{u)) = /»п(и) = Mu).-

Если n > s = s(F), то r = min(n,s) = s и NFn/F(hn(u)) — NFn/Fr(hn(u)) — 
hr(u). • 

Следствие 1. Пусть и £ I<2{F) и пусть X — (и, п)-общее многообразие. Тогда 
для каждого m ^ п ядро гомоморфизма I<2{F)/pm -» I\2{F (X)) / рт порожда­
ется рт~пи. 

Доказательство. Элемент рт~пи лежит в ядре. Согласно предыдудещему 
предложению, группа Br(Fm(X)/Fm) порождается hr{u), где г = min(n,s(Fm)). 
Так как га ̂  п, мы имеем г = п. Значит, hr(u) = hn(u) = hm(pn~mu). Так как 
hm инъективен, доказательство закончено. • 

Следствие 2. Пусть и е А'г(^) и пусть X — (и, п)-общее многообразие. Тогда 
для любого т, удовлетворяющего условию s(F) <^m^.n, ядро гомоморфизма 
I<2{F)/pm -» I<2(F(X))/pm порождается элементом и. 

Доказательство. Элемент и лежит в ядре. Так как s(F) ^ т ^ п, имеем г = га. 
Значит, hr(u) = hm(u). Так как hm инъективен, доказательство закончено. • 
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§3. О группе K3(F)/(\^ IK2{F) 

Вернемся к теореме 1.2. 

3.1. Лемма. Пусть А — абелева группа, для которой гомоморфизм 

А/рпА -> ртА/рп+тА, а •-> f4 

биективен для всех п,т. Тогда группа DP(A) = f)npnA является р-делимой и 
фактор-группа A/DV(A) не имеет нетривиального кручения. 

3.2. Лемма. Предположим, что s(F) — оо. Тогда 
(1) группа Dp (F) является р-делимой; 
(2) фактор-группа K2(F)/DPK2(F) не имеет нетривиального р-кручения; 
(3) для любого конечно порожденного расширения L/F гомоморфизм 

а : K2{F)/DPK2{F) -» K2{L)/DPK2{L) 

инъективен. 

Доказательство. (1), (2) вытекают из леммы 3.1 и следующего утверждения. 
Пусть Е — поле и £р» € Е. Тогда для любого т^п гомоморфизм 

К2(Е)/ртК2(Е) -> рп-тК2(Е)/рпК2{Е), й н» р^Ы 

является изоморфизмом. 
Для проверки утверждения пусть и £ К2{Е) таков, что рп~т делим на рп. 

Нам нужно показать, что и делится на рт. По предположению существует w e 
К2(Е) такой, что рп~ти = pnw. Следовательно, pn~m(u-pmw) = 0. Значит, и € 
Torsp„-m K2(E)+pmw. Так как Torspn-m К2(Е) = {Ск-т,Е*} = рт{(к,Е*} С 
ртК2{Е) (первое равенство — результат Суслина [4]), мы получаем, что и Е 
РтК2(Е). 

(3) Достаточно рассмотреть два случая: L = F(t) — чисто трансцендент­
ное расширение и L/F — конечное расширение. Случай L — F(t) очевиден 
(можно использовать специализацию). Если L/F — конечное расширение, 
то композиция 

K2(F)-^ K2(L) ^ ^ K2(F) 

совпадает с умножением на \L : F\. Следовательно, ядро а лежит в группе 
кручения группы K2(F)/DP(F). Остается напомнить, что K2(F)/DP(F) не 
имеет нетривиального кручения. • 
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Следствие. Пусть и £ K2(F) таков, что uFoo g DpK^F^), и пусть L/F — 
конечно-порожденное расширение. Тогда uiFas £ DPK2(LF00). 

3.3. Пусть Xit (i = 1,2,...) — бесконечный набор гладких F-многообразий. 
Обозначим через Х^п многообразие Х\ х ••• х Хп. Обозначим через Х^оо 
бесконечное произведение 

Y[Xi = X1x---xXi---
г 

Другими слвами, Х о̂о является индуктивным пределом многообразий 
Х^п (конечно, Х^оо не является многообразием, за исключением случая 
^dimXi < оо). 

Таким образом, ^(Х^оо) совпадает с пределом полей F(X^n). Через Х>п 
обозначим произведение 

Д Xi = Xn+1 х Хп+2 х • • • 

Тогда Х^оо = Х^п х Х>п. 

Предложение. Предположим, что s = s(F) ф оо. Пусть и е K2(F) таков, 
что и Fee £ DpK2(F0O). Тогда существует расширение полей E/F такое, что 
риЕ € DPK2(E) и иЕ i DPK2(E) + TOTSK2{E). 

Доказательство. Пусть X, — (ри, i)-общее многообразие (i ^ 1). Положим 
Е = F(X^oo). Определение X,- и лемма 2.2 показывают, что pup(Xi) £ 
p!/\2(F(X,)). Значит, рив € р'К2(Е) для всех г ^ 1. Следовательно, риЕ 6 
DPK2(E). Теперь мы проверим, что UE $L DpK2(E) +Tors K2(E). 

Предположим, что uE G DPK2(E) + TorsK2(E). Пусть uE = /« + 7 таков, 
что ц £ DPK2(E) и 7 6 TorsK2(E). Обозначим через г порядок элемента j . 
Ввиду [1] г взаимно-просто с char(F). Добавляя ко всем полям Сг, мы можем 
предположить, что Сг £ F*- Тогда элемент -у равен {Сг,^} для некоторого 
z £ Е*. Поэтому 7в(</7) = Kr,z}E(<yj) = 0. Следовательно, мв(</7) = Цщу^ £ 
DPK2{E(</F». 

Пусть п таково, что z £ F(X^n), и пусть К = F(X^„)(^/i). Тогда E(tfz) = 
F{X^„ x X>n)(<fz) = К(Х>п). Следовательно, е DpK2(K(x>n)). 

Ввиду следствия 3.2 получаем UKF^ £ DpK^KF^). Пусть m — произ­
вольный элемент, удовлетворяющий двум условиям: т ^ s(F) и икЕоо £ 
pmK2(KF00). Добавляя элемент Ср™ ко всем полям, мы можем предполо­
жить, что га = s(F) и ик £ ртК2(К). 

Имеем ик(х>п) £ DpK2{K{X>n)) с ртК2(К(Х>п)). Из ик $ ртК2{К) вы­
водим, что существует к такое, что ик(хп+1х--ххк) делится на рт. Однако 
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«лг(лгп+1х-хх*_,) не делится на рт. Положим К = К(Хп+1 х ••• х Xk-i) 
. Тогда uR £ pmI<2(K), uR{Xk) e pmK2(K(Xk)). Так как {Xk)R являет­
ся (ры^Д)-общим, следствия 1 и 2 в 2.4 показывают, что и^ делим на 
puR в группе 1<2{К)/рт. Следовательно, существует целое г, для которого 
(и - rpu)R е ртЛГ2(Л'). Так как 1 - гр обратим по модулю рт, получаем 
ик е PmKz(K)> противоречие. • 
3.4. Доказательство теоремы 1.2. Пусть поле F содержит элемент а € F* и 

(1 ) 1 SC 8(F) < <Х>, 
(2) а $ F*J, 
(3) а е F*m для всех целых m взаимно-простых с р. 
Построить такие поля нетрудно. Например, 

F = Q(Cp)(a0({ л/ж : га пробегает все целые взаимно простые с р}), а = х. 

Другой пример: G = QP(CP), а = 1 +р(1 - СР) (условие а £ F f̂ выполняется, 
так как F{tfa)/F неразветвлено и Fn/F вполне разветвлено для любого п). 

Теперь положим F = F(t), и пусть и — {a,t} e K2{F). Тогда и^ £ 
рК2(К00). В самом деле, в противном случае а = dt({a,t}) e F££, что не­
возможно. Таким образом, все условия предложения 3.3 выполняются для 
поля F и элемента и. Пусть E/F — расширение полей, как в предложе­
нии 3.3. Тогда pus б DPK2(E). Следовательно, pus €. тК2(Е) для всех 
га, являющихся степенями р. Если т не делится на р, получаем UE = 
{a,t} 6 {F*m,t} С тК2{Е). Следовательно, рив € тК2(Е) для всех га. Значит, 
PUE € DK2{E) и, следовательно, ив € Torsp К2(Е). Предположим, что в груп­
пе КЦЕ) выполнялось бы и — {(,v,z). Тогда в группе 1<2{Е) мы бы имели 
и е {Cp,z} + DK2(E) с TOTSK2(E) + DPI<2{E), что противоречит условиям на 
Е в предложении 3.3. • 
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