
×ÅÁÛØÅÂÑÊÈÉ ÑÁÎ�ÍÈÊÒîì 11 Âûïóñê 1 (2010)Òðóäû VII Ìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèèÀëãåáðà è òåîðèÿ ÷èñåë: ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû è ïðèëîæåíèÿ,ïîñâÿùåííîé ïàìÿòè ïðî�åññîðà Àíàòîëèÿ Àëåêñååâè÷à Êàðàöóáû������������������������ÀÄÓÈ�ÎÂÀÍÍÛÅ ÊÎËÜÖÀ ×ÀÑÒÍÛÕÏÎËÓÏÅ�ÂÈ×ÍÛÕ ��ÀÄÓÈ�ÎÂÀÍÍÛÕ ÊÎËÅÖ1È. Í. Áàëàáà, Â. À. Å�ðåìîâ (Òóëà)ÀííîòàöèÿÂ ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ãðàäóèðîâàííûå êîëüöà ÷àñòíûõ ïîëóïåð-âè÷íûõ ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö, èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ãðàäóèðîâàííîãî ðàñ-øèðåííîãî öåíòðîèäà.Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ îòìå÷àåòñÿ çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ê àëãåáðàè÷å-ñêèì îáúåêòàì, ñíàáæåííûì ãðàäóèðîâêîé, â ÷àñòíîñòè, ê ïåðâè÷íûì è ïîëó-ïåðâè÷íûì ãðàäóèðîâàííûì êîëüöàì è ñóïåðàëãåáðàì. Â ñâÿçè ñ ýòèì çíà÷è-òåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èçó÷åíèå êîëåö ÷àñòíûõ ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö.Ïðè èçó÷åíèè êîëåö ÷àñòíûõ ãðàäóèðîâàííûõ êîëåö åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòüêîëüöà, íàñëåäóþùèå ãðàäóèðîâêó èñõîäíîãî êîëüöà è îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè,õàðàêòåðíûìè äëÿ êîëåö ÷àñòíûõ.Èñïîëüçóÿ êîíñòðóêöèþ Óòóìè, Äæåñïåðñ è Âàóòåðñ [10℄ îïðåäåëèëè ãðàäó-èðîâàííûå àíàëîãè ìàêñèìàëüíîãî, ìàðòèíäåéëîâñêèõ è ñèììåòðè÷åñêîãî êî-ëåö ÷àñòíûõ; óñòàíîâèëè ñâÿçü ìåæäó ýòèìè êîëüöàìè è èõ íåãðàäóèðîâàííû-ìè àíàëîãàìè. Äðóãîé ïîäõîä ê îïðåäåëåíèþ ìàêñèìàëüíîãî ãðàäóèðîâàííîãîêîëüöà ÷àñòíûõ ìîæíî íàéòè â ìîíîãðà�èè Íàñòàñåñêó è Îéñòàéíà [14℄, òàìæå áûë îïðåäåëåí ãðàäóèðîâàííûé àíàëîã êëàññè÷åñêîãî êîëüöà ÷àñòíûõ.Ñâîéñòâà ìàêñèìàëüíîãî ãðàäóèðîâàííîãî êîëüöà ÷àñòíûõ èçó÷àëèñü îäíèìèç àâòîðîâ ïðè óñëîâèè ïîëóïåðâè÷íîñòè èñõîäíîãî êîëüöà. Â [4℄ ðàññìàòðè-âàëîñü ìàêñèìàëüíîå ñóïåðêîëüöî ÷àñòíûõ è èññëåäîâàëèñü ñâîéñòâà åãî ñó-ïåðöåíòðà äëÿ ïîëóïåðâè÷íîãî ñóïåðêîëüöà. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîé ðàáîòå ïîäðàñøèðåííûì öåíòðîèäîì ïîíèìàëñÿ ñóïåðöåíòð ìàêñèìàëüíîãî ñóïåðêîëüöà÷àñòíûõ, â îòëè÷èå îò ðàáîòû [9℄, â êîòîðîé äàííîìó ïîíÿòèþ ïðåäàâàëñÿ îáû÷-íûé ñìûñë.Âñþäó äàëåå: G � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ñ åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì e, âñåðàññìàòðèâàåìûå êîëüöà � àññîöèàòèâíûå G-ãðàäóèðîâàííûå ñ åäèíèöåé 1.1�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ, ãðàíò N 08-01-00790-a



��ÀÄÓÈ�ÎÂÀÍÍÛÅ ÊÎËÜÖÀ ×ÀÑÒÍÛÕ ÏÎËÓÏÅ�ÂÈ×ÍÛÕ ... 21Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.Äëÿ ãðàäóèðîâàííîãî êîëüöà A =
⊕

g∈GAg ÷åðåç h(A) îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæå-ñòâî îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ ⋃g∈GAg, à íåíóëåâîé ýëåìåíò a ∈ Ag íàçûâàåòñÿîäíîðîäíûì ýëåìåíòîì ñòåïåíè g (ïèøóò deg a = g).Èäåàë I êîëüöà A íàçûâàåòñÿ ãðàäóèðîâàííûì (èëè îäíîðîäíûì), åñëè I =⊕
g∈G(I ∩ Ag). Äëÿ ëþáîãî (ëåâîãî, ïðàâîãî èëè äâóñòîðîííåãî) èäåàëà I â A,âñþäó äàëåå Igr � íàèáîëüøèé ãðàäóèðîâàííûé èäåàë, ñîäåðæàùèéñÿ â I.�ðàäóèðîâàííûé èäåàë P ãðàäóèðîâàííîãî êîëüöà A íàçûâàåòñÿ gr-ïåðâè÷-íûì, åñëè äëÿ ëþáûõ ãðàäóèðîâàííûõ èäåàëîâ I, J êîëüöà A èç âêëþ÷åíèÿ

IJ ⊆ P ñëåäóåò, ÷òî ëèáî I ⊆ P , ëèáî J ⊆ P . ßñíî, ÷òî ãðàäóèðîâàííûé èäåàë
P ÿâëÿåòñÿ gr-ïåðâè÷íûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ îäíîðîäíûõýëåìåíòîâ a, b ∈ A èç âêëþ÷åíèÿ aAb ⊆ P ñëåäóåò, ÷òî ëèáî a ∈ P , ëèáî b ∈ P .�ðàäóèðîâàííîå êîëüöî A íàçûâàåòñÿ gr-ïåðâè÷íûì, åñëè 0 ÿâëÿåòñÿ gr-ïåðâè÷íûì èäåàëîì, è gr-ïîëóïåðâè÷íûì, åñëè ïåðåñå÷åíèå âñåõ åãî gr-ïåðâè-÷íûõ èäåàëîâ ðàâíî íóëþ (ñì., íàïðèìåð, [14℄).Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âñÿêîå gr-ïåðâè÷íîå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ gr-ïîëóïåðâè÷-íûì, à âñÿêîå ïåðâè÷íîå (ïîëóïåðâè÷íî) ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ gr-ïåðâè÷íûì (ñîîòâåòñòâåííî, gr-ïîëóïåðâè÷íûì).Â òî æå âðåìÿ gr-ïîëóïåðâè÷íîå (äàæå gr-ïðîñòîå) êîëüöî ìîæåò íå áûòüïîëóïåðâè÷íûì.Äåéñòâèòåëüíî, â òåîðèè ãðóïïîâûõ êîëåö èçâåñòíî, ÷òî:1) ïåðâè÷íîñòü ãðóïïîâîãî êîëüöà AG ðàâíîñèëüíà ïåðâè÷íîñòè êîëüöà A èîòñóòñòâèþ â G êîíå÷íûõ íîðìàëüíûõ äåëèòåëåé [2, òåîðåìà 21℄;2) ãðóïïîâîå êîëüöî AG ïîëóïåðâè÷íî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîëü-öî A ïîëóïåðâè÷íî è ïîðÿäêè íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G íå ÿâëÿþòñÿäåëèòåëÿìè íóëÿ â A (ñì. [5, òåîðåìà 13.2℄).Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïîâîå êîëüöî kG, ãäå k � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p 6= 0ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííûì òåëîì, à ñëåäîâàòåëüíî, gr-ïðîñòûì êîëüöîì, íî ïðèîïðåäåëåííîì âûáîðå ãðóïïû G íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóïåðâè÷íûì.Â òî æå âðåìÿ äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ãðóïï äàííûå ïîíÿòèÿ ñîâïàäàþò. Â÷àñòíîñòè, åñëè G óïîðÿäî÷èâàåìàÿ ãðóïïà, ò.å. íà íåé ìîæíî îïðåäåëèòü ëè-íåéíûé ïîðÿäîê 6, óñòîé÷èâûé îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, òî âñÿêîå gr-ïîëóïåð-âè÷íîå êîëüöî ÿâëÿåòñÿ è ïîëóïåðâè÷íûì [1, ïðåäëîæåíèå 4℄.�ðàäóèðîâàííûé ïðàâûé èäåàë I êîëüöà A íàçûâàåòñÿ gr-ïëîòíûì, åñëè äëÿëþáûõ îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ a1, a2 ∈ h(A), a1 6= 0, íàéäåòñÿ òàêîé îäíîðîäíûéýëåìåíò a ∈ h(A), äëÿ êîòîðîãî a1a 6= 0 è a2a ∈ I.ßñíî, ÷òî åñëè ãðàäóèðîâàííûé ïðàâûé èäåàë I ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì, òî îíÿâëÿåòñÿ è gr-ïëîòíûì. Âåðíî è îáðàòíîå, ãðàäóèðîâàííûé gr-ïëîòíûì ïðàâûéèäåàë ãðàäóèðîâàííîãî êîëüöà ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì (ñì.[1, 10℄).Åñëè S � ïîäìíîæåñòâî, à I � ïðàâûé ãðàäóèðîâàííûé èäåàë êîëüöà A,òî îáîçíà÷èì ÷åðåç (I : S)A = {a ∈ A | Sa ⊆ I}. Ïîä ïðàâûì àííóëÿòîðîì
rA(S) ( èëè ïðîñòî r(S)) ìíîæåñòâà S ïîíèìàþò ìíîæåñòâî {a ∈ A | Sa = 0}.



22 È. Í. ÁÀËÀÁÀ, Â. À. ÅÔ�ÅÌÎÂÀíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ è ëåâûé àííóëÿòîð
l(S) = {a ∈ A | aS = 0}.Çàìåòèì, ÷òî åñëè S ñîñòîèò èç îäíîðîäíûõ ýëåìåíòîâ, ò.å. S ⊆ h(A), òîàííóëÿòîðû r(S) è l(S) ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ëåâûì è ïðàâûì ãðàäóèðîâàí-íûìè èäåàëàìè êîëüöà A, à ïðàâûé èäåàë (I : S)A ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííûì.Â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ ãðàäóèðîâàííîãî ïëîòíîãî ïðàâîãî èäåàëà ìîæíîðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî.Ïðåäëîæåíèå 1 ([10℄). Ïóñòü J � ãðàäóèðîâàííûé ïðàâûé èäåàë ãðàäóè-ðîâàííîãî êîëüöà A. Òîãäà J ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì èäåàëîì â òîì è òîëüêî òîìñëó÷àå, åñëè lA(J : a) = 0 äëÿ âñåõ a ∈ h(A).Îáîçíà÷èì ÷åðåç Dgr(A) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ ãðàäóèðîâàííûõ ïëîòíûõ ïðà-âûõ èäåàëîâ êîëüöà A. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî Dgr(A) ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííîéòîïîëîãèåé â êîëüöå A, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ãðàäóèðîâàííîé òîïîëîãèåé Ëàì-áåêà ([14, ñ.137℄). �ðàäóèðîâàííîå êîëüöî ÷àñòíûõ, ñîîòâåòñòâóþùåå òîïîëîãèè

Dgr(A), íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì (ïîëíûì) ãðàäóèðîâàííûì ïðàâûì êîëüöîì÷àñòíûõ ãðàäóèðîâàííîãî êîëüöà A è îáîçíà÷àåòñÿ Qgr(A).Òàê êàê tDgr(A)(A) = 0, òî
Qgr(A) = lim−−−−−−−→

I∈Dgr(A)

HOMA(I, A)è êîëüöî A ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííûì ïîäêîëüöîì ãðàäóèðîâàííîãîêîëüöà Qgr(A).Ìàêñèìàëüíîå ãðàäóèðîâàííîå ïðàâîå êîëüöî ÷àñòíûõ ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðî-âàííûì àíàëîãîì ìàêñèìàëüíîãî (ïîëíîãî) ïðàâîãî êîëüöà ÷àñòíûõ êîëüöà A
Q(A) = lim−−−−−→

I∈D(A)

HomA(I, A),(çäåñü D(A)� òîïîëîãèÿ âñåõ ïëîòíûõ ïðàâûõ èäåàëîâ êîëüöà A), êîíñòðóêöèþêîòîðîãî, âïåðâûå ââåäåííóþ Óòóìè, ìîæíî íàéòè â ìîíîãðà�èÿõ [3, 7℄.Ìàêñèìàëüíîå ãðàäóèðîâàííîå ïðàâîå êîëüöî ÷àñòíûõ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè,õàðàêòåðíûìè äëÿ êîëåö ÷àñòíûõ.Ïðåäëîæåíèå 2 ([10℄, ïðåäëîæåíèå 1.4). Ìàêñèìàëüíîå ãðàäóèðîâàííîåïðàâîå êîëüöî ÷àñòíûõ Qgr(A) ãðàäóèðîâàííîãî êîëüöà A îáëàäàåò ñëåäóþùèìèñâîéñòâàìè:1) A ãðàäóèðîâàííîå ïîäêîëüöî êîëüöà Qgr(A);2) äëÿ êàæäîãî q ∈ Qgr(A) ñóùåñòâóåò I ∈ Dgr(A) òàêîé, ÷òî qI ⊆ A;3) åñëè q ∈ Qgr(A) è qI = 0 äëÿ íåêîòîðîãî I ∈ Dgr(A), òî q = 0;4) åñëè I ∈ Dgr(A) è f ∈ HOM(IA, AA), òî ñóùåñòâóåò q ∈ Qgr(A) òàêîé,÷òî f(x) = qx äëÿ âñåõ x ∈ I.Ñâîéñòâà 1) � 4) õàðàêòåðèçóþò ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî Qgr(A) ñ òî÷íî-ñòüþ äî èçîìîð�èçìà.



��ÀÄÓÈ�ÎÂÀÍÍÛÅ ÊÎËÜÖÀ ×ÀÑÒÍÛÕ ÏÎËÓÏÅ�ÂÈ×ÍÛÕ ... 23Ñëåäñòâèå 1 ([10℄, ïðåäëîæåíèå 1.6). Ïóñòü A � ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî.Òîãäà
Qgr(A) =

⊕
σ∈GQ

gr(A)σ =
⊕

σ∈G{x ∈ Q(A) | ñóùåñòâóåò I ∈ Dgr(A)òàêîé, ÷òî xIt ⊆ Aσt äëÿ âñåõ t ∈ G}.Ïðåäëîæåíèå 3 ([10℄, ïðåäëîæåíèå 1.9). Ïóñòü A è B � ãðàäóèðîâàííûåêîëüöà, ïðè÷åì A ⊆ B ⊆ Qgr(A). Òîãäà Qgr(A) = Qgr(B).Ñëåäñòâèå 2. Åñëè A � ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî, òî
Qgr(Qgr(A)) = Qgr(A).�ðàäóèðîâàííûé ïðàâûé èäåàë J ãðàäóèðîâàííîãî êîëüöà A íàçûâàåòñÿ gr-ñóùåñòâåííûì, åñëè J∩K 6= 0 äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî ãðàäóèðîâàííîãî ïðàâîãîèäåàëà K êîëüöà A. Èç [14, ëåììà I.2.8℄ ñëåäóåò, ÷òî ãðàäóèðîâàííûé ïðàâûéèäåàë ÿâëÿåòñÿ gr-ñóùåñòâåííûì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà îí ÿâëÿåòñÿñóùåñòâåííûì ïðàâûì èäåàëîì.Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî êàæäûé ïëîòíûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà ÿâëÿåòñÿ ñó-ùåñòâåííûì ïðàâûì èäåàëîì (ñì., íàïðèìåð, [7, çàìå÷àíèå 2.1.3℄).Ëåììà 1. Ïóñòü A � gr-ïîëóïåðâè÷íîå êîëüöî è I � ãðàäóèðîâàííûé èäåàëêîëüöà A. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:1) l(I) = 0;2) I � ïëîòíûé ïðàâûé èäåàë;3) I � ñóùåñòâåííûé ïðàâûé èäåàë.Äîêàçàòåëüñòâî. �àâíîñèëüíîñòü óñëîâèé 1) è 2) ñëåäóåò èç [3, ñ. 155,ñëåäñòâèå℄.Èìïëèêàöèÿ 2) =⇒ 3) õîðîøî èçâåñòíà.Äîêàæåì èìïëèêàöèþ 3) =⇒ 1). Ïóñòü I � ñóùåñòâåííûé ïðàâûé èäåàëêîëüöà A è aI = 0 äëÿ íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî a ∈ h(A). Òàê êàê I ∩ aA 6= 0,òî ñóùåñòâóåò îäíîðîäíûé ýëåìåíò b ∈ h(A), òàêîé ÷òî 0 6= ab ∈ I. Òîãäà

abAab ⊆ aI = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò gr-ïîëóïåðâè÷íîñòè êîëüöà A. 2Ëåììà 2. Ïóñòü I � ãðàäóèðîâàííûé èäåàë gr-ïîëóïåðâè÷íîãî êîëüöà A.Òîãäà:1) l(I) = r(I);2) l(I) ∩ I = 0;3) I + l(I) � ïëîòíûé ïðàâûé èäåàë.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 1). Ïóñòü a ∈ l(I) � íåíóëåâîéîäíîðîäíûé ýëåìåíò, íå ïðèíàäëåæàùèé r(I), òîãäà ñóùåñòâóåò b ∈ h(I), äëÿêîòîðîãî ba 6= 0. Íî ïîñêîëüêó baAba ⊆ baI = 0, ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ gr-ïîëóïåðâè÷íîñòüþ êîëüöà A. Ñëåäîâàòåëüíî, l(I) ⊆ r(I). Îáðàòíîå âêëþ÷åíèåäîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.



24 È. Í. ÁÀËÀÁÀ, Â. À. ÅÔ�ÅÌÎÂÄîêàæåì óòâåðæäåíèå 2). Ïóñòü l(I) ∩ I 6= 0, è a � íåíóëåâîé îäíîðîäíûéýëåìåíò, ïðèíàäëåæàùèé l(I) ∩ I. Òîãäà aAa ⊆ aI = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò gr-ïîëóïåðâè÷íîñòè êîëüöà A.Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 3) çàìåòèì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå
l(I + l(I)) = l(I) ∩ l(l(I)) = 0.Îòêóäà â ñèëó ëåììû 1 ïîëó÷èì, ÷òî I + l(I) � ïëîòíûé ïðàâûé èäåàë. 2Òàêèì îáðàçîì, èç ëåìì 1�2 ñëåäóåò, ÷òî ãðàäóèðîâàííûé èäåàë gr-ïîëóïåð-âè÷íîãî êîëüöà ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì ïðàâûì èäåàëîì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,åñëè îí ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì ëåâûì èäåàëîì.Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü D � ãðàäóèðîâàííûé ïëîòíûé ïðàâûé èäåàë gr-ïîëóïåðâè÷íîãî êîëüöà A è B � òàêîå ãðàäóèðîâàííîå ïîäêîëüöî, ÷òî D ⊆ B ⊆

Qgr(A). Òîãäà B � gr-ïîëóïåðâè÷íîå êîëüöî.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü I � íåíóëåâîé ãðàäóèðîâàííûé íèëüïîòåíòíûéèäåàë êîëüöà B, è 0 6= q ∈ I. Èç ïðåäëîæåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî qJ ⊆ A äëÿíåêîòîðîãî èäåàëà J ∈ Dgr(A). Òîãäà 0 6= q(K ∩ J) ⊆ I ∩ A ÿâëÿåòñÿ íåíó-ëåâûì ãðàäóèðîâàííûì íèëüïîòåíòíûì ïðàâûì èäåàëîì êîëüöà A, ïîëó÷èëèïðîòèâîðå÷èå. 2Ëåììà 3. Ïóñòü A � gr-ïîëóïåðâè÷íîå êîëüöà è B � ãðàäóèðîâàííîå êîëü-öî, òàêîå ÷òî A ⊆ B ⊆ Qgr(A). Òîãäà:1) ïðàâûé ãðàäóèðîâàííûé èäåàë J êîëüöà B ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà J ∩ A � ãðàäóèðîâàííûé ïëîòíûé èäåàë êîëüöà A;2) ïðàâûé ãðàäóèðîâàííûé èäåàë J êîëüöà S ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì òîãäàè òîëüêî òîãäà êîãäà J ∩ A � ñóùåñòâåííûé ïðàâûé ãðàäóèðîâàííûé èäåàëêîëüöà A.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 1). Ïóñòü J ∈ Dgr(B) è a1 6=
0, a2 ∈ h(A). Òîãäà ñóùåñòâóåò b ∈ h(B), òàêîé, ÷òî a1b 6= 0 è a2b ∈ J . Èçïðåäëîæåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò I ∈ Dgr(A) òàêîé, ÷òî qI ⊆ A, îòêóäàïîëó÷èì, ÷òî I ⊆ (A : b)A ∈ Dgr(A), ñëåäîâàòåëüíî, a1ba′ 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî
a′ ∈ (A : b)A. Òàê êàê a2ba′ ∈ J ∩ A, òî J ∩A ∈ Dgr(A).Îáðàòíî, ïóñòü J ∩ A ∈ Dgr(A) äëÿ íåêîòîðîãî ãðàäóèðîâàííîãî ïðàâîãîèäåàëà J êîëüöà B, è ïóñòü b1 6= 0, b2 ∈ h(B). Òàê êàê (A : b1)A ∩ (A : b2)A ∈
Dgr(A), òî b1a

′ 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî a′ ∈ h((A : b1)A ∩ (A : b2)A). Ïîñêîëüêó
b1a

′, b2a
′ ∈ A, è J ∩ A ∈ Dgr(A), òî (J ∩ A : b2a

′) ∈ Dgr(A), è, ñëåäîâàòåëüíî,
b1a

′a′′ 6= 0 äëÿ íåêîòîðîãî a′′ ∈ h(J∩A : b2a
′). Òàêèì îáðàçîì, b1a′a′′ ∈ J∩A ⊆ J ,è J ∈ Dgr(B).Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 2). Ïóñòü J � ñóùåñòâåííûé ïðàâûé ãðàäóèðîâàí-íûé èäåàë êîëüöà B, è I = J ∩ A. Ïóñòü K � íåíóëåâîé ãðàäóèðîâàííûé ïðà-âûé èäåàë êîëüöà A. Èç gr-ïîëóïåðâè÷íîñòè êîëüöà B ñëåäóåò, ÷òî KB 6= 0



��ÀÄÓÈ�ÎÂÀÍÍÛÅ ÊÎËÜÖÀ ×ÀÑÒÍÛÕ ÏÎËÓÏÅ�ÂÈ×ÍÛÕ ... 25� ãðàäóèðîâàííûé ïðàâûé èäåàë B, è, ñëåäîâàòåëüíî, J ∩ KB 6= 0. Ïóñòü
0 6= q =

∑n
i=1 kiqi ∈ J ∩KB, ãäå ki ∈ h(K), qi ∈ h(B). Èç ïðåäëîæåíèÿ 2 ñëåäóåò,÷òî äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n ñóùåñòâóåò Ii ∈ Dgr(A) òàêîé, ÷òî qiIi ⊆ A. Òîãäàäëÿ I =
⋂n
i=1 Ii ∈ Dgr(A) èìååì 0 6= qI ⊆ M ∩ (J ∩ A), ñëåäîâàòåëüíî, J ∩ A �ñóùåñòâåííûé ïðàâûé ãðàäóèðîâàííûé èäåàë êîëüöà A.Îáðàòíî, ïóñòü J ∩A � ñóùåñòâåííûé ïðàâûé ãðàäóèðîâàííûé èäåàë êîëü-öà A, è P 6= 0 � ïðàâûé ãðàäóèðîâàííûé èäåàë êîëüöà B. Äëÿ 0 6= p ∈ Pñóùåñòâóåò I ∈ Dgr(A) òàêîé, ÷òî pI ⊆ A. Òàêèì îáðàçîì, P ∩ A 6= 0, è

0 6= (P ∩ A) ∩ (J ∩A) ⊆ (J ∩ P ), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 2Ïðàâûì ãðàäóèðîâàííûì ñèíãóëÿðíûì èäåàëîì singgr(A) ãðàäóèðîâàííîãîêîëüöà A íàçîâåì íàèáîëüøèé ãðàäóèðîâàííûé èäåàë, ñîäåðæàùèéñÿ â ñèíãó-ëÿðíîì èäåàëå sing(A) êîëüöà A, ò.å. singgr(A) = sing(A)gr.Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè a ∈ h(A) ∩ singgr(A) òî ìíîæåñòâî rA(a)� ãðàäóèðîâàííûé ñóùåñòâåííûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà A. Áîëåå òîãî, a ∈
singgr(A) òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà aI = 0 äëÿ íåêîòîðîãî ñóùåñòâåííîãîãðàäóèðîâàííîãî ïðàâîãî èäåàëà I êîëüöà AÇàìåòèì, ÷òî åñëè G ÿâëÿåòñÿ óïîðÿäî÷èâàåìîé ãðóïïîé, òî ïðàâûé ñèíãó-ëÿðíûé èäåàë sing(A) G-ãðàäóèðîâàííîãî êîëüöà A ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííûì[14, ëåììà II.9.14℄, è, ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå singgr(A) = sing(A).Ëåììà 4. Ïóñòü A � ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî è singgr(A) = 0. Òîãäà êàæäûéñóùåñòâåííûé ãðàäóèðîâàííûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà A ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü J � ñóùåñòâåííûé ïðàâûé ãðàäóèðîâàííûé èäåàëêîëüöà A. Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ h(A) ãðàäóèðîâàííûé ïðàâûé èäåàë (J : a)Aÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü L 6= 0 � ïðàâûé ãðàäóèðîâàííûéèäåàë êîëüöà A. Åñëè aL = 0, òî L ⊆ (J : a)A è ïîýòîìó 0 6= L = L ∩ (J : a).Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî aL 6= 0. Òàê êàê aL-ïðàâûé ãðàäóèðîâàííûé èäåàëêîëüöà A, à J - ñóùåñòâåííûé, òî aL ∩ J 6= 0. Íî aL ∩ J = a[L ∩ (J : a)].Ñëåäîâàòåëüíî L∩(J : a) 6= 0 è ïîýòîìó (J : a) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì èäåàëîì.Ñëåäîâàòåëüíî, lA(a : J) = 0 äëÿ âñåõ a ∈ A è J - ïëîòíûé èäåàë (ïðåäëî-æåíèå 1). 2Ëåììà 5. Ïóñòü A � gr-ïîëóïåðâè÷íîå êîëüöà, è B � ãðàäóèðîâàííîå êîëü-öî, òàêîå ÷òî A ⊆ B ⊆ Qgr(A). Òîãäà:

singgr(A) = A ∩ singgr(B).Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî rA(x) = rB(x) ∩ A äëÿ âñåõ x ∈ h(A).Â ñèëó ëåììû 3 ãðàäóèðîâàííûé èäåàë rA(x) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ïðàâûìèäåàëîì êîëüöà A òîãäà è òîëüêî òîãäà êîãäà rB(x) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûìïðàâûì èäåàëîì êîëüöà B. Ñëåäîâàòåëüíî, singgr(A) = A ∩ singgr(B). 2Íàïîìíèì, ÷òî ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî A íàçûâàåòñÿ gr-ðåãóëÿðíûì, åñëèäëÿ êàæäîãî îäíîðîäíîãî ýëåìåíòà a ∈ h(A) íàéäåòñÿ ýëåìåíò x ∈ A, òàêîé,



26 È. Í. ÁÀËÀÁÀ, Â. À. ÅÔ�ÅÌÎÂ÷òî axa = a. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè a ∈ Ag, òî ìû ìîæåì çàìåíèòü x åãî îäíîðîäíîéêîìïîíåíòîé xτ ñòåïåíè τ = g−1 .Òåîðåìà 1. Ïóñòü A � gr-ïîëóïåðâè÷íîå ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî è Q =
Qgr(A) � ìàêñèìàëüíîå ãðàäóèðîâàííîå ïðàâîå êîëüöî ÷àñòíûõ êîëüöà A. Òîãäàñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:1) Qgr(A) � gr-ðåãóëÿðíîå êîëüöî;2) singgr(A) = 0.Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì èìïëèêàöèþ 1) =⇒ 2). Ïóñòü Q = Qgr(A) �gr-ðåãóëÿðíîå êîëüöî è 0 6= q ∈ h(Q). Òîãäà qxq = q äëÿ íåêîòîðîãî x ∈ h(Q).ßñíî, ÷òî (xq)2 = xq ∈ Qe è rQ(xq) = rQ(x), è, ñëåäîâàòåëüíî, rQ(xq) = (1−xq)Q.Ñëåäîâàòåëüíî, (1−xq)Q⋂ xqQ = 0, è ãðàäóèðîâàííûé ïðàâûé èäåàë (1−xq)Qíå ÿâëÿòüñÿ ñóùåñòâåííûì. Òàêèì îáðàçîì, singgr(Q) = 0, îòêóäà â ñèëó ëåììû5 ïîëó÷èì, ÷òî singgr(A) = singgr(Q) ∩ A = 0.Äîêàæåì èìïëèêàöèþ 2) =⇒ 3) Ïóñòü singgr(A) = 0. Òîãäà èç ëåììû 4ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ïëîòíûõ ãðàäóèðîâàííûõ ïðàâûõ èäåàëîâ Dgr(A)êîëüöà A ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ åãî ñóùåñòâåííûõ ãðàäóèðîâàííûõ ïðà-âûõ èäåàëîâ. Ïóñòü q ∈ Qg, òîãäà â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2 ñóùåñòâóåò èäåàë
I ∈ Dgr(A) òàêîé, ÷òî qI ⊆ A, è ïóñòü L = kerlq, ãäå lq : I → A � ëåâîå óìíî-æåíèå íà ýëåìåíò q. Ñðåäè ãðàäóèðîâàííûõ ïðàâûõ èäåàëîâ êîëüöà A âûáåðåììàêñèìàëüíûé èäåàë K, îáëàäàþùèé ñâîéñòâàìè: K ∩ L = 0 è K ⊆ I. Ëåãêîïðîâåðèòü, ÷òî ãðàäóèðîâàííûé ïðàâûé èäåàë K ⊕ L ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì,à, çíà÷èò, è ïëîòíûì.Âûáåðåì äàëåå ãðàäóèðîâàííûé ïðàâûé èäåàë M êîëüöà A, ìàêñèìàëüíûéîòíîñèòåëüíî ñâîéñòâàM∩qK = 0, òîãäàM⊕qK � ñóùåñòâåííûé ïðàâûé èäåàëè, ñëåäîâàòåëüíî, M ⊕ qK ∈ Dgr(A). ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå f : M ⊕ qK → A,ãäå f(m+qk) = k äëÿ âñåõm ∈ M, k ∈ K îïðåäåëÿåò îäíîðîäíûé ãîìîìîð�èçìïðàâûõ ãðàäóèðîâàííûõ A-ìîäóëåé ñòåïåíè g−1. Òàêèì îáðàçîì, f îïðåäåëÿåòíåêîòîðûé ýëåìåíò p ∈ Qg−1 , òàêîé, ÷òî pa = f(a) äëÿ âñåõ a ∈ M ⊕ qK. ßñíî,÷òî ïðè ýòîì qpq(k + l) = q(k + l) äëÿ âñåõ k ∈ K, l ∈ L, è, ñëåäîâàòåëüíî,
qpq = q, è Q ÿâëÿåòñÿ gr-ðåãóëÿðíûì êîëüöîì. 2Ìàðòèíäåéë [13℄ âïåðâûå èñïîëüçîâàë äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîëåö ÷àñòíûõ ïåð-âè÷íûõ êîëåö äâóñòîðîííèå èäåàëû, ïîýòîìó ýòè êîëüöà íàçûâàþò òàêæå ìàð-òèíäåéëîâñêèìè êîëüöàìè ÷àñòíûõ. Àìèöóð [6℄ ïðîäîëæèë ýòó êîíñòðóêöèþíà ñëó÷àé ïîëóïåðâè÷íûõ êîëåö, à Ïàññìàí [15℄ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ êîëåö.Èñïîëüçóÿ èäåþ Ïàññìàíà, Äæåñïåðñ è Âàóòåðñ â [10℄ îïðåäåëèëè ïðàâîåãðàäóèðîâàííîå ìàðòèíäåéëîâñêîå è ãðàäóèðîâàííîå ñèììåòðè÷åñêîå êîëüöà÷àñòíûõ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðàâîãî ãðàäóèðîâàííîãî ìàðòèíäåéëîâñêîãî êîëüöà÷àñòíûõ Qgr

r (A) îíè âìåñòî ìíîæåñòâà ãðàäóèðîâàííûõ ïëîòíûõ ïðàâûõ èäåà-ëîâ Dgr(A) èñïîëüçîâàëè, ìíîæåñòâî âñåõ äâóñòîðîííèõ èäåàëîâ, ÿâëÿþùèõñÿïëîòíûìè ïðàâûìè èäåàëàìè. Â ðàáîòå áûëè óñòàíîâëåíû ñâîéñòâà ýòèõ êîëåöè èõ âçàèìîñâÿçü äðóã ñ äðóãîì.



��ÀÄÓÈ�ÎÂÀÍÍÛÅ ÊÎËÜÖÀ ×ÀÑÒÍÛÕ ÏÎËÓÏÅ�ÂÈ×ÍÛÕ ... 27Åñëè A � gr-ïîëóïåðâè÷íîå êîëüöî, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç Igr(A) � ìíîæåñòâîâñåõ ãðàäóèðîâàííûõ èäåàëîâ I êîëüöà A òàêèõ, ÷òî lA(I) = 0. Â ñèëó ëåìì 1�2êàæäûé ãðàäóèðîâàííûé èäåàë I ∈ Igr(A) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì è ñóùåñòâåííûìêàê ïðàâûé (è êàê ëåâûé) èäåàë. Â ýòîì ñëó÷àå
Qgr
r (A) = {q ∈ Qgr(A) | qL ⊆ A äëÿ íåêîòîðîãî L ∈ Igr(A)}.Ïîëîæèâ

Qgr
s (A) = {q ∈ Qgr(A) | qL ∪ qL ⊆ A äëÿ íåêîòîðîãî L ∈ Igr(A)},ïîëó÷èì ñèììåòðè÷íîå ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî ÷àñòíûõ êîëüöà A, åãî ìîæíîîõàðàêòåðèçîâàòü ñ ïîìîùüþ ÷åòûðåõ ñâîéñòâ, ïîäîáíûõ òåì, êîòîðûå õàðàê-òåðèçóþò ìàêñèìàëüíîå ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî ÷àñòíûõ.Ïðåäëîæåíèå 5 ([10℄, ïðåäëîæåíèå 1.5). Cèììåòðè÷íîå ãðàäóèðîâàííîåêîëüöî ÷àñòíûõ Qgr

s (A) gr-ïîëóïåðâè÷íîãî êîëüöà A îáëàäàåò ñëåäóþùèìèñâîéñòâàìè:1) A ãðàäóèðîâàííîå ïîäêîëüöî êîëüöà Qgr
s (A);2) äëÿ êàæäîãî q ∈ Qgr

s (A) ñóùåñòâóåò I ∈ Igr(A) òàêîé, ÷òî qI ⊆ A;3) åñëè q ∈ Qgr
s (A) è qI = 0 (èëè Iq = 0) äëÿ íåêîòîðîãî I ∈ Igr(A), òî

q = 0;4) åñëè I ∈ Igr(A), f ∈ HOM(IA, AA) è g ∈ HOM(AI,AA) òàêèå, ÷òî xf(y) =
g(x)y äëÿ âñåõ x, y ∈ I, òî ñóùåñòâóåò q ∈ Qgr

s (A) òàêîé, ÷òî f(x) = qx,
xq = g(x) äëÿ âñåõ x ∈ I.Ñâîéñòâà 1) � 4) õàðàêòåðèçóþò ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî Qgr

s (A) ñ òî÷íî-ñòüþ äî èçîìîð�èçìà.Íàïîìíèì, ÷òî ðàñøèðåííûì öåíòðîèäîì C(A) ïîëóïåðâè÷íîãî êîëüöà Aíàçûâàåòñÿ öåíòð ìàðòèíäåéëîâñêîãî ïðàâîãî êîëüöà ÷àñòíûõ. À ïîñêîëüêóöåíòð ãðàäóèðîâàííîãî êîëüöà ìîæåò íå áûòü ãðàäóèðîâàííûì, òî ãðàäóèðîâàí-íûì ðàñøèðåííûì öåíòðîèäîì Cgr(A) íàçîâåì ìàêñèìàëüíîå ãðàäóèðîâàííîåïîäêîëüöî öåíòðà ãðàäóèðîâàííîãî ìàðòèíäåéëîâñêîãî ïðàâîãî êîëüöà ÷àñòíûõ
Qgr
r (A). Ñâîéñòâà ãðàäóèðîâàííûõ ðàñøèðåííûõ öåíòðîèäîâ ïåðâè÷íûõ êîëåö,ãðàäóèðîâàííûõ àáåëåâîé ãðóïïîé èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ [8, 11℄, è ïåðâè÷íûõñóïåðàëãåáð â [9℄.Òåîðåìà 2. Ïóñòü A - gr-ïîëóïåðâè÷íîå êîëüöî. Òîãäà

Cgr(A) ∩ h(A) = h(Z(Qgr
s (A))) = h(Z(Qgr(A))) =

= {q ∈ Qgr(A) | qr = rq äëÿ âñåõ a ∈ h(A)}Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü c ∈ h(Z((Qgr(A)), x ∈ (A : c)A, a ∈ h(A)A. Òîãäà
c(ax) = a(cx) ∈ A è ax ∈ (A : c)A è ñëåäîâàòåëüíî J = (A : c)A � ãðàäóè-ðîâàííûé ïëîòíûé èäåàë êîëüöà A. Òàê êàê Jc = cJ ⊆ A, òî c ∈ Qgr

s (A) è,ñëåäîâàòåëüíî, h(Z(Qgr(A))) ⊆ h(Z(Qgr
s (A))) .
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s (A)) = Qgr(A), òî Z(Qgr

s (A)) ⊆ Z(Qgr(A)), è,ñëåäîâàòåëüíî, h(Z(Qgr
s (A))) = h(Z(Qgr(A))). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èì,÷òî h(Z(Qgr

r (A))) = h(Z(Qgr(A))).Ïóñòü q ∈ h(Qgr(A)) è qr = rq äëÿ âñåõ a ∈ h(A). Òîãäà (qx − xq)a =
q(xa) − xqa = xaq − xaq = 0 äëÿ âñåõ x ∈ h(Qgr(A)) è a ∈ (A : x)A. Òàêèìîáðàçîì, q ∈ C. 2Ñëåäñòâèå 3. �ðàäóèðîâàííûé ðàñøèðåííûé öåíòðîèä gr-ïîëóïåðâè÷íîãîêîëüöà ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííûì ïîäêîëüöîì ðàñøèðåííîãî öåíòðîèäà.Òåîðåìà 3. Ïóñòü A � gr-ïîëóïåðâè÷íîå G-ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî, Q =
Qgr(A) � ãðàäóèðîâàííîå ìàêñèìàëüíîå ïðàâîå êîëüöî ÷àñòíûõ êîëüöà A è C =
Cgr(A) ãðàäóèðîâàííûé ðàñøèðåííûé öåíòðîèä êîëüöà A. Òîãäà C ÿâëÿåòñÿ gr-ðåãóëÿðíûì è gr-ñàìîèíúåêòèâíûì êîëüöîì.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü c ∈ C � îäíîðîäíûé ýëåìåíò ñòåïåíè s, òîãäà
I = cQg è J = c2Qg � ãðàäóèðîâàííûå èäåàëû êîëüöàQ. Ïîñêîëüêó â ñèëó ïðåä-ëîæåíèÿ 4 êîëüöî Q ÿâëÿåòñÿ gr-ïîëóïåðâè÷íûì, à c � öåíðàëüíûé ýëåìåíò,òî
K = rQ(I) = rQ(J) è ãðàäóèðîâàííûå èäåàëû I⊕K è J⊕K ÿâëÿþòñÿ ïëîòíûìè,à, ñëåäîâàòåëüíî, ïëîòíûì áóäåò è èäåàë P = (I ⊕K) ∩ (J ⊕K) = (I ∩ J)⊕K.ßñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå f : P → Q, çàäàííîå ïðàâèëîì f(c2 + k) = cqîïðåäåëÿåò öåíòðàëüíûé îäíîðîäíûé ýëåìåíò êîëüöà Q(Q) ñòåïåíè s−1. Òàêêàê Q(Q) = Q(R), òî p ∈ C. ßñíî, ÷òî cpc(cq + k) = c2q = c(cq + k) äëÿ ëþáîãî
q ∈ Q, k ∈ K, îòêóäà cpc = c, è, ñëåäîâàòåëüíî C(Q) � gr-ðåãóëÿðíîå êîëüöî.Ïóñòü K � ãðàäóèðîâàííûé èäåàë êîëüöà C è ϕ : K → C � ãðàäóèðîâàí-íûé ìîð�èçì. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà gr-ñàìîèíúåêòèâíîñòè êîëüöà C äîñòàòî÷-íî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé îäíîðîäíûé ýëåìåíò c ∈ C, äëÿ êîòîðîãî
ϕ(x) = cx äëÿ âñåõ x ∈ K.Â ñèëó gr-ðåãóëÿðíîñòè êîëüöà C âñå ãðàäóèðîâàííûå ëåâûå C - ìîäóëè ÿâ-ëÿþòñÿ gr-ïëîñêèìè, ò.å. ïëîñêèìè [14, çàìå÷àíèå I.5.4, ñ.259℄. Òîãäà èç [3, ïðåä-ëîæåíèå 1℄ ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìåñòî êàíîíè÷åñêèé èçîìîð�èçì f : Q⊗C K →
QK çàäàâàåìûé ïðàâèëîì f(

∑n
i=1 qi ⊗ ki) =

∑n
i=1 qiki (qi ∈ Q, ki ∈ K).Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ ãðàäóèðîâàííûé ìîð�èçì, äëÿ êîòîðîãî êîììóòà-òèâíà ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà:

Q⊗C K 1⊗ϕ−→ Q⊗C C
↓ f ↓ h
QK

ψ−→ Qßñíî, ÷òî I = QK � ãðàäóèðîâàííûé èäåàë êîëüöà Q è ψ(aq) = ψ(a)q,
ψ(qa) = qψ(a) äëÿ âñåõ q ∈ Q, a ∈ I Ïîëîæèì J = rQI, òîãäà I ⊕ J � ãðà-äóèðîâàííûé ïëîòíûé ïðàâûé èäåàë êîëüöà Q. Ñëåäîâàòåëüíî, îòîáðàæåíèå
φ : I ⊕ J → Q, ãäå φ(a + b) = ψ(a) (a ∈ I, b ∈ J) îïðåäåëÿåò öåíòðàëü-íûé îäíîðîäíûé ýëåìåíò c ∈ Q(Q)) = Q. Çàìåòèì, ÷òî ck = φ(k) = ψ(k) =
h[(1⊗ ϕ)(1⊗ k)] = ϕ(k) äëÿ âñåõ k ∈ K, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. 2



��ÀÄÓÈ�ÎÂÀÍÍÛÅ ÊÎËÜÖÀ ×ÀÑÒÍÛÕ ÏÎËÓÏÅ�ÂÈ×ÍÛÕ ... 29Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ðàñøèðåííûé öåíòðîèä ïåðâè÷íîãî êîëüöà ÿâëÿåòñÿïîëåì, à â [11℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êàæäûé îäíîðîäíûé ýëåìåíò ãðàäóèðîâàííî-ãî ðàñøèðåííîãî öåíòðîèäà ïåðâè÷íîãî êîëüöà, ãðàäóèðîâàííàÿ àáåëåâîé ãðóï-ïîé, îáðàòèì, è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííûì ïîëåì. Àíàëîãè÷íûìîáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ è ñëåäóþùååÏðåäëîæåíèå 6. �ðàäóèðîâàííûé ðàñøèðåííûé öåíòðîèä gr-ïåðâè÷íîãîêîëüöà ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííûì ïîëåì.Òåîðåìà 4. Ïóñòü A � gr-ïîëóïåðâè÷íîå êîëüöî, Q = Qgr(A), C = Cgr(A),
AUA � ãðàäóèðîâàííûé ïîäáèìîäóëü A-A-áèìîäóëÿ Q è f :A UA −→A QA � ñî-õðàíÿþùèé ãðàäóèðîâêó ãîìîìîð�èçì áèìîäóëåé. Òîãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
λ ∈ Ce, òàêîé ÷òî f(u) = λu äëÿ âñåõ u ∈ U .Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäëîæåíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî W = U ∩ A ÿâëÿåòñÿíåíóëåâûì ãðàäóèðîâàííûì èäåàëîì êîëüöà A. Ïîëîæèì I(w) = (A : f(w))Aè V =

∑
w∈W wI(w). Òàê êàê f(aw) = af(w) äëÿ âñåõ a ∈ A è w ∈ W , òî

f(aw)I(w) ⊆ A è I(w) ⊆ I(rw), è çíà÷èò V � ãðàäóèðîâàííûé ëåâûé èäåàë êîëü-öà A. Ñ äðóãîé ñòîðîíû V ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ãðàäóèðîâàííûõ ïðàâûõ èäåàëîâ,ñëåäîâàòåëüíî, V ÿâëÿåòñÿ ãðàäóèðîâàííûì èäåàëîì êîëüöà A. Çàìåòèì, ÷òî
f(V ) =

∑
f(w)(A : f(w)) ⊆ A. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå g : V

⊕
rA(V ) −→ A,ïîëàãàÿ g(v+ v′) = f(v)+ v′ äëÿ âñåõ v ∈ V, v′ ∈ rA(V ). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî gÿâëÿåòñÿ ñîõðàíÿþùèì ãðàäóèðîâêó ãîìîìîð�èçìîì A−A-áèìîäóëåé. Òàê êàê

V
⊕

rA(V ) ∈ Dgr(A), òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò λ ∈ C òàêîé ÷òî g(x) = λx äëÿ âñåõ
x ∈ V ⊕ rA(V ). Òîãäà λrx = g(rx) = rg(x) = rλx äëÿ âñåõ x ∈ V ⊕ rA(V ), r ∈
A. Ñëåäîâàòåëüíî, rλ = λr äëÿ âñåõ r ∈ A è â ñèëó òåîðåìû 2 ïîëó÷èì λ ∈ C.Äàëåå, ïóñòü u ∈ h(U), D = (A : u)A è d ∈ D. Òîãäà udr ∈ V äëÿ âñåõ
r ∈ (A : f(ud)A è f(u)dr = f(udr) = g(udr) = λudr, (f(u)− λu)dr = 0. Ñëåäî-âàòåëüíî f((u)− λu)d = 0 äëÿ âñåõ d ∈ D è ïîýòîìó f(u) = λu äëÿ âñåõ u ∈ U .
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