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35) 
РЕГУЛЯРНЫЕ АППРОКСИМАЦИИ РЕКУРСИВНЫХ ПРЕДИКАТОВ 

Пусть фиксировано понятие машины (вычислительного процесса), 
эквивалентное понятию арифметической частично рекурсивной функции 
(ч.р.ф.) и мера сложности вычислений на машинах этого типа, удов­
летворяющая аксиомам Елюма-Цейтина (см.например [I], п.З ). Пусть 
ф - общерекурс.ивная функция (о.р.ф.) и S - рекурсивный преди­

кат, сложность вычисления которого на машинах указанного типа ра­
стет быстрее чем ф . Рассмотрим последовательность машин Г Ц , 
к м 

rv»• * *1 такую, что каково бы ни было ГЪ , машина 1 i ̂  
вычисляет Ь для натуральных чисел £ 4 I V со сложностью, не пре­
восходящей фСХ). Эту последовательность будем называть ф -огра­
ниченной аппроксимацией рекурсивного предиката 5 .Сложностью 
такой аппроксимации будем называть функцию, которая каждому нату­
ральному числу П/ ставит в соответствие длину кода гъ-ого члена 
аппроксимации (длина кода определяется аксиоматически). 

Сложность ограниченных аппроксимаций рекурсивно перечислимых 
предикатов исследовалась в [2] ,[3] . В данной заметке рассматри­
вается одно из возможных уточнений задачи об ограниченных аппрок­
симациях рекурсивных предикатов и устанавливаются результаты, ка­
сающиеся сложности этих аппроксимаций. Подробно рассматривается 
случай, когда ограничения на сложность вычисления приводят к тому', 
что члены аппроксимирующей последовательности вырождаются в конеч­
ные автоматы. 

'I. Пусть {%) - допустимая (в смысле, [4] ) геделевская нуме­
рация ч.р.ф. Следуя [I] , каждой.ч.р.ф .^поставим в соответствие 

х ) Основные результаты настоящей заметки были доложены на -
Ленинградском семинаре по математической логике 20 ноября 1969 
года. 
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ч.р.ф. Ф (функцию сложности вычисления Ч-к ) и натуральное 
число I i 1 (длину записи ^ ), удовлетворяющие следующим акси­
омам: 

Аксиома I . Каково бы ни было натуральное число i , график 
функции Yl является рекурсивным множейством и выполняется усло­
вие \/гь ( ! 4?i trv"> = 1 % СП)) (выражение вида ! £цг) )служит 
сокращением для утверждения "ч.р.ф. J. применима к числу гь " ) . 

Аксиома 2. Каково бы ни было число rt , множество 
\ i : \ь\ 4 п\ финитно (т.е. может быть эффективно задано в ви­
де списка). 

Посредством г1(П/) будем обозначать число элементов множе­
ства \ Ь' \ь\ £. гъ] . Функцию <f будем называть п р е д с т а ­
в л я ю щ е й функцией рекурсивного предиката S , если <f яв­
ляется о.р.ф. и V x C ^ C x ) = 0 s x e S ) . 

Будем считать, что для семейства функций ( т \ ) > кроме 
аксиомы I , выполняется также 

Аксиома 3. Осуществима о.р.ф. "Ц/ , такая что если г% есть 
номер представляющей функции финитного предиката, то 

3 j V» ( ( ^ Cx)-0« t,(x)=0)&Ф^(х) 4^(х)). 

Нетрудно показать, что аксиома 3 независима от аксиомы I и 
выполняется, в частности, для класса машин Тьюринга, если за меру 
сложности вычислений взять число шагов работы машины или число 
используемых клеток ленты. 

Пусть Ф - о.р.ф., такая что V n (ТСПЛ > ¥ ( п У ) и $ -
рекурсивный предикат, сложность вычисления которого растет быстрее 
чем ф (т .е . если пг - номер представляющей функции предика­
та ^ . т о \/П/3^гъ Ф л ф > i (р ) . В дальнейшем 
символ £=? будет заменять слова "вводится в качестве обозначения? 
Пусть 
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Общерекурсивную функцию эе будем называть ф -о г р а н и -
ч е н н о й а п п р о к с и м а ц и е й рекурсивного предика­
та S » если V П ОЦ (гъ, "*СПЛ) . ф -ограниченную адиров-
симацию -эе рекурсивного предиката S будем называть м и н и ­
м а л ь н о й , если для любого гь 

i-aecn/)i= пгшг i.ji 

Пусть ^ г минимальная ф -ограниченная аппроксимация рекурсивнон 
го предиката S, д с а ) =fc=? 19CСrv)|. 

I.I. Покажем, что существует алгорифм, который по данной 
о.р.ф. ф и рекурсивному предикату S строит минимальную ф -ов-
раниченную аппроксимацию эе предиката S • Зафиксируем предикат 
S и натуральное число rv . Согласно аксиоме 3, можно построить 

натуральное число j , такое что О Ц L П/, j) . Согласно аксио­
ме 2, множество [nv. |пг| & Ijlj финитно. Используя аксиому 
I, можно из этого множества выбрать те числа С , для которых вы­
полняется условие О Ц С П, v) ; выберем среди них те числа £ 
которых |С| наименьший (их может быть несколько). Положим -эеиг) 
равным наименьшему из этих чисел. Из приведенных рассуждений вид­
но, что Ж есть о.р.ф. и является минимальной ф -ограниченной 
аппроксимацией $ 

Используя аксиомы 1-3, можно показать, что существует о.р.ф. 
/. , такая что каков бы ни был рекурсивный предикат S и како­

во бы ни было П/, М^Иг) 
С другой стороны, какова бы ни была неограниченная неубываю­

щая о.р.ф.У , можно построить рекурсивный предикат S с неогра­
ниченной областью истинности такой, что 

Vm,3n>m, дсго^Ш/). 
1.2. Пусть Q - двухместная о.р.ф., неубывающая по второму аргу­
менту. Рекурсивный предикат S будем называть Q - п р о с т ы м . 
если 

Зп Vi3lU>/ t / jHsCIU) 4<j ClX.nrV) 

222 



Введем ряд вспомогательных определений. Пусть S - рекурсив­
ный предикат и Ч - представляющая функция предиката $ .Посреди 
с твои оС§ (rV) обозначим 

Очевидно, что последовательность ^ s конструктивно сходится и 
ее можно рассматривать как конструктивное вещественное число ( в 
дальнейшем будем рассматривать только конструктивные вещественные 
числа). Сопоставляя каждому предикату S вещественное число «6S % 

получим отображение множества всех рекурсивных предикатов в мно­
жество всех вещественных чисел отрезка [0,1] . Образ семейства 
рекурсивных предикатов Л при этом отображении будем обозначать 
посредством J\ . 

Множество вещественных чисел называется (см.[5], стр.473) 
м н о ж е с т в о м м е р ы н у л ь , если для любого рацио­
нального числа & > 0 осуществимо правильное £• -ограниченное 
покрытие этого множества. 

Будем говорить, что класс ̂ К рекурсивных предикатов и м е-
е т м е р у н у л ь , если ̂  есть множество меры нуль. 

Теорема I . П у с т ь Q - д в у х м е с т н а я о. р. 
ф., н е у б ы в а ю щ а я п о в т о р о м у а р г у м е н ­
т у , и к а к о в о бы н и б н л о н , п о с л е ­
д о в а т е л ь н о с т ь ^ " U (.Q(rx,i))'2 

к о н с т р у к т и в н о с х о д и т с я . Т о г д а 
к л а с с Q- - п р о с т ы х р е к у р с и в н ы х п р е д и ­
к а т о в и м е е т м е р у н у л ь . 

Доказательство., Посредством 9Ц обозначим класс всех ре­
курсивных предикатов, удовлетворяющих условию 

rv 

Посредством r L обозначим класс тех рекурсивных предикатовrv, 
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У которых область истинности ограничена сверху числом пг и 
jU/ft Cnv) <. Q ((г, пг) ; посредством Cl^crrv) обозначим число эле­
ментов множества Н ^ . Посредством r v ^ обозначим I -ый нре-* 
дикат из Нт, (здесь i ^ i ^a^Cm/) ) . 

Нетрудно показать что Vnv ( а а ( п г Н rt С (J С П, Пг))) . Сд1Ы 

довательно, последовательность 2. Cl^Ci) • 2 сходится 

конструктивно. 

ПуСТЬ « С ^ ^ ^ i , Am,,i *=9 [^-пцЬ ') A r t . i + 2 ] . 

Длину промежутка А будем обозначать посредством Л . Зафикси­

руем рациональное число £->0 . Пусть N - натуральное число, та­

кое что Vi/ ( ^ _ O^ti) • 2 <£-) .Покажем, что система про-

межутков Д т Д п г » М , \ ^i 4^^Спг)) образует правиль­

ное £. -ограниченное покрытие эЦ . Пусть S €. %а . Тогда, 

согласно определению ЭЦ)"' , найдется натуральное число rrv>N , 

такое что 

3 v d 41 4 a^Cnrv) I ^ sCiu) € Д ^ ) . 

Кроме того, каково бы ни было t , 

m,= N ьн m,= N 
(г 

Мы показали, таким образом, что класс Лп имеет меру нуль. 

Очевидно, что класс всех G -простых рекурсивных предикатов можно 

представить в виде U « \ , т . е . в виде объединения конструктив-

ной последовательности множеств меры нуль. Это доказывает теорему. 

2 . Рассмотрим подробнее частный случай ф -ограниченных аппрок­

симаций рекурсивных предикатов, когда ограничение ф , накладыва­

емое на сложность вычисления, приводит к тому, что машины аппрок-

зимирующей последовательности вырождаются в конечные автоматы. Ап­

проксимации такого типа будем называть р е г у л я р н ы м и . 
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В качеитае меры сложности регулярных аппроксимаций будем рассмат-' 
ривать функцию, которая каждому натуральному числу П ставит в 
соответствие число состояний гъ-ого конечного автомата аппрокси­
мации. Регулярные аппроксимации рекурсивных предикатов рассматри­
вались в [6] , [7] ; в частности, в 16] установлена нижняя оценка 
для указанно! меры сложности. Ниже приводится достижимая верхняя 
оценка для этой меры сложности и уточняется нижняя оценка, получе» 
ная в [6] . В качестве следствия из теоремы 1 показывается, что 
класс рекурсивных 'предикатов, допускающих "простые" регулярные 
аппроксимации, имеет меру нуль. 

Конечным автоматом (к.а.) называется всякая пятерка вида 

где X - алфавит (входной алфавит автомата); 
Q, - конечное множество (множество состояний автомата); 
Q - подмножество О. (множество заключительных состояний); 
Q 0- элемент множества Q. (начальное состояние); 

5 — двухместная функция, которая каждой паре вида (Q ,£) , 
где Q € Gl, x,tX , ставит в соответствие один из 
элементов множества Q, (функция переходов автомата). 

Посредством X будем обозначать множество всех слов в ал­
фавите X , включая Л (пустое слово). Функция 5 может быть 
продолжена на множество пар вида ( Q , P ) . где QeGt, Р е Х , 
следующим образом: каковы бы ни были Q eQ., х е Х и г € л , 
положим 6Ч^,Л)=с^, о* сс^.Рх) =5 C5CCLP),X). 

В дальнейшем будем считать, что фиксирован алфавит X , со­
держащий к букв (Д>4) .Термины "слово", "рекурсивный (регуляр­
ный) предикат", "конечный автомат" будем применять как сокращения 
терминов "слово в алфавите X ", «рекурсивный (регулярный) пРе-
дикат, определенный на X "i "конечный автомат с входным алфави­
том X "• Посредством £лР) 6y£eW обозначать длину слова Р . 

Пусть А - к.а. вида (I), посредством!» будем обозначать 
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предикат, истинный на тех и только тех словах Р , для которых 
выполняется условие 5 C Q 0 , r ) £ U. # Будем говорить, что 
к.а. А вычисляет рекурсивный предикат S (и писать S=TA ) , 
если предикаты S и 1д эквивалентны. Предикат S будем назы -
вать р е г у л я р н ы м , если можно построить к.а. А , вычи­
сляющий S . Приведенный к.а . , вычисляющий регулярный предикат 

S , будем обозначать посредством A s ; число состояний к . а .А 
будем обозначать посредством I A I . 

Пусть S - рекурсивный предикат, Р - слово, р - переменная 
для слов и а - целое число. Пусть 

$р^{р:рр*$},$%{р':рЧ$ Ucp'Hrv} 

[ э при отрицательном п положим, по определению, равным р }. 
Рекурсивный предикат будем называть а - о г р а н и ч е н н ы м , 
если область истинности этого предиката ограничена сверху числом 

а . 
2. I . Последовательность приведенных к.а. /л^,/\г,... ,А а , . . . 

будем называть т р и в и а л ь н о й р е г у л я р н о й а п ­
п р о к с и м а ц и е й рекурсивного предиката S , если п-ый 

Т л СИЛ 
Л = «> i 

посредством T s СП) будем обозначать | A J . Введем в рассмотре­
ние функцию Lj. , определяемую равенством 

Lkm-Z_r+ Z_ « m - ' ° m.=CacJ+l 

где X. - корень уравнения 
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Можно показать (см. [8] ),чт.о 

о"" 

ЧС^~(Ы)2-ЦД а 

где Q - функция, удовлетворяющая условию: Vrv С 4 ^ О г Н й ) . 
Заметим, что график Q имеет пилообразный характер (ср.[9]). 

Демма I . Каков бы ни был рекурсивный предикат $ и каково 
бы ни было гъ , г, Сп) 4 LtСП/У 

Доказательство леммы полностью аналогично доказательству 
теоремы I работы [8] и состоит в описании способа, позволяющего 
ю всякому п -ограниченному предикату rv строить такой к .а .А , 
вычисляющий а , что IAUL4cn,y 

Замечание. Оценка, приведенная в лемме I , достижима в сле­
дующем смысле: можно построить рекурсивный предикат S , такой 
что 

W -з \ км 

Примером такого предиката может служить несущественно моди­
фицированный предикат вхождения (см. С10] ). 

Покажем теперь, что в некотором смысле "большинство" рекур­
сивных предикатов имеют % -сложность, близкую к верхней оценке. 

Рекурсивный предикат 5 будем называть п р о с т ы м о т ­
н о с и т е л ь н о е , если осуществимо рациональное число 

г. е (0,4) , такое что 
i 0 an 

Vm,3n,>m/ CVn,) ̂ М / Ц Д " Т " ^ 
Используя теорему I , не трудно показать, что справедлива сле­

дующая 
Лемма 2. Класс всех оекурорганых предикатов, нростых относи­

тельно t , имеет меру нуль. 
Замечание. Понятие множества рекурсивных предикатов (опреде­

ленных на X ) меры нуль вводится по аналогии с и.1.2. 
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Лемма 3. Каков бы ни был рекурсивный предикат S и каково1 

бы ни было гъ, 

%лп)>,2 + mxux I (P) . 
s pzSM 

Замечание. Приведенная оценка достижима: можно построить 
рекурсивный предикат $ , такой что 

V a Ъ(1г)=2 + пгаас6(Р) 
> . ptS" 4 

Следствие I. Для того, чтобы рекурсивный предикат S имел 
конечную область истинности, необходимо и достаточно, чтобы функ­
ция % была ограничена сверху константой. 

Следствие 2. Если область истинности рекурсивного предиката 
S не является конечной, то 

Viu3n>m,'cstrv>*n'+2 

Из лемм 1-3 следует, что справедлива следующая 
Теорема 2. (а). К а к о в бы н и б ы л р е к у р ­

с и в н ы й п р е д и к а т 5 и к а к о в о бы н и 
б ы л о rv, 

<2 + т л х I С Р) 4 \ crv) 4 Lk СП) 
PeS™ 

(б). К л а с с р е к у р с и в н ы х п р е д и к а т о в , 
п р о с т ы х о т н о с и т е л ь н о % , и м е е т м е ­
ру н у л ь . 

2.2. Пусть $ - рекурсивный предикат и 1г - натуральное 
число. К.а. А будем называть II - п р и в е д е н н ы м о т -

S - r - СП,) г СЮ 

, если 1д = о и 
J A I - lulrv | A'l (минимум берется по всем к.а. А , для которых 

J./ = «5 ) . К.а. А будем называть 1г -п р и в е -
д е н н ы м , если он является CV -приведенным относительно 1д . 

Последовательность к.a. A i , А 2 , . • • , А^,.. . будем называть 
м и н и м а л ь н о й р е г у л я р н о й а п п р о к с и ­
м а ц и е й рекурсивного предиката S , если а-ый член этой 
последовательности является (г-приведенным относительно S . По-
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средством м,Д1х) обозначим число состояний 1г -ого члена мини­
мальной регулярной аппроксимации. 

Йусть 
Пусть А - к.а. вида ( I ) , Q feQ. и г - переменная для слов. 

На множестве состояний автомата А введем отношение частич­
ного порядка. Будем говорить, что состоянием^ ц-м а ж о р и р у-
е т состояние CL (и писать: CLV-̂ CL ).если t-CCL)» Ъ%^ 

и Ад = An . Состояния Q и Q а будем на-

вать г ъ - с р а в н и м ы м и , если Q >^ Q% или Q ft >TJ- Ч\ 
(в противном случае QA и (X будем называть г ъ - н е с р а в н и -
м ы м и ) . Заметим, что если гЛф>1г, то каково бы ни было О , 
состояния о и а' п-сравнимы. 

Теорема 3 . Д л я т о г о , ч т о б ы к. а . А б ы л 
а - п р и в е д е н н н м , н е о б х о д и м о и д о с т а ­

т о ч н о , ч т о б ы л ю б ы е д в а с о с т о я н и я 
а в т о м а т а А б ы л и а - н е с р а в н и м ы . 

Необходимость. Пусть А - к.а. вида (I) и А является 
а-приведенным. Предположим, что О,, CL 6.Q, и Q ^ n 

Рассмотрим к.а. А , множество состояний которого Q. = и Л ^ ^ 
начальное состояние Q0 =Q , а функция переходов 5. определяется 
посредством следующего условия: каковы бы ни были Q^-Q. иХ.еХ, 

U c ^ , х ) .если ffCfyX)*^ 
^ х ) | ^ , е с л и 5 Ц , Х ) = ^ 

Очевидно, что . Это проти­
воречит предположению об а-приведенности автомата А . 

Достаточность. Пусть Д - к.а. вида (I) и любые два состояв 
нияА а-несравнимы. Очевидно, что в этом случае каково бы ни бы­
ло Q e Q. , UQ4 4 а . Пусть & = { С^, <^а, . - . , ( ^ .Посред­
ством Рь (̂ v = \, 2 , . . . , N) обозначим наименьшее относительно ал-
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фавитного порядка (см.[П], стр. 222) из слов Р таких, что 
5 СС 0̂ ,1 ) =• С^. Посредством Pi,j (4 4 ь, j 4 N ) обозначим наи­
меньшее из слов Р , таких что 

Существование слова Гц с указанным свойством следует из 
а-несравнимости состояний Q. и Q. ; можно показать также, что 

1сРц)4»ъ-гтшлс[гС^), u<y] (Ut,j*N). 
Предположим, что можно построить автомат 

такой, что . Пусть 

Я'«- ^ ^ ' ( Я ° ' ^ 'где ^ * 1 4 ^ * 
Покажем, что состояния Ch (4 4 t 4N) попарно различны. 

Действительно, если ь и j таковы, что q\ =Q j ,то 5 (О7;, , r\j) = 

-5'С<^ ,• Rj) , т .е . PiRj <Л^ а ) = Pj Rj €=1^ (нетрудно 

показать, что ^ Щ Р ц ) , £ ( р . р^) * ft) . Полученное проти­
воречие показывает, что предположение о том, что \/\\ < | Д | , 
неверно. Следовательно 

lAUmmlA'l, 

что равносильно ' а -приведенности к.а. А .Теорема доказана. 
Пусть S - рекурсивный предикат. На множестве д введем от­

ношение частичного порядка следующим образом: 

Из теоремы 3 следует, что ias(.rt) равно числу попарно rv-не­
сравнимых слов, у которых длина не превосходит гь (заметил, что ес­
ли V С р)>1г , то каково бы ни было слово р' , слова р и р' 
а-сравнимы). 

Очевидно, что Vft (. (W. С rv) 4 ̂ Г5 СМ)) .Таким образом, спра-
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ведлива 
Демма 4. (Б.А.Трахтенброт, [81 ). Каков бы ни был рекурсив­

ный предикат Ь и каково бы ни было n, jas(rv) 4£_к(.пл. . 
Замечание . Оценка, полученная в лемме, достижима в следую­

щем смысле: можно построить рекурсивный предикат S , такой что 

п, *г 

Рекурсивный предикат S будем называть п р о с т ы м о т 
н о с и т е л ь н о / u , , если осуществимо рациональное число 
6 e ( O J ) , такое что 

Демма 5. Класс рекурсивных предикатов, простых относитель­
но /it , имеет меру нуль. 

Демма 6. Пусть S - регулярный предикат и | А<-1 = N .Тогда 

^^N-2 учсю-N. 

Замечание. Можно построить регулярный предикат R, , такой 

4 T O | A R | = N и 

Введем обозначение. Пусть S - рекурсивный предикат, IX -на­
туральное число и пгь - переменная для натуральных чисел. Пусть 

t s ^ пго/х/[iu: д с п г - l ) <уа5Спг)^. 

Демма 7. Пусть $ -рекурсивный нерегулярный предикат. Тог­
да 

*> Примеры предикатов с указанным свойством независимо от 
автора построены Ю.Я.Брейбартом. 
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Следствие ( R,Karp,t6) )• Пусть S - рекурсивный нерегуляр­
ный предикат. Тогда 

Теорема 4. (а) . П у с т ь р е к у р с и в н ы й п р е ­
д и к а т 5 н е я в л я е т с я р е г у л я р н ы м . Т о г -

(б). К л а с с р е к у р с и в н ы х п р е д и к а т о в , 
п р о с т ы х о т н о с и т е л ь н о й , , и м е е т м е -
р у н у л ь . • , 

В заключение автор выражает благодарность Н.А.Шанину, А.О. 
Слисенко и Г.С.Цейтину за внимание к работе и ценные советы. 
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