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БЕССЕЛЕВЫ ПОТЕНЦИАЛЫ В ПРОСТРАНСТВАХ СО СМЕШАННОЙ 
НОРМОЙ НА ГРУППЕ Т°° 

Определим, следуя работе [1] , на бесконечномерном торе Т°° = Т1х 
х Т 2 х где Tk = Т--единичная окружность, пространства LP(T°°), 
р = ( р ь р 2 , . . . ) . Обозначим 7 " = ^ х . . . X Тп, Т°°-п=Тп+х х Тп+2 х 
dxk, vn, v°°-n— нормированные меры Хаара соответственно на группах TkJ 

Тп, Т°°~п. Пусть ЕП—мера Дирака, сосредоточенная в нуле группы T n , а 
vn = en0voo-n—соответствующая мера на Т°°. Если / ^ ^ ( Т 0 0 ) , то сверт­
ка fn^fbVn зависит только от конечного числа переменных (хъ . . . ,хп). 
Пусть р = ( р ь р 2 , . . . ) , 1 ^ p f e ^ оо, положим 

LP (Г°) = {f:feU (Г 0 0 ), \\f\\р = sup | | / n | | p = 

= s u p K d * 1 . . . ( ^ \fn(xlt... , x n ) | " » d x n ) p » - i / ' ' » . . . ] , / p * < o o } . 
п т т 

Обозначим через \it\ t>0, абсолютно непрерывные, вероятностные 
меры на Г с плотностями gtl (в) вида 

* } ( 6 ) = £ e~tntein\ S E J ? . 

Д л я функций gtl ( 6 ) справедливо представление [ 2 ] 

Й Т О - / ^ 2 « p ( - - ! U j P c - ) . « e R . 
из которого следует, что g ^ ( 0 ) есть периодизация ядра 2nGt(x)> где 

С Д х ) = ( 4 я 0 1 / 2 е х р ( — ^ 2 / 4 0 , Х Е « , 

— ядро Гаусса—Вейерштрасса. Определим меры \иа, t>0, на n-мер­
ном торе Тп: 

и меры —на полагая 

где а = ( а ь а 2 , ...) — некоторый набор положительных чисел, ограниче­
ния на который будут даны ниже. 

Преобразование Фурье мер \ца°° имеет вид 
оо оо 

(п) = П И*«к (%) = е х Р (— ^ £ , (1) 
*=i ' *=i 



где п=(пи Л р , 0, Z<°°> есть множество целочисленных по­
следовательностей с конечным числом отличных от нуля членов [2]. 

Введем на Т°° меры вида 

/« = 1- [е-Ч* ~ \i7adt, а > 0 . 

r ( i ) ^ 
И з (1) получим преобразование Фурье мер / а 

У«(л) = 0 + | я | » ) - а / 2 , 
оо 

где | м | 2 = Л aknl, n^Zioo\ совпадает по форме с преобразованием 
Фурье ядра Бесселя—Макдональда в Rn, поэтому меры / а будем назы­
вать мерами Бесселя на Г 0 0 , а соответствующие свертки 

jaf=t*ja 

— потенциалами Бесселя. 
Отметим другой подход в работе [3] к введению на LP(T°°) опера­

торов типа бесселева потенциала для 0 < а < 1 , основанный на исполь­
зовании формулы для дробных степеней операторов. Установленная в 
[3] ограниченность потенциалов L p ^ " ) - * - ! ^ (Г 0 0 ) не охватывает пре­
дельных показателей теоремы Харди—Литтлвуда—Соболева, которые 
входят в доказываемую ниже теорему. 

Сформулируем вначале одномерный вариант теоремы Харди— 
Литтлвуда—Соболева для потенциалов Бесселя на окружности 7\ 
В одномерном случае мера / а абсолютно непрерывна с плотностью 

оо а , 
'а (в) = ' Г е-' t~~'g) (в) it. 

г (т ) ° 
Функция ia

l (в) мажорируется функцией + а ( в ) вида 
оо JX , 

4>«(в)= / ч \*2 ' g\(Q)dt,0<a<l, 

r ( f ) • 
которая является периодизацией ядра Рисса | x | a

_ 1 , поэтому (см., н а ­
пример, [4, теорема 9.22]) справедлива 

Л е м м а . Оператор 

J«f=f*ix

ai 0 < а < 1 , 

ограничен из Lf{T) в L&{T) при a = -J у , \ <p<S»<oo. 

Основной результат работы приведен в следующей теореме. 
Т е о р е м а . Пусть 1 < р < 5 * < о о , 1 < р 1 < 5 0 < с ю , 

оо 

a=y»- i L 

и выполняются условия согласования на ak 

4 

file:///i7adt


f\ak A > 0 , f ak

/A<ooy (2) 
k 

тогда оператор Jaf=f*Ja ограничен из LP(T°°) в L& (T°°). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу идемпотентности мер vn и коммута­

тивности сверток имеем 

(Jaf)n-Jaf*Vn = f*Vn*Ja*Vn = fn*Jn

a, 

где Ja

n — сужение меры / а на Тп. Мера Ja

n абсолютно непрерывна с 
плотностью 

оо а ^ п 

Ч (в) = , ' , [ е-ч~ ' gj. (в) it, $„ = f j е\.. («,), 
г (т) ° " ' 

так как абсолютно непрерывна мера \ца

п. Таким образом, доказатель­
ство теоремы сводится к равномерной по п оценке свертки ia

n*fn в 

Пусть х=(хи Хп), обозначим х1=(х2, хп). Имеем, применяя 
неравенство Минковского, 

\\(Jaf)n\\*>=\\fn*Q\j>< 

< | ^ d e 1 | I ^ ( х х - в ь ^ - e i ) t S ( e l f e i ) d e w n , ^ . 

Д а л е е по теореме Юнга получаем 

1 1 1 I 1 • о 

где — - 1 + — , i = 2y . . . ,п. 
Ti Pi ^i 

Д л я оценки нормы 11/2(6!, х1)!!^,*», применяя неравенство Минков­
ского, оценим \\gn~l (6)11^,91. Пользуясь равномерной по п оценкой яд­
ра gt(Q), полученной в [3, теорема 10], при условиях согласования (2) 
на ак имеем 

SUpl l^ r ' ( в » ) | | г . < С ( 1 + / - в / 2 ) , 
П 

оо оо 

6 ~ L ( 1 — 7 ~ ) = S (~Р7 ^Г)' 
i=2 i—2 

Таким образом, справедлива оценка 
a . - i 

г (т) ° 
а—б 

• ( f ) 

• J er* t 2 g\ai (в,) dt = с (ti (6,) + i i _ e (вх)) 



с константой с, не зависящей от п. Отсюда, используя полугрупповое 
свойство fi = J^~ Ji бесселевых потенциалов, получаем 

\\(Jaf)n\\s> <с\\\ \\fn (Х,-^, e% , , e . il

a (Вг) dbA + 

< 2С IK ||/„ ( Х х - в ^ ei)||„,,ei i l - 6 (в,) dej ж . 

Из леммы следует, что существует константа с и не зависящая от 
fn, такая, что 

где 

Отсюда ||(^ a/)nlU^2cc 1 | [ / д | | р , и переход к супремуму по п завершает до­
казательство теоремы. 
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О КОЭФФИЦИЕНТАХ ФУРЬЕ ЛИПШИЦЕВЫХ ФУНКЦИЙ 
ДЛЯ СИСТЕМ ТИПА ХААРА 

Пусть дана последовательность {рп)п=\ натуральных чисел, таких, что 
р п > 2 . Определим на [0, 1] систему хЮ—ЧХтС)}- Положим Xi (0 = 1 

на Г0, 1]. Если ж е т > 2 , то т = тп + г(pn+i — + где /1 = 0, 1 , . . . ; 
п 

г = 0, . . . , m n — 1 ; s = l , . . . ,Pn+i— 1 ; m 0 = l , т а = П M " > *)> причем 
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