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Обзор направлен, с одной стороны, на привлечение внимания исследователей к проблемам, связан­
ным с теплообменом анизотропных тел, а с другой - на анализ того скудного опыта по исследова­
нию теплообмена анизотропных тел, который накоплен за последние 30 лет. Рассматривается со­
пряженный теплообмен между пограничными слоями и анизотропными телами, теплообмен при 
совместном взаимном влиянии анизотропной теплопроводности и анизотропной фильтрации при 
пленочном охлаждении тел с анизотропией свойств. Выявлены новые э ф ф е к т ы при моделировании 
сопряженного теплообмена, идентифицирован закон нелинейной фильтрации анизотропных тел, 
исследовано влияние отдельных компонентов и ориентации главных осей тензоров теплопроводно­
сти и проницаемости на нестационарные температурные поля и на распределение компонентов век­
тора скорости фильтрации. Аналитическое исследование теплообмена анизотропных тел позволи­
ло в условиях отсутствия адекватной информации точно смоделировать нестационарные темпера­
турные поля в простейших анизотропных телах, которые можно использовать как тестовые 
результаты. Сформулирован ряд рекомендаций по организации тепловой защиты анизотропных 
тел при их аэрогазодинамическом нагреве. 

В В Е Д Е Н И Е 

П р и исследовании т е п л о в о г о состояния т е л в 
условиях с л о ж н о г о т е п л о о б м е н а в о з н и к а ю т зна­
ч и т е л ь н ы е трудности , с в я з а н н ы е с к о м п л е к с н ы м 
у ч е т о м т а к и х видов т е п л о о б м е н а , к а к к о н в е к т и в -
н о - к о н д у к т и в н ы й и л у ч и с т ы й т е п л о о б м е н , сопря­
ж е н н ы й т е п л о о б м е н , с л о ж н ы й т е п л о о б м е н в ус­
л о в и я х ф а з о в ы х п р е в р а щ е н и й и ф и л ь т р а ц и и в п о ­
р и с т ы х т е л а х и др . Э т и трудности з н а ч и т е л ь н о 
в о з р а с т а ю т в случаях , когда т е л а я в л я ю т с я анизо ­
т р о п н ы м и . В м е с т е с т е м п у б л и к а ц и и п о исследо­
в а н и ю т е п л о в о г о состояния а н и з о т р о п н ы х т е л 
при с л о ж н о м т е п л о о б м е н е п р а к т и ч е с к и отсутст­
вуют . Э т о связано со с л е д у ю щ и м и ф а к т о р а м и : 

1) т е п л о п р о в о д н о с т ь и п р о н и ц а е м о с т ь в т а к и х 
т е л а х о п и с ы в а ю т с я т е н з о р а м и , ч т о в л е ч е т за со­
бой м о д е л и р о в а н и е т о л ь к о м н о г о м е р н ы х задач; 

2) на границах а н и з о т р о п н ы х т е л , с о п р и к а с а ю ­
щихся с г а з о о б р а з н ы м и или ж и д к и м и средами, а 
т а к ж е на границах р а з р ы в а т е п л о ф и з и ч е с к и х ха­
р а к т е р и с т и к ( Т Ф Х ) а н и з о т р о п н ы х т е л всегда мо­
гут присутствовать з н а ч и т е л ь н ы е п о в е л и ч и н е 
п р о д о л ь н ы е с о с т а в л я ю щ и е в е к т о р а п л о т н о с т и 
т е п л о в о г о п о т о к а , д а ж е в тех случаях, когда гра­
ница я в л я е т с я и з о т е р м о й ; 

3) в с о п р я ж е н н ы х задачах т е п л о о б м е н а и анизо­
т р о п н о й теплопроводности могут возникать до­
п о л н и т е л ь н ы е п р о б л е м ы , с в я з а н н ы е с н а л и ч и е м в 
условиях с о п р я ж е н и я н е д и а г о н а л ь н ы х к о м п о н е н ­
т о в т е н з о р а т е п л о п р о в о д н о с т и ; 

4) п р и м о д е л и р о в а н и и совместного т е п л о о б м е ­
на и ф и л ь т р а ц и и н е о б х о д и м о у ч и т ы в а т ь сущест­

в е н н о е влияние на в е л и ч и н ы и о р и е н т а ц и ю век ­
т о р о в т е п л о в о г о п о т о к а и п о т о к а м а с с ы з н а к о в и 
в е л и ч и н н е д и а г о н а л ь н ы х к о м п о н е н т о в и м и н о р о в 
м а т р и ц т е п л о п р о в о д н о с т и и п р о н и ц а е м о с т и соот­
ветственно ; 

5) в а н а л и т и ч е с к о й т е о р и и т е п л о п р о в о д н о с т и 
и ф и л ь т р а ц и и а н и з о т р о п н ы х т е л н а л и ч и е сме­
ш а н н ы х п р о и з в о д н ы х в д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х у р а в ­
нениях существенно о г р а н и ч и в а е т и з в е с т н ы е м е ­
т о д ы , на основе к о т о р ы х п о л у ч е н о п о д а в л я ю щ е е 
ч и с л о р е ш е н и й л и н е й н ы х задач в и з о т р о п н ы х о б ­
ластях , п р и ч е м для а н и з о т р о п н ы х т е л п р и м е н и ­
м ы м и я в л я ю т с я м е т о д ы б е с к о н е ч н ы х и н т е г р а л ь ­
н ы х п р е о б р а з о в а н и й . 

В известных публикациях п о т е п л о о б м е н у ани­
з о т р о п н ы х т е л [1-5] используются в основном ме ­
т о д ы а н а л и т и ч е с к о й т е о р и и т е п л о п р о в о д н о с т и . 
И ссл едо в ани ю с л о ж н о г о т е п л о о б м е н а анизотроп­
н ы х т е л п о с в я щ е н ы р а б о т ы о т е ч е с т в е н н ы х авто­
р о в [6 -14 ] . Р а б о т ы п о и с с л е д о в а н и ю с о п р я ж е н н о ­
го т е п л о о б м е н а а н и з о т р о п н ы х т е л и с о в м е с т н о г о 
т е п л о о б м е н а с ф и л ь т р а ц и е й или других ф и з и ч е с ­
ких явлений отсутствуют. З а и с к л ю ч е н и е м не­
б о л ь ш о й г л а в ы в [15] м о н о г р а ф и й по т е п л о о б м е н у 
анизотропных т е л в н а с т о я щ е е в р е м я не имеется . 

В основе т е о р и и т е п л о о б м е н а а н и з о т р о п н ы х 
т е л л е ж и т известная г и п о т е з а Ф у р ь е о п р о п о р ц и ­
о н а л ь н о с т и т е п л о в о г о п о т о к а антиградиенту т е м ­
п е р а т у р ы 

q = - A g r a d T , (1) 



где Л = [Ху] - с и м м е т р и ч е с к и й т е н з о р т е п л о п р о ­
водности в т о р о г о ранга . З а к о н (1) в к о о р д и н а т ­
ной ф о р м е и м е е т вид 

* ЭГ * дТ * дТ 

дт дТ , дТ 
-qy - \п— + Х21— + \1г—, 

(2) 

дТ 'дТ дТ 

и з о т е р м а 

О х 
Рис. 1 . Ориентация вектора плотности теплового по­
т о к а на изотерме. 
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В изотропном теле в е к т о р плотности теплового 
потока - XgradT ортогонален изотерме Г(х, у, z) = 
= const (dT = 0) , п о с к о л ь к у с к а л я р н о е произведе ­
ние q на к а с а т е л ь н ы й к и з о т е р м е в е к т о р х{х-х0, 
У - Уот z-z0) в т о ч к е М(х 0 , у0> Zo) совпадает с пол ­
ным д и ф ф е р е н ц и а л о м о т т е м п е р а т у р ы XdT, р а в ­
н ы м н у л ю на и з о т е р м е 

( - X g r a d r , T ( M ) ) = 

= ^ ( ^ " ^ ^ 
= - XdT(x0, у0, z0) = 0, 

т .е . в и з о т р о п н о м случае к а с а т е л ь н а я с о с т а в л я ю ­
щ а я в е к т о р а п л о т н о с т и т е п л о в о г о п о т о к а на и з о - п т т / о ч 

терме р а в н а н у л ю . где п° - о р т в е к т о р а п. И с п о л ь з у я в (3) и з в е с т н ы е 

В анизотропном теле вектор плотности теплово­
го потока направлен не по нормали к изотерме , по­
скольку величина его касательной составляющей 
не равна нулю, а равна величине (Agradr , х(М)). 
Для двухмерного плоского анизотропного тела 
угол а , ориентирующий направление m вектора 
плотности теплового потока относительно норма­
ли к изотерме в точке М(х0, у0) (рис. 1), определяется 
с л е д у ю щ и м о б р а з о м : 

+ ^ 2 1 _ + > v 2 2 _ j 1/2 

равенства 

cos 
,. о, дТ. \(дТ\ (дТ\ 

( , ' П ) = Э ^ Ы + У ' 
. ,. о ч Э Г . 1(дТЛ2 / Э П 2 

8 т ( 1 ' п ^ = э 7 Ч Ы + У ' 

c o s ( j , n° ) = s in( i , n° ) = cos ( i , т ° ) , 

cos а = 
( A g r a d J , n ) = 

|Agrad Г | |п° | п о л у ч и м 

, Э Г 

tg ( i ,T ) = \ | / '(х) 

ЭГ 

cos а = 
V( W ( * o ) + ^ i 2 ) 2 + (W(*o) + Х 2 2)У(ЭГ/Эх) 2 + (ЭТУЭу) 2 

(4) 

З д е с ь у = \|фс) ф у н к ц и я , о п и с ы в а ю щ а я поведе - ности , п р и в е д е н н ы м к г л а в н ы м осям 0^, Ог|, а 
е г о к о м п о н е н т ы А^, Х^, - г л а в н ы м и к о м п о н е н -ние и з о т е р м ы . 

Т а к и м о б р а з о м , величину в е к т о р а п л о т н о с т и т а м и т е н з о р а теплопроводности , 
т е п л о в о г о п о т о к а в т о ч к е М(х 0 , у0) на и з о т е р м е 
м о ж н о о п р е д е л и т ь , с одной с т о р о н ы , из (1) к а к 
|AgradT| , а с другой - из в ы р а ж е н и я 

' = ( A g r a d T , n ( M ) ) / c o s a ( M ) . (5) 
м "dm 

К о м п о н е н т ы т е н з о р а т е п л о п р о в о д н о с т и в л ю ­
бой другой системе к о о р д и н а т о п р е д е л я ю т с я ч е ­
р е з г л а в н ы е к о м п о н е н т ы с л е д у ю щ и м о б р а з о м : 

Т е н з о р т е п л о п р о в о д н о с т и А, и м е ю щ и й диаго­
н а л ь н ы й вид, н а з ы в а ю т т е н з о р о м т е п л о п р о в о д -

hj = hjt = ^ X p a / j / ? a 7 > , ij = 1 ,2 ,3 , (6) 
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Рис. 2 . Окрестность границы между анизотропными 
телами 1 и 2. 

где А,1 = А^; А,2 = А^ Д 3 = А^; а г р , а 7 р - н а п р а в л я ю ­
щ и е к о с и н у с ы углов м е ж д у к о о р д и н а т н ы м и и 
г л а в н ы м и осями. 

В двухмерном случае к о м п о н е н т ы т е н з о р а 
т е п л о п р о в о д н о с т и и м е ю т вид [1 , 16] 

2 2 

Хп = A^cos cp + A^sin ф, 

^ 2 2 = A ^ s i n ^ + A ^ c o s ^ , 

А,12 = А,21 = (А,^-?1Т 1)8тфсо8ф. 

В (7) ф - у гол м е ж д у к о о р д и н а т н о й о с ь ю Ох и 
г л а в н о й о с ь ю О^. 

В с е и з л о ж е н н о е в п о л н о й м е р е относится и к 
т е н з о р у п р о н и ц а е м о с т и п р и ф и л ь т р а ц и и ж и д к о й 
или г а з о о б р а з н о й с р е д ы ч е р е з п о р и с т о е анизот ­
р о п н о е т е л о . 

В д а н н о м о б з о р е а н а л и з и р у ю т с я с л е д у ю щ и е 
п р о б л е м ы , в о з н и к а ю щ и е при с л о ж н о м т е п л о о б ­
м е н е а н и з о т р о п н ы х т е л : 

т е п л о о б м е н на границах , р а з д е л я ю щ и х к а к 
а н и з о т р о п н ы е т е л а , с одной с т о р о н ы , т а к анизот ­
р о п н ы е и и з о т р о п н ы е - с другой; 

с о п р я ж е н н ы й т е п л о о б м е н в п о г р а н и ч н ы х сло­
ях и а н и з о т р о п н ы х телах , в к л ю ч а я т е п л о о б м е н в 
условиях уноса м а с с ы при а э р о г а з о д и н а м и ч е с к о м 
н а г р е в е з а т у п л е н н ы х т е л ; 

с о в м е с т н ы й т е п л о о б м е н и ф и л ь т р а ц и я в п о р и ­
с т ы х а н и з о т р о п н ы х телах , в к л ю ч а я н е л и н е й н у ю 
ф и л ь т р а ц и ю с т е н з о р о м п р о н и ц а е м о с т и ; 

а н а л и т и ч е с к о е исследование т е п л о в о г о состо­
яния а н и з о т р о п н ы х т е л п р о с т е й ш и х г е о м е т р и ч е с ­
ких ф о р м . 

П о к а ж д о й из п р о б л е м с д е л а н ы в ы в о д ы и р е ­
к о м е н д а ц и и , п о з в о л я ю щ и е судить о состоянии 
и л и д а л ь н е й ш и х исследованиях , связанных с к о н ­
к р е т н о й п р о б л е м о й . 

1. Т Е П Л О О Б М Е Н Н А Г Р А Н И Ц А Х 
С О П Р Я Ж Е Н И Я А Н И З О Т Р О П Н Ы Х Т Е Л 

С у щ е с т в е н н ы м о т л и ч и е м т е п л о о б м е н а на гра­
ницах а н и з о т р о п н ы х т е л п о с р а в н е н и ю с и з о т р о п ­
н ы м и я в л я е т с я в о з м о ж н о е н а л и ч и е з н а ч и т е л ь н ы х 
по в е л и ч и н е п р о д о л ь н ы х с о с т а в л я ю щ и х в е к т о р а 
п л о т н о с т и т е п л о в о г о п о т о к а , с р а в н и м ы х , а ино­
гда и п р е в ы ш а ю щ и х н о р м а л ь н ы е с о с т а в л я ю щ и е . 
Т а к и м о б р а з о м , н о р м а л ь н ы е к г р а н и ц е т е л а и ка ­
с а т е л ь н ы е н а п р а в л е н и я становятся р а в н о з н а ч н ы ­
ми, ч т о м о ж е т п р ив о дить к су щ еств енн о и н о й п о ­
с т а н о в к е задачи , ч е м в и з о т р о п н о м случае . Т а к , 
н а п р и м е р , в с о п р я ж е н н ы х задачах п о г р а н и ч н о г о 
слоя и а н и з о т р о п н о й т е п л о п р о в о д н о с т и н е л ь з я 
п р е н е б р е г а т ь ч л е н а м и , с о д е р ж а щ и м и п е р в ы е и 
в т о р ы е п р о и з в о д н ы е г а з о д и н а м и ч е с к и х п а р а м е т ­
р о в по п р о д о л ь н ы м н е з а в и с и м ы м п е р е м е н н ы м , а 
их учет м о ж е т п р и в о д и т ь к и з м е н е н и ю т и п а у р а в ­
нений, о п и с ы в а ю щ и х п р и с т е н н ы е т е ч е н и я ( к а к 
известно , уравнения п о г р а н и ч н о г о слоя п р и о б т е ­
к а н и и и з о т р о п н ы х т е л относятся к у р а в н е н и я м 
п а р а б о л и ч е с к о г о типа) . 

К р а е в ы е условия в з адачах т е п л о о б м е н а ани­
з о т р о п н ы х т е л ф о р м у л и р у ю т с я в виде б а л а н с о ­
в ы х с о о т н о ш е н и й с и с п о л ь з о в а н и е м п е р в о г о и 
в т о р о г о н а ч а л т е р м о д и н а м и к и . П е р е д т е м к а к за­
писать к р а е в ы е условия для с о п р я ж е н н ы х з а д а ч 
т е п л о п р о в о д н о с т и а н и з о т р о п н ы х т е л , необходи­
м о о п р е д е л и т ь г р а н и ч н ы е условия для з адач т е п ­
л о п р о в о д н о с т и на границах двух а н и з о т р о п н ы х 
т е л , а з а т е м п о л у ч е н н ы е р е з у л ь т а т ы и с п о л ь з о ­
в а т ь для б о л е е с л о ж н ы х случаев . 

Пусть w - граница р а з р ы в а теплофизических ха­
рактеристик (ТФХ) двух анизотропных сред 1 и 2, 
т е п л о п р о в о д н о с т ь к о т о р ы х о п и с ы в а е т с я симмет­
р и ч е с к и м и т е н з о р а м и в т о р о г о р а н г а Аг = [А,*] и 

Л 2 = [А,2 ] , i,j - 1, 3 , а о б ъ е м н ы е т е п л о е м к о с т и -
с о о т в е т с т в е н н о в е л и ч и н а м и схрх и с 2 р 2 (рис. 2). 

О к р у ж и м п р о и з в о л ь н у ю т о ч к у М на г р а н и ц е w 
р а з р ы в а Т Ф Х (рис. 2) со с т о р о н ы с р е д ы 1 э л е м е н ­
т а р н о й о б л а с т ь ю Vx с ц и л и н д р и ч е с к и м и поверх ­
н о с т я м и S = Al х 1 м и Si = Alx х 1 м и б о к о в ы м и 
г р а н я м и S2 = Аг х 1 м, п е р п е н д и к у л я р н ы м и п о ­
в е р х н о с т я м Si и 5 2 , а со с т о р о н ы с р е д ы 2 - о б л а с ­
т ь ю У 2 , о г р а н и ч е н н о й п о в е р х н о с т я м и S = Al х 1 м, 
S3 = А/ 3 х 1 м и б о к о в ы м и г р а н я м и S2 = Аг х 1 м. 

В соответствии с п е р в ы м н а ч а л о м т е р м о д и н а ­
м и к и т е п л о в о й п о т о к ч е р е з з а м к н у т у ю поверх­
ность о б л а с т е й Vx и V2 расходуется на у в е л и ч е н и е 
в о в р е м е н и т е м п е р а т у р т е л внутри э т и х о б л а с т е й . 
Тогда , если за п о л о ж и т е л ь н ы е н а п р а в л е н и я при-



н я т ь н а п р а в л е н и я о р т о в п° и т° в н е ш н и х н о р м а л е й 
к п о в е р х н о с т я м S2 и S3, п о л у ч и м 

J J ( A t g r a d r „ - n V s + J J ( A 2 g r a d 7 2 , n°)dS 

j J ( A , grad Tu -x°)dS + J J ( A , grad Tu x°)dS 

- s2 s2 

JJ(A2 grad T2, -x°)dS + J J ( A 2 grad T2, x°)dS 

(8) 

4 7 dV + dV. 

П р и м е н и в к (8) т е о р е м у о среднем, р а з д е л и в 
р е з у л ь т а т на S и перейдя к пределу п р и Аг — • О 
(или S2 — • 0), получим 

( A j g r a d T i , n°) = ( A 2 g r a d r 2 , п°). (9) 

Р а с к р ы в в (9) скалярные произведения, м о ж н о 
записать н о р м а л ь н ы е составляющие вектора плот­
ности теплового п о т о к а в т о ч к е М на границе раз ­
р ы в а Т Ф Х двух анизотропных сред. Д л я двухмер­
ного случая, когда гладкая граница w описывается 
функцией у = / (* ) , граничное условие (9) принимает 
вид 

(Xlnf(x) + ll

2l ) ^ + (X\2f\x) + ^ 2 2 ) ^ = 
У (10) 

= а2пгм+х2

21)^+a2

l2f(x)+х2

22)^. 
Если к в ы р а ж е н и ю (8) п р и м е н и т ь т е о р е м у о 

среднем, р а з д е л и т ь р е з у л ь т а т на S2 и п е р е й т и к 
пределу при S — • 0 (тогда S{ и 5 3 т а к ж е стремятся 
к нулю), получим, что п р о д о л ь н ы е с о с т а в л я ю щ и е 
в е к т о р а п л о т н о с т и т е п л о в о г о п о т о к а , оставаясь 
н е п р е р ы в н ы м и со с т о р о н ы сред 1 и 2, м о г у т п р е ­
т е р п е в а т ь р а з р ы в ы , п о с к о л ь к у э т и с о с т а в л я ю ­
щ и е не п е р е с е к а ю т г р а н и ц ы w р а з р ы в а Т Ф Х . Та ­
ким образом, в общем случае 

(А{ grad Tl9 т°) Ф ( A 2 g r a d Т2, т°) (11) 

и, с л е д о в а т е л ь н о , в е к т о р п л о т н о с т и т е п л о в о г о 
потока в точке на границе р а з р ы в а Т Ф Х м о ж е т 
т е р п е т ь разрыв п е р в о г о рода . 

При этом для и д е а л ь н о г о к о н т а к т а на границе 
w т е м п е р а т у р а э т о й г р а н и ц ы н е п р е р ы в н а 

ТА = Г 91 = Tw. (12) 

Рассмотрим к р а е в ы е условия в с о п р я ж е н н ы х 
задачах пограничного слоя и анизотропной тепло­
проводности на границах w сопряжения изотроп­

ной га зообразной среды и анизотропной пластины 
(f(x) = 0). П у с т ь проекция в е к т о р а плотности теп­
л о в о г о п о т о к а на н а п р а в л е н и е н о р м а л и со с т о р о -

дТ 
(без у ч е т а д и ф ф у з и о н н о г о , н ы газа р а в н а Хе ду 

л у ч и с т о г о и других видов т е п л о в о г о п о т о к а ) . 

Тогда на основе с о о т н о ш е н и я (10) м о ж н о запи­
сать [16-18] 

1 д Т * (13) 

где Те(х, у), Тт(х, у) - р а с п р е д е л е н и е т е м п е р а т у р 
с о о т в е т с т в е н н о в г а зе и пластине . 

Д л я к р и в о л и н е й н о й г р а н и ц ы с о п р я ж е н и я , за­
данной ф у н к ц и е й у = f(x)9 в д е к а р т о в о й системе 
к о о р д и н а т (х, у) в соответствии с условием (9) в ы ­
п о л н я е т с я р а в е н с т в о 

'К1у~ = [Xuf(x) + X2l]-^ 

+ [ W W + ^ 2 2 ] - ^ 

(14) 

К р о м е э т о г о , в условия с о п р я ж е н и я д о л ж н о 
входить условие равенства т е м п е р а т у р р а з л и ч ­
н ы х сред на границе с о п р я ж е н и я w 

= Т (15) 

Д о б а в л е н и е н о в ы х видов т е п л о в о г о п о т о к а 
к а к со с т о р о н ы газа , т а к и со с т о р о н ы т е л а прин­
ц и п и а л ь н о не и з м е н я т г р а н и ч н ы х условий (13), 
(14) в с о п р я ж е н н ы х задачах т е п л о о б м е н а на гра­
ницах а н и з о т р о п н ы х тел . 

Выводы по разделу: 

1. Н а границах р а з р ы в а т е п л о ф и з и ч е с к и х ха­
р а к т е р и с т и к двух а н и з о т р о п н ы х сред с идеаль ­
н ы м к о н т а к т о м н о р м а л ь н ы е с о с т а в л я ю щ и е век ­
т о р а п л о т н о с т и т е п л о в о г о п о т о к а я в л я ю т с я не ­
п р е р ы в н ы м и , а к а с а т е л ь н ы е со став л яю щ ие могут 
б ы т ь р а з р ы в н ы м и . Физически э т о объясняется 
тем , ч т о к а с а т е л ь н ы е составляющие , оставаясь не­
п р е р ы в н ы м и в своих средах в окрестности грани­
ц ы р а з р ы в а , не п е р е с е к а ю т э т о й границы. 

2. Н а л ю б ы х границах , в к л ю ч а я г р а н и ц ы п л о ­
ских т е л , о г р а н и ч и в а ю щ и х а н и з о т р о п н ы е т е л а , 
условия с о п р я ж е н и я с о д е р ж а т все к о м п о н е н т ы 
градиента т е м п е р а т у р . Н а границах , н а п р и м е р 
плоских и з о т р о п н ы х т е л , условия с о п р я ж е н и я со­
д е р ж а т т о л ь к о один к о м п о н е н т градиента т е м п е ­
р а т у р в н о р м а л ь н о м к границе направлении . 

3. В е л и ч и н а и н а п р а в л е н и е т е ц л о в о г о п о т о к а 
на границе а н и з о т р о п н о г о т е л а п о л н о с т ь ю о п р е ­
д е л я ю т с я в е л и ч и н а м и г л а в н ы х к о м п о н е н т о в и 
о р и е н т а ц и е й г л а в н ы х осей т е н з о р а т е п л о п р о в о д ­
ности, а т а к ж е к о м п о н е н т а м и г р а д и е н т а т е м п е р а -
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Рис. 3. Расчетная схема. 

тур и ф у н к ц и е й , о п и с ы в а ю щ е й поведение грани­
ц ы с о п р я ж е н и я . 

2. С О П Р Я Ж Е Н Н Ы Й Т Е П Л О О Б М Е Н 
В П О Г Р А Н И Ч Н Ы Х С Л О Я Х 

И А Н И З О Т Р О П Н Ы Х Т Е Л А Х 

О с н о в н а я трудность в п р о б л е м а х с о п р я ж е н н о ­
го т е п л о о б м е н а з а к л ю ч а е т с я в том , ч т о для р е ш е ­
ния п о л н ы х уравнений пограничного слоя необхо­
димо в качестве к р а е в о г о условия для уравнения 
энергии задать температуру г р а н и ц ы сопряжения , 
для о п р е д е л е н и я к о т о р о й н е о б х о д и м о п о л н о с т ь ю 
р е ш и т ь задачу т е п л о п р о в о д н о с т и в т е л е . Д л я р е ­
ш е н и я задачи т е п л о п р о в о д н о с т и в т е л е на грани­
це с о п р я ж е н и я д о л ж н ы б ы т ь з а д а н ы т е п л о в ы е 
п о т о к и от п о г р а н и ч н о г о слоя , к о т о р ы е о пр едел я ­
ю т с я из р е ш е н и я п о л н о й с и с т е м ы уравнений п о ­
г р а н и ч н о г о слоя . Ч а щ е всего р е ш е н и е э т о й п р о ­
б л е м ы находилось в виде и т е р а ц и о н н ы х п р о ц е ­
дур. А и м е н н о : если задача т е п л о п р о в о д н о с т и 
ставится в н е с т а ц и о н а р н о й п о с т а н о в к е , а з адача 
п о г р а н и ч н о г о с л о я - в к в а з и с т а ц и о н а р н о й (харак­
т е р н о е в р е м я в виде о т н о ш е н и я р а з м е р а т е л а к 
с к о р о с т и н е в я з к о г о п о т о к а м н о г о м е н ь ш е х а р а к ­
т е р н о г о в р е м е н и п р о г р е в а т е л а ) , т о в к а ч е с т в е на­
ч а л ь н о г о п р и б л и ж е н и я т е м п е р а т у р ы г р а н и ц ы со­
п р я ж е н и я в з адаче п о г р а н и ч н о г о слоя п р и н и м а е т ­
ся р а с п р е д е л е н и е т е м п е р а т у р ы из п р е д ы д у щ е г о 
в р е м е н н о г о слоя . Д а л е е о с у щ е с т в л я е т с я и т е р а ц и ­
о н н ы й процесс . Э т о т подход п р и м е н и м и к стаци­
о н а р н ы м с о п р я ж е н н ы м з а д а ч а м п о г р а н и ч н о г о 
слоя и т е п л о п р о в о д н о с т и , если р е ш а т ь их к а к не ­
с т а ц и о н а р н ы е в р е ж и м е установления . 

П о и с с л е д о в а н и ю с о п р я ж е н н о г о т е п л о о б м е н а 
на границах а н и з о т р о п н ы х т е л п у б л и к а ц и и п р а к ­
т и ч е с к и отсутствуют . Д л я и з о т р о п н ы х т е л изве ­
с т н ы классические р а б о т ы Л ы к о в а и е го ш к о л ы 
[19 -21] , в к о т о р ы х р а с с м а т р и в а л и с ь п р о с т е й ш и е 
с о п р я ж е н н ы е з а д а ч и в о д н о м е р н ы х постановках . 

В тех ж е р а б о т а х в ы с к а з а н ы о с н о в н ы е идеи и м е ­
т о д ы р е ш е н и я с о п р я ж е н н ы х задач т е п л о о б м е н а , 
о с н о в н ы м и из к о т о р ы х я в л я ю т с я с л е д у ю щ и е : 

итерационные м е т о д ы - э т и м е т о д ы сложно 
применить к стационарным с о п р я ж е н н ы м задачам; 

м е т о д о б ъ е д и н е н и я р а с ч е т н ы х о б л а с т е й в одну 
р а с ч е т н у ю о б л а с т ь - о н о б л а д а е т с у щ е с т в е н н ы м 
н е д о с т а т к о м , с в я з а н н ы м с р а з л и ч и е м ф и з и ч е с к и х 
процессов , п р о т е к а ю щ и х в г а зе и т е л е (в послед­
н е м о т с у т с т в у ю т к о н в е к ц и я , диссипация э н е р г и и , 
градиент давления) . К р о м е э т о г о , в с т а ц и о н а р н ы х 
с о п р я ж е н н ы х задачах д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е урав ­
нения для газа я в л я ю т с я у р а в н е н и я м и п а р а б о л и ­
ч е с к о г о типа , а для т е л а - э л л и п т и ч е с к о г о ; 

м е т о д введения на г р а н и ц е с о п р я ж е н и я неизве ­
стной ф у н к ц и и , в к а ч е с т в е к о т о р о й п р и н и м а е т с я 
р а с п р е д е л е н и е т е м п е р а т у р ы на э т о й границе , и 
сведение с и с т е м ы уравнений в ч а с т н ы х производ ­
н ы х к двум " н е с в я з а н н ы м " [19, 20] к р а е в ы м зада­
ч а м , где неизвестная ф у н к ц и я о п р е д е л я е т с я из ус­
л о в и я с о п р я ж е н и я . В р а б о т а х [16—18] э т о т подход 
п р и м е н е н к р е ш е н и ю с о п р я ж е н н ы х задач погра ­
н и ч н о г о слоя и а н и з о т р о п н о й т е п л о п р о в о д н о с т и 
без и с п о л ь з о в а н и я и т е р а ц и о н н ы х процедур . 

В с о п р я ж е н н ы х задачах п о г р а н и ч н о г о слоя и 
а н и з о т р о п н о й т е п л о п р о в о д н о с т и трудности п о ­
с т а н о в к и и р е ш е н и я су щ еств ен н о в о з р а с т а ю т . В о -
п е р в ы х , приходится ф о р м у л и р о в а т ь и р е ш а т ь 
м н о г о м е р н ы е п о пространству с о п р я ж е н н ы е за­
дачи. В о - в т о р ы х , все н а п р а в л е н и я в т о ч к а х , при­
н а д л е ж а щ и х г р а н и ц е с о п р я ж е н и я , р а в н о з н а ч н ы в 
т о м с м ы с л е , ч т о н е л ь з я п р е н е б р е ч ь п р о д о л ь н ы м и 
п е р е т о к а м и т е п л а . В -третьих , р е ш е н и е п о д о б н ы х 
задач з а ч а с т у ю сводится не к т р а н с ц е н д е н т н о м у 
у р а в н е н и ю , к а к в и з о т р о п н о м случае , а к з а д а ч е 
К о ш и для о б ы к н о в е н н о г о д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о 
уравнения п е р в о г о п о р я д к а о т н о с и т е л ь н о т е м п е ­
р а т у р ы г р а н и ц ы с о п р я ж е н и я в двухмерном слу­
ч а е и для уравнения п е р в о г о п о р я д к а в ч а с т н ы х 
п р о и з в о д н ы х - в т р е х м е р н о м случае . 

Д л я анализа всех особенностей моделирования 
с о п р я ж е н н ы х задач т е п л о о б м е н а в п о г р а н и ч н ы х 
слоях и анизотропной теплопроводности рассмот­
р и м п р о с т е й ш у ю задачу о нагреве двухмерной ани­
зотропной п л а с т и н ы от газодинамического погра ­
н и ч н о г о слоя (рис. 3). П о д о б н ы е задачи рассмат ­
р и в а л и с ь в [18, 22] . 

З д е с ь w - г р а н и ц а с о п р я ж е н и я ; е - н а р у ж н а я 
граница п о г р а н и ч н о г о слоя; (р - угол , о р и е н т и р у ­
ю щ и й г л а в н ы е оси 0\, Оц о т н о с и т е л ь н о д е к а р т о ­
вой с и с т е м ы к о о р д и н а т (х, ут) для тела ; (х, у) - де­
к а р т о в а система к о о р д и н а т для п о г р а н и ч н о г о 
слоя; г, т - и н д е к с ы с о о т в е т с т в е н н о для га за и т е ­
ла . С и с т е м а уравнений и м е е т вид 

д(М + Щх1 = о, 0<у<6.(х), 0 < * < L l f ( 1 6 ) 
ох ау 



Эы ди dp Э (Ш1,гГ,диЛ 

0 < v < 5 ( , ( x ) , 0 < x < L l 5 

Э/ Э/ Э 
оу оу 

Ю . э / + м<ЛЛ_ I W 
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(17) 

(18) 

0 < у < 8 Д х ) , 0 < x < L , , 

р = pRT, 0 < у < 5 Д х ) , 0 < x < L , , (19) 

w ( x , 0 ) = v ( x , 0 ) = 0 , у = 0, 0<x<Lu (20) 

и(л, 5 Д х ) ) = ие(х), Т(х, Ье(х)) = Те(х), 

dpe due 

± = - Р Л Ж , >' = S , (x ) , 0 < x < L , . 

"(О, у ) = «„(у) , Г ( 0 , у ) = Т0(у), 

х = 0 , 0 < у < 5 Д 0 ) , 

Э 2 Г Э 2 Г э 2 г 
. + 2X19-4 -ч + о — О, 

Эх 2 Зл^у 2 2

 Э > , 2 

О < х < L,, 0 < y T < L 2 , 

- г Э Г ( х , 0 ) 
- Х ~ Э у -

_ Л ЭГ(х,0) л 
~ Л 21 5 1 + Л 2 2 

(21) 

(22) 

(23) 

> = о 
ЭГ(х, 0) 

V Эх ' Эу т у л = 0 

0 < x < L , , у т = О, 

Т(х,0)\г

у = 0 = Т(х,0)\1 = 0 = Tw(x), 

0 < x < L , , у т = О, 

(24) 

1 2 1 э ! 
+ X 22 

wl 

эг 
Эу т 

= 0, 0 < х < 
wl 

(25) 

(26) 

Г ( 0 , у т ) | и , = Г и . 2 ( у т ) , х = 0, 0 < y T < L 2 , (27) 

Эх 
+ А. 12 

и>3 

ЭГ 
О, x = Ll9 0 < y T < L 2 . (28) 

Система уравнений пограничного слоя (16)-(22) 
заимствована из [23]; (24), (25) - условия сопряже­
ния на границе w пограничного слоя и анизотроп­
ного тела по тепловому потоку (24) и температуре 
(25). В задаче теплопроводности (23)-(28) д и ф ф е ­
ренциальное уравнение (23) содержит смешанные 
производные и производную второго порядка по 
переменной х. П о э т о м у на границах тела х = 0 и 
х = Lx должны быть заданы граничные условия. 
Однако эти граничные условия являются следст­
вием действия тепловых потоков от погранично­
го слоя. Вместе с этим для получения газодинами­
ческих параметров в сечении х = Lx необходимо 
решить совместные задачи пограничного слоя и 
анизотропной теплопроводности. 

Выход из этой ситуации (имеющей место не 
только для анизотропных, но и многомерных изо­
тропных сопряженных задач) м о ж е т быть найден 
из согласования условий в сечении х = Ьхв погра­
ничном слое и в теле. Т о есть, если в пограничном 
слое в сечении х = Lx распределение газодинами­
ческих функций формируется в процессе реше­
ния в направлении от х = 0 к х = Ьъ то и в теле рас­
пределение температур в сечении х = Lx должно 
быть получено в процессе решения задачи тепло­
проводности в том ж е направлении. 

Таким образом, для соблюдения условий со­
пряжения (24), (25) на границе х = Lx краевое усло­
вие (28) не задается. Однако для замыкания зада­
чи теплопроводности в анизотропном теле на гра­
нице w2 (х = 0) необходимо задать не только 
распределение температур (27), но и распределе­
ние тепловых потоков 

дТ 
гдх 

1 ЭГ 
+ Л 12Т~-

w2 °Ут 

= -q(0, у т ) , 
W2 (29) 

х = 0, 0 < y T < L 2 . 

В сечении х = 0 граничные условия для задачи 
анизотропной теплопроводности также должны 
быть согласованы с газодинамическими характе­
ристиками пограничного слоя в э т о м сечении. 
Различные конструкции анизотропного тела и 
различные условия обтекания предполагают раз­
личные способы задания граничных условий в те­
ле при х = 0. Рассмотрим некоторые из них. 

1. Пусть точка х = 0 на границе w является точ­
кой полного торможения газодинамического по­
тока, направленного поперечно пластине. Тогда 
газодинамические характеристики пограничного 
слоя в сечении х = 0 могут быть определены и за­
даны в виде (22). Если анизотропное тело симме­
трично относительно линии х = 0, т.е. симметрич­
ны как геометрические, так и теплофизические 
характеристики тела, то в этом случае сопряжен­
ный теплообмен симметричен и на границе х = 0 
тела м о ж н о задать условия симметрии тела 

ЭГ 

w2 

. Эг 
+ х ' 2 э 7 т и>2 

- Эг 
= ^ Э 1 w2 

- Эг 
(30) 

х = 0 , 0 < у т < L2, 

а р а с п р е д е л е н и е т е м п е р а т у р ы (27) в сечении х = 0 
п о л н о с т ь ю о п р е д е л и т с я п о г а з о д и н а м и ч е с к и м и 
т е п л о в ы м х а р а к т е р и с т и к а м п о г р а н и ч н о г о слоя 
при х = 0. П о с к о л ь к у на л и н и и х = 0 при отсутст-

Эг 
вии р а з р ы в о в Т Ф Х на э т о й л и н и и А. 1 2т— 

ОУт 

. ЭГ 
= Х ' 2 э 7 т w2 

ЭГ 
то из (30) следует, что и Хххтг-

ох w2 

= ^11 
ЭГ 
дх , т.е. 

w2 



( X 

Рис. 4 . Симметрия главных осей тензора теплопро­
водности на линии х = 0. 

12 
w2 Эу т 

= 0 , х = 0 , 0 < y T < L 2 . (31) 
w2 

Т а к и м о б р а з о м , с о п р я ж е н н а я задача т е п л о о б ­
м е н а в п о г р а н и ч н ы х слоях и а н и з о т р о п н ы х т е л а х 
с с и м м е т р и е й г е о м е т р и ч е с к и х и т е п л о ф и з и ч е с к и х 
х а р а к т е р и с т и к т е л а о п и с ы в а е т с я у р а в н е н и я м и 
(16 ) - (27 ) , (31 ) . 

С и м м е т р и ч н о е о т н о с и т е л ь н о линии х = 0 ани­
з о т р о п н о е т е л о м о ж н о и з г о т о в и т ь п у т е м склеива ­
ния п о линии х = 0 двух о д и н а к о в ы х т е л с одними 
и т е м и ж е т е п л о ф и з и ч е с к и м и х а р а к т е р и с т и к а м и . 
Т о г д а на э т о й линии будут с и м м е т р и ч н о - р а з р ы в ­
н ы м и н а п р а в л е н и я г л а в н ы х осей О^, Оц т е н з о р а 
т е п л о п р о в о д н о с т и , а с л е д о в а т е л ь н о , и н а п р а в л е ­
ния действия г л а в н ы х к о м п о н е н т о в т е н з о р а т е п ­
л о п р о в о д н о с т и Xfy (рис. 4) . 

2. П у с т ь т е п е р ь линия х = 0 является линией 
полного т о р м о ж е н и я однородной анизотропной 
п л а с т и н ы с одинаковой ориентацией г л а в н ы х осей 
т е н з о р а т е п л о п р о в о д н о с т и в к а ж д о й т о ч к е т е л а 
на л и н и и х = 0 ( симметрия Т Ф Х на э т о й линии на­
р у ш е н а ) . В э т о м случае на г р а н и ц е т е л а х = 0 н е 
удается з а д а т ь г р а н и ч н ы е условия п о т е м п е р а т у ­
р е и т е п л о в о м у п о т о к у т а к , к а к в п р е д ы д у щ е м , 
с и м м е т р и ч н о м случае . О д н а к о т е ж е г р а н и ч н ы е 
условия на г р а н и ц е х = 0 м о ж н о с о г л а с о в а т ь с па­
р а м е т р а м и п о г р а н и ч н о г о слоя п р и б л и ж е н н о , ес­
л и в с е ч е н и и х = 0 и двух соседних сечениях, о ч е н ь 
б л и з к о находящихся к х = 0, о п р е д е л и т ь л о к а л ь н о 
о д н о м е р н ы е р а с п р е д е л е н и я т е м п е р а т у р , исполь­
зуя т е п л о в ы е п о т о к и о т п о г р а н и ч н о г о слоя в э тих 
сечениях , а з а т е м в сечении х = 0 н а й т и распреде ­
л е н и е к о м п о н е н т о в г р а д и е н т а т е м п е р а т у р дТ/дх и 
ЭГ/Эу, с п о м о щ ь ю к о т о р ы х в п е р в о м п р и б л и ж е ­
нии м о ж н о о п р е д е л и т ь р а с п р е д е л е н и е т е п л о в ы х 
п о т о к о в в сечении х = 0 и с ф о р м и р о в а т ь к р а е в о е 
условие (29). Э т о к р а е в о е условие м о ж н о у т о ч ­
н и т ь в и т е р а ц и о н н о м ц и к л е , взяв в уравнении теп ­
л о п р о в о д н о с т и в т о р у ю п р о и з в о д н у ю т е м п е р а т у ­
р ы п о п е р е м е н н о й у на р а с ч е т н о й и т е р а ц и и , а сме­
ш а н н у ю п р о и з в о д н у ю и в т о р у ю производную» п о 
п е р е м е н н о й х - из п р е д ы д у щ е й и т е р а ц и и . В р е ­

з у л ь т а т е ф о р м у л и р о в к а д а н н о й з а д а ч и сводится к 
ф о р м у л и р о в к е п р е д ы д у щ е й задачи . 

П о с к о л ь к у в а н и з о т р о п н о м случае на г р а н и ц е 
w с о п р я ж е н и я " г а з - т е л о " п р о д о л ь н ы е с о с т а в л я ю ­
щ и е в е к т о р а т е п л о в о г о п о т о к а с о и з м е р и м ы с 
н о р м а л ь н ы м и к г р а н и ц е с о с т а в л я ю щ и м и , а усло­
вия с о п р я ж е н и я с о д е р ж а т все к о м п о н е н т ы гради­
е н т а т е м п е р а т у р , т о о п р е д е л е н и е т е м п е р а т у р ы 
г р а н и ц ы с о п р я ж е н и я сводится не к трансцендент ­
ному уравнению, к а к в и з о т р о п н о м теле , а к задаче 
К о ш и для о б ы к н о в е н н о г о д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о 
уравнения относительно т е м п е р а т у р ы Tw(x) грани­
ц ы w сопряжения с независимой п е р е м е н н о й х. 

В р а б о т а х [18, 22] описан б е з ы т е р а ц и о н н ы й 
м е т о д р е ш е н и я с о п р я ж е н н о г о т е п л о о б м е н а в п о ­
г р а н и ч н о м слое и а н и з о т р о п н о м т е л е в соответст ­
вии с м а т е м а т и ч е с к о й м о д е л ь ю (16) - (27) , (31). 
М е т о д основан на введении п а р а м е т р а , к о т о р ы м 
я в л я е т с я т е м п е р а т у р а Tw(x) г р а н и ц ы с о п р я ж е н и я , 
и на р е а л и з а ц и и в ы ч и с л и т е л ь н ы х процедур т а к и м 
о б р а з о м , ч т о п р я м о й ход с к а л я р н ы х п р о г о н о к п о 
п е р е м е н н о й у о с у щ е с т в л я е т с я в н а п р а в л е н и и о т 
н а р у ж н о й г р а н и ц ы V п о г р а н и ч н о г о слоя и внут­
р е н н е й г р а н и ц ы wl т е л а к г р а н и ц е w с о п р я ж е н и я . 
Р а с п р е д е л е н и е т е м п е р а т у р в п р о д о л ь н о м н а п р а в ­
л е н и и к а к в т е л е , т а к , в о з м о ж н о , и в п о г р а н и ч н о м 
слое д о л ж н о б ы т ь о п р е д е л е н о п р е д в а р и т е л ь н о . 
В р е з у л ь т а т е появляется в о з м о ж н о с т ь определить 
температуру , а следовательно , и производную 
ЭГ/Эу в л ю б о м к о л и ч е с т в е у з л о в о к р е с т н о с т и гра ­
н и ц ы с о п р я ж е н и я к а к со с т о р о н ы газа , т а к и со 
с т о р о н ы т е л а ч е р е з т е м п е р а т у р у г р а н и ц ы сопря­
ж е н и я Tw. Т о г д а р е з у л ь т а т о м п о д с т а н о в к и з н а ч е ­
ний ЭГ(х, 0)/ду\у = 0 и Э Г ( х , 0)/дут\Ут = 0 в условие (24) 

будет следующее о б ы к н о в е н н о е д и ф ф е р е н ц и а л ь ­
ное уравнение первого порядка относительно тем­
п е р а т у р ы Tw(x) г р а н и ц ы сопряжения (из-за нали­
чия н е д и а г о н а л ь н о г о к о м п о н е н т а %2\ т е н з о р а т е п ­
л о п р о в о д н о с т и при п р о и з в о д н о й дТ(х, 0)/дх): 

dT, 
dx 

- + pTw = q, х > 0 , у = ут = 0 (32) 

с н а ч а л ь н ы м з н а ч е н и е м 

Tw(0) = T w 0 , х = 0 , у = ут = 0. (33) 

В п р е д л о ж е н н о м м е т о д е з адача К о ш и (32), (33) 
ф о р м у л и р у е т с я и р е ш а е т с я на к а ж д о м п р о м е ж у т ­
к е Axt = х{ - х{_ ъ i = 1,1 (предполагается , ч т о э т и 
п р о м е ж у т к и для га за и т е л а совпадают) : 

dx 
+ PiTwi = qh i = 1 , ' / , 

Tw(xt_x) = T} wi- 1> 
i = 1 , 7 - 1 . 

(34) 

(35) 



П р и ч е м на к а ж д о м п р о м е ж у т к е т е м п е р а т у р а 
Tw(x) н е п р е р ы в н о д и ф ф е р е н ц и р у е м а , а на всей 
г р а н и ц е с о п р я ж е н и я - н е п р е р ы в н а . 

Р е ш е н и е м задач К о ш и (34), (35) будут функции 

Twi(x) = T^expHvO + % 1 - е х р ( - ^ х ) ] , 
Pi 

X €Е (Ху_ j , Xj^), / — 1, / , 

где 

А, 1 2 2Ду т 1 1 2 2 А у г 

= а ( г ' т ) = - 3 + 4А%Т)А%Т\ 
Хп2Ауг Хп2Аут 

о ( г , т ) . 0 ( г , т ) д ( г , т ) 0 ( г , т ) с ( г , т ) # 

A - i ' T ) , А - 2 ? т ) , fin'T), 5 - 2 ' т ) - п р о г о н о ч н ы е к о э ф ф и ­
ц и е н т ы в первом и втором у злах /-го сечения в ок ­
рестности г р а н и ц ы с о п р я ж е н и я с о о т в е т с т в е н н о 
со стороны газа и тела, а Ау г , Аут - п о п е р е ч н ы е 
шаги сетки в газе и теле. 

П о с л е о п р е д е л е н и я т е м п е р а т у р Twi(x), i = 1,7 
г р а н и ц ы с о п р я ж е н и я о с у щ е с т в л я ю т с я о б р а т н ы е 
с к а л я р н ы е п р о г о н к и в н а п р а в л е н и и п е р е м е н н о й у 

как в пограничном слое по о п р е д е л е н и ю т е м п е р а ­

турного распределения Т~, j = О, / г - 1 , / = 1, /, 
так и в т е л е по определению т е м п е р а т у р н о г о по ­

л я T]j J = О, j T , / = 1, / . 
Т а к и м о б р а з о м , в о т л и ч и е от с у щ е с т в у ю щ и х 

способов р е ш е н и я с о п р я ж е н н ы х задач т е п л о о б ­
м е н а [19-21] в п р е д л о ж е н н о м м е т о д е отсутству­
ю т итерации , с в я з а н н ы е с с о п р я ж е н н о с т ь ю задач 
( и т е р а ц и о н н ы й процесс м о ж е т б ы т ь связан с су­
щ е с т в е н н о й н е л и н е й н о с т ь ю уравнений, входящих 
в м а т е м а т и ч е с к у ю модель) . 

Н а рис. 5 приведено распределение температу­
р ы Tw(x) г р а н и ц ы сопряжения , полученное при 
численном р е ш е н и и сопряженной задачи (16)-(27), 
(29) п р е д л о ж е н н ы м м е т о д о м . В х о д н ы е д а н н ы е 
п р и н и м а л и с л е д у ю щ и е значения : ие - ЮООх, м/с; 
Те = 1200-200* , К; Ц = 0.5 м; Ь2 = 0.02 м; <р = 45°; 
Х^ = 0.01 к В т / м К. К а к видно, у м е н ь ш е н и е к о м п о ­
н е н т а Хц г л а в н о г о т е н з о р а т е п л о п р о в о д н о с т и п о 

Г, К 

х, м 

Рис. 5. Температурный профиль на границе сопряже­
ния: = 0.01 кВт/м К, 2 - \ = 0.02 кВт/м К, J -
ХЦ = 0.04 кВт/м К, 4 - \ = 0.08 кВт/м К, 5 - \ = 
= 0.16кВт/м К, 6 - Хц = 0.32 кВт/м К; 7 - \ = 
= 0.64 кВт/м К; 8 - \ = 1.28 кВт/м К. 

с р а в н е н и ю со з н а ч е н и я м и Х^ (или, ч т о т о ж е , уве­
л и ч е н и е к о м п о н е н т а Х^ п о с р а в н е н и ю с к о м п о н е н ­
т о м Хц) приводит к существенному у в е л и ч е н и ю 
значений т е м п е р а т у р на границе с о п р я ж е н и я , 
следствием ч е г о является у м е н ь ш е н и е вниз по п о ­
т о к у п л о т н о с т и газа и у в е л и ч е н и е его динамичес­
к о й вязкости. Э т о явление д о л ж н о приводить к 
с н и ж е н и ю теплового п о т о к а от пограничного слоя 
к телу в зависимости от степени анизотропии. 

Н а п р и м е р , для п и р о л и т и ч е с к о г о г р а ф и т а , ха­
р а к т е р и с т и к и к о т о р о г о з а и м с т в о в а н ы из [24] и 
п р и в е д е н ы в т а б л . 1, при степени а н и з о т р о п и и 
- 1 0 0 - 2 0 0 у м е н ь ш е н и е т е п л о в о г о п о т о к а , п о пред­
в а р и т е л ь н ы м о ц е н к а м , м о ж е т достигать 4 0 % . 
П р а к т и ч е с к и э т о м о ж н о сделать с л е д у ю щ и м о б ­
р а з о м : на к о н с т р у к ц и ю , р а б о т а ю щ у ю в условиях 
отсутствия уноса массы , наносится т о н к и й слой 
п и р о л и т и ч е с к о г о г р а ф и т а ( - 0 . 5 - 1 мм) . В р е з у л ь ­
т а т е п р о д о л ь н а я с о с т а в л я ю щ а я к о н д у к т и в н о г о 
т е п л о в о г о п о т о к а будет существенно в ы ш е п о п е ­
р е ч н о й с о с т а в л я ю щ е й п о с р а в н е н и ю с и з о т р о п ­
н ы м случаем, ч т о приведет к п о в ы ш е н и ю т е м п е ­
р а т у р ы Tw(x) г р а н и ц ы с о п р я ж е н и я вниз по п о т о к у 

Таблица 1 

г , к 100 200 400 500 1000 1500 2000 2500 
Х§, к Вт/м К 4.998 3.284 1.47 1.18 0.546 0.32 0.25 0.23 
Хц, кВт/м К 0.04 0.0155 0.0071 0.0046 0.0025 0.0017 0.0013 0.0011 
с, кДж/кг К 0.714 - - 1.26 2.1 2.39 2.48 2.56 
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Рис. 6. Геометрия затупления носовой части. 

( а ) 

Рис. 7. Температурное поле и координаты границы 
wl в затупленном анизотропном теле: а - ортотроп-
ное тело (ф = 0), б - (р = 0, в - (р = 45°, г - ф = 95°. 

и с о о т в е т с т в е н н о у м е н ь ш е н и ю т е п л о в о г о п о т о к а 
о т п о г р а н и ч н о г о слоя . 

В условиях а э р о г а з о д и н а м и ч е с к о г о н а г р е в а за­
т у п л е н н ы х н о с о в ы х ч а с т е й г и п е р з в у к о в ы х л е т а ­
т е л ь н ы х а п п а р а т о в в о з н и к а е т н е о б х о д и м о с т ь со­
х р а н е н и я г е о м е т р и и н о с о в о й ч а с т и (например , 
для сохранения л о б о в о г о с о п р о т и в л е н и я , к о т о р о е 
б ы л о п р и н я т о при п р о е к т и р о в а н и и ) , х о т я воздей­
ствие н а б е г а ю щ е г о п о т о к а д о л ж н о б ы л о б ы при­
водить к уносу м а с с ы о б т е к а е м о г о т е л а . О д н а к о , 
если н о с о в у ю ч а с т ь и з г о т о в и т ь из м а т е р и а л а с 
в ы с о к о й с т е п е н ь ю а н и з о т р о п и и ( -100) с о р и е н т а ­
цией г л а в н о й оси т е н з о р а т е п л о п р о в о д н о с т и с 
б о л ь ш и м з н а ч е н и е м к о э ф ф и ц и е н т а т е п л о п р о в о д ­
ности в д о л ь п р о д о л ь н о й оси з а т у п л е н н о г о т е л а , 
т о отвод т е п л о в о г о п о т о к а в э т о м н а п р а в л е н и и 
будет н а с т о л ь к о велик , ч т о т е м п е р а т у р а поверх­
ности на з а т у п л е н и и н о с о в о й ч а с т и не достигнет 
значения , при к о т о р о м будет происходить унос 
м ассы . Э т о п о д т в е р ж д а ю т исследования , п р о в е ­
д е н н ы е в р а б о т е [25]. 

Н а рис. 6 и 7 представлены схема расчетной об­
ласти и один из вариантов расчета аэрогазодинами­
ческого нагрева носового затупления, изготовлен­
ного из анизотропного м а т е р и а л а со степенью ани­
зотропии А^/А^ - 100 ( Т Ф Х приведены в табл . 1). 
О с т а л ь н ы е исходные д а н н ы е п р и н и м а л и следую­
щ и е значения : Rx = 0.01 м; R0 = 0.026 м; 0 0 = 5°; т е м ­
п е р а т у р а р а з р у ш е н и я Г * = 2500 К; э ф ф е к т и в н а я 
э н т а л ь п и я м а т е р и а л а <2* = 12600 к Д ж / к г ; с тепень 
черноты 8 = 0.8; начальная температура Тшч = 300 К . 
К о э ф ф и ц и е н т т е п л о о т д а ч и oc w l и э ф ф е к т и в н а я 
т е м п е р а т у р а п о г р а н и ч н о г о слоя Те для э т о г о слу­
ч а я п р е д с т а в л е н ы в т а б л . 2. 

И з рис . 76 видно, ч т о унос м а с с ы п р а к т и ч е с к и 
р а в е н н у л ю , п о с к о л ь к у г л а в н а я ось ^ с б о л ь ш и м 
к о э ф ф и ц и е н т о м т е п л о п р о в о д н о с т и о р и е н т и ­
р о в а н а вдоль оси т е л а , х о т я в других в а р и а н т а х 
о р и е н т а ц и и г л а в н ы х осей т е н з о р а т е п л о п р о в о д ­
ности унос м а с с ы существен (рис. 7а, 7в , 7г) . 

Р е ш е н и е аналогичной п р о б л е м ы , но с ц е л ь ю за­
тягивания области перехода л а м и н а р н о г о р е ж и м а 
течения в турбулентный, рассматривалось в р а б о ­
тах [26 ,27] , где использовался интенсивный нагрев 
газа на к о р о т к о м н а ч а л ь н о м участке течения , ч т о 
приводило к существенным з а т р а т а м т е п л о в о й 
энергии . 

Выводы по разделу: 

1. В с о п р я ж е н н ы х задачах п о г р а н и ч н о г о слоя и 
т е п л о п р о в о д н о с т и в а н и з о т р о п н ы х т е л а х г р а н и ч ­
н ы е условия д о л ж н ы б ы т ь с о г л а с о в а н ы п р а к т и ­
ч е с к и на всех границах . Г р а н и ч н ы е условия м о г у т 
б ы т ь о д н о з н а ч н о с ф о р м у л и р о в а н ы на п р о д о л ь ­
ных границах системы " г а з - т е л о " , т.е. на границах 
с о п р я ж е н и я , на н а р у ж н о й г р а н и ц е п о г р а н и ч н о г о 
слоя и на в н у т р е н н е й г р а н и ц е т е л а . Н а п о п е р е ч ­
н о й г р а н и ц е в к о н е ч н о м сечении т е л а г р а н и ч н о е 



Т а б л и ц а 2 

0, рад 0 0.371 0.742 1.113 1.484 1.855 2.226 2.6 2.97 

awl, к В т / м 2 К 0.651 7.5 16.03 15.24 5.17 15.24 15.5 6.97 0.72 

те,к 4446 3870 3829 3829 3829 3829 3964 4249 4638 

условие для уравнения т е п л о п р о в о д н о с т и , к а к 
п р а в и л о , неизвестно , т а к к а к в э т о м сечении рас ­
пределение т е м п е р а т у р ы и т е п л о в о г о п о т о к а в 
существенной степени зависит о т р а с п р е д е л е н и я 
т е м п е р а т у р ы и т е п л о в о г о п о т о к а в к о н е ч н о м се­
ч е н и и п о г р а н и ч н о г о слоя , где г р а н и ч н ы е условия 
не з а д а ю т с я (граница свободна от г р а н и ч н ы х ус­
ловий) . Т а к и м о б р а з о м , с о о т в е т с т в у ю щ а я грани­
ца в т е л е т а к ж е д о л ж н а б ы т ь о с в о б о ж д е н а о т гра­
н и ч н ы х условий. О д н а к о для однозначности р е ­
ш е н и я задачи т е п л о п р о в о д н о с т и в н а ч а л ь н о м 
сечении т е л а н е о б х о д и м о задать и р а с п р е д е л е н и е 
т е м п е р а т у р , и р а с п р е д е л е н и е т е п л о в ы х п о т о к о в 
(т.е. , в п р о д о л ь н о м н а п р а в л е н и и ставится задача 
К о ш и для уравнения т е п л о п р о в о д н о с т и в т еле ) . 
Э т о т в ы в о д в п о л н о й м е р е относится и к сопря­
ж е н н ы м з а д а ч а м п о г р а н и ч н о г о слоя и м н о г о м е р ­
ной и з о т р о п н о й т е п л о п р о в о д н о с т и . 

2. В с о п р я ж е н н ы х задачах пограничного слоя и 
изотропной теплопроводности (в т о м числе и мно­
гомерной) условие сопряжения сводится к транс­
цендентному уравнению относительно температу­
р ы Tw г р а н и ц ы с о п р я ж е н и я в к а ж д о м сечении. Од­
н а к о в с о п р я ж е н н ы х задачах пограничного слоя и 
а н и з о т р о п н о й т е п л о п р о в о д н о с т и из-за н а л и ч и я в 
условии с о п р я ж е н и я п р о д о л ь н о г о к о м п о н е н т а 
дТ/дх градиента т е м п е р а т у р для н о р м а л ь н о й со­
с т а в л я ю щ е й в е к т о р а теплового п о т о к а условие со­
п р я ж е н и я в двухмерном случае сводится к о б ы к н о ­
венному д и ф ф е р е н ц и а л ь н о м у уравнению первого 
п о р я д к а о т н о с и т е л ь н о т е м п е р а т у р ы г р а н и ц ы со­
п р я ж е н и я Tw(x) и в т р е х м е р н о м случае - к уравне­
н и ю п е р в о г о п о р я д к а в ч а с т н ы х производных . 

3. И с с л е д о в а н и я п о к а з а л и , ч т о если процесс 
с о п р я ж е н н о г о т е п л о о б м е н а на т е л а х с б о л ь ш о й 
с т е п е н ь ю а н и з о т р о п и и (к^/\ ~ 100) о р г а н и з о в а т ь 
т а к и м о б р а з о м , ч т о б ы г л а в н а я ось с б о л ь ш и м к о ­
э ф ф и ц и е н т о м т е п л о п р о в о д н о с т и б ы л а н а п р а в л е ­
на вдоль тела , а с м е н ь ш и м - в п о п е р е ч н о м на­
правлении , т о м о ж н о п о л у ч и т ь существенное сни­
ж е н и е т е п л о в ы х п о т о к о в к т елу вниз п о т е ч е н и ю . 
Э т о т э ф ф е к т м о ж н о и с п о л ь з о в а т ь при п о с т р о е ­
нии т е п л о в о й з а щ и т ы н о с о в ы х частей гиперзву­
к о в ы х л е т а т е л ь н ы х а п п а р а т о в для устранения 
уноса массы . 

4. П р о в е д е н и е д о п о л н и т е л ь н ы х исследований 
с о п р я ж е н н о г о т е п л о о б м е н а в условиях значи­
т е л ь н ы х с о с т а в л я ю щ и х п р о д о л ь н о г о к о м п о н е н т а 
г р а д и е н т а т е м п е р а т у р ы на границе с о п р я ж е н и я 
я в л я е т с я н е о б х о д и м ы м с ц е л ь ю п о д т в е р ж д е н и я 
и л и о п р о в е р ж е н и я одного из допущений , на осно­

ве к о т о р ы х ф о р м у л и р у ю т с я уравнения погранич­
ного слоя, а именно: о малости продольных состав­
л я ю щ и х градиента т е м п е р а т у р ы по сравнению с 
п о п е р е ч н ы м и составляющими. В этих условиях 
пристенное т е ч е н и е м о ж е т о п и с ы в а т ь с я не урав ­
нениями п а р а б о л и ч е с к о г о типа , а уравнениями 
э л л и п т и ч е с к о г о типа . 

3. С О В М Е С Т Н Ы Е Т Е П Л О О Б М Е Н 
И Ф И Л Ь Т Р А Ц И Я В А Н И З О Т Р О П Н Ы Х Т Е Л А Х 

Р е з у л ь т а т ы исследований совместного т е п л о ­
о б м е н а и ф и л ь т р а ц и и г а з о о б р а з н ы х и ж и д к и х 
сред в и з о т р о п н ы х п о р и с т ы х т е л а х п р и в е д е н ы в 
б о л ь ш о м к о л и ч е с т в е публикаций и м о н о г р а ф и й , 
н а п р и м е р , в [20, 2 8 - 3 4 ] . С л о ж н о с т и о п р е д е л е н и я 
т е п л о в о г о состояния т е л в условиях совместного 
т е п л о о б м е н а и ф и л ь т р а ц и и а н а л о г и ч н ы т е м , к о ­
т о р ы е с о п р о в о ж д а ю т с о п р я ж е н н ы й т е п л о о б м е н . 
Д л я о п р е д е л е н и я т е п л о в о г о состояния п о р и с т о г о 
т е л а н е о б х о д и м о з н а т ь массовую с к о р о с т ь ф и л ь ­
трации , а для о п р е д е л е н и я последней н е о б х о д и м о 
з н а т ь т е п л о в о е состояние тела . О д н а к о б о л ь ш и н ­
ство е с т е с т в е н н ы х и искусственных п о р и с т ы х ма­
т е р и а л о в я в л я ю т с я а н и з о т р о п н ы м и , п р и ч е м , к а к 
правило , г л а в н ы е оси тензоров теплопроводности 
и проницаемости совпадают. Вместе с тем , за ис­
к л ю ч е н и е м н е к о т о р ы х р а б о т автора [35, 36, 37], 
публикации к а к п о совместной п р о б л е м е анизот ­
р о п н о й т е п л о п р о в о д н о с т и и ф и л ь т р а ц и и , т а к и п о 
а н и з о т р о п н о й ф и л ь т р а ц и и отсутствуют . 

Классическим з а к о н о м линейной и з о т р о п н о й 
ф и л ь т р а ц и и является з акон Дарси, в соответствии 
с к о т о р ы м в е к т о р скорости ф и л ь т р а ц и и пропор­
ционален антиградиенту давления ф и л ь т р а ц и и 

V = - - g r a d p , (36) 

где к - к о э ф ф и ц и е н т п р о н и ц а е м о с т и ж и д к о й и л и 
газообразной ф а з ы ; ц - ее динамическая вязкость . 
Т а к ж е к а к и в других законах, например , в з аконе 
анизотропной теплопроводности Фурье , ф о р м а за­
кона анизотропной ф и л ь т р а ц и и сохраняется, а к о ­
э ф ф и ц и е н т п р о н и ц а е м о с т и з а м е н я е т с я на т е н з о р 
п р о н и ц а е м о с т и 

gr&dpf. (37) 

З д е с ь К - т е н з о р п р о н и ц а е м о с т и с к о м п о н е н ­
т а м и [ktj], ij = 1, 3 , п р и ч е м , если г л а в н ы е оси тен­
з о р а т е п л о п р о в о д н о с т и с о в п а д а ю т с г л а в н ы м и 



Таблица 3. Yl(cp)ju = U(cp)fv= 1 

N. Г 
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 

0.0266 1.0 1.0 0.997 0.994 0.993 
0.133 0.997 0.994 0.989 0.988 0.986 
0.293 0.987 0.983 0.980 0.977 0.978 
0.825 0.980 0.975 0.974 0.973 0.974 
1.357 0.976 0.973 0.972 0.971 0.973 
1.89 0.973 0.971 0.969 0.970 0.971 

Таблица 4. U(cp)ju = Yl(cp)fv= 10 

f 
F o ^ v 

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 

0.0266 0.995 0.996 0.987 0.969 0.953 
0.133 0.978 0.963 0.932 0.907 0.902 
0.293 0.914 0.895 0.871 0.856 0.863 
0.825 0.877 0.867 0.834 0.821 0.828 
1.357 0.845 0.830 0.810 0.802 0.812 
1.89 0.824 0.813 0.797 0.791 0.804 

Таблица 5. U(cp)ju = TI(cp)fv = 20 

Fo Л \ 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 

0.0266 0.995 0.994 0.980 0.950 0.923 
0.133 0.964 0.940 0.892 0.845 0.835 
0.293 0.853 0.829 0.788 0.758 0.764 
0.825 0.790 0.764 0.727 0.700 0.710 
1.357 0.738 0.720 0.685 0.665 0.680 
1.89 0.700 0.685 0.658 0.646 0.650 

осями тензора проницаемости, т о к о м п о н е н т ы по­
следнего получаются из компонентов тензора теп­
лопроводности заменой главных компонентов тен­
зора теплопроводности Х^, А^, Х^ на главные компо­
н е н т ы тензора проницаемости к^ к^, к^. В (37) 
индекс " / " относится к ф и л ь т р у ю щ е й с я среде. 

У р а в н е н и е ф и л ь т р а ц и и г а з о в о й ф а з ы в порис­
т о м т е л е м о ж н о п о л у ч и т ь , если з а к о н ф и л ь т р а ­
ции (37) и зависимость п л о т н о с т и из уравнения 
состояния подставить в уравнение н е р а з р ы в н о с т и 

^ + d i v ( p / V / ) = 0 . (38) 

Тогда уравнение нестационарной фильтрации 
для сжимаемого ф и л ь т р у ю щ е г о с я газа относитель­
но давления ф и л ь т р а ц и и п р и м е т вид 

Ш) = Н^тжгётайр'< 

Д л я с т а ц и о н а р н о й ф и л ь т р а ц и и н е с ж и м а е м о й 
ж и д к о с т и уравнение ф и л ь т р а ц и и (39) у п р о щ а е т с я 
и п р и о б р е т а е т вид 

p,q=l 
В к а ч е с т в е г р а н и ч н ы х условий для уравнений 

(39) или (40) на границах т е л а з адается давление , 
о д н а к о с у щ е с т в у ю т и случаи, к о г д а на г р а н и ц е те ­
л а м о г у т б ы т ь з а д а н ы з н а ч е н и я н о р м а л ь н о й про­
изводной давления . 

Д л я о п р е д е л е н и я к о м п о н е н т о в в е к т о р а с к о р о ­
сти ф и л ь т р а ц и и используется з а к о н (37) в с к а л я р ­
ной ф о р м е 

1 (, Ъ ^ ь Ъ р ^ ь Ъ £ 
-и = 

-V = 

-W = 

1 

1 

к ^ + к ^ + к 
22ду + к 

др 

dp 

(41) 

• ^ + к 
' 3 2 Эу 3 3 Э г 

(39) 

где р а с п р е д е л е н и е д а в л е н и я ф и л ь т р а ц и и о п р е д е ­
л я е т с я из уравнений (39) или (40). К о м п о н е н т ы и, 
v, w с к о р о с т и ф и л ь т р а ц и и и с п о л ь з у ю т с я в к о н ­
в е к т и в н о м ч л е н е у р а в н е н и я а н и з о т р о п н о й т е п л о ­
проводности 

?>т 
ср^ = d i v ( A ( r ) g r a d r ) - r i ( c p ) / ( V / ) g r a d r ) . ( 4 2 ) 

З д е с ь П - п о р и с т о с т ь к а р к а с а . 
С о о т н о ш е н и я (39)- (42) п о к а з ы в а ю т , ч т о в ус­

л о в и я х а н и з о т р о п н о й ф и л ь т р а ц и и о ч е н ь трудно 
в ы б р а т ь к о о р д и н а т н о е н а п р а в л е н и е с п о д а в л я ю ­
щ и м расходом ф и л ь т р у ю щ е й с я с р е д ы , п о с к о л ь к у 
м а с с о в ы й п о т о к зависит к а к о т з н а ч е н и й к о м п о ­
н е н т о в и н а п р а в л е н и я г л а в н ы х осей т е н з о р а п р о ­
ницаемости , т а к и о т в е л и ч и н ы г р а д и е н т а давле ­
ния. С л е д о в а т е л ь н о , задачу ф и л ь т р а ц и и с исполь­
зованием уравнений (39) или (40) необходимо 
ф о р м у л и р о в а т ь и р е ш а т ь в м н о г о м е р н о й поста­
новке . П р и э т о м , поскольку динамическая вяз­
кость существенно зависит от т е м п е р а т у р ы , мно­
гомерное т е м п е р а т у р н о е п о л е в а н и з о т р о п н о м 
п о р и с т о м т е л е д о л ж н о б ы т ь и з в е с т н ы м , а для оп­
р е д е л е н и я п о л я т е м п е р а т у р н е о б х о д и м о з н а т ь 
в е к т о р Yf с к о р о с т и ф и л ь т р а ц и и . Т а к и м о б р а з о м , 
задачу а н и з о т р о п н о й т е п л о п р о в о д н о с т и н е о б х о ­
димо р е ш а т ь совместно с з а д а ч е й а н и з о т р о п н о й 
ф и л ь т р а ц и и . 

В [35] исследовано влияние ф и л ь т р а ц и и на 
р а с п р е д е л е н и е т е м п е р а т у р в а н и з о т р о п н о м пори­
стом конусе с з а т у п л е н и е м п р и е го аэрогазодина ­
м и ч е с к о м нагреве . В т а б л . 3 - 5 п р и в е д е н ы н е к о т о ­
р ы е р е з у л ь т а т ы на л и н и и п о л н о г о т о р м о ж е н и я в 
виде зависимости о т н о ш е н и я т е м п е р а т у р ы анизо ­
тропного тела с учетом фильтрации к температуре 



Г, К 250 300 350 400 450 500 550 650 

ji(T), кг/м с 10 0.8 0.04 0.00363 4.8 х Ю - 4 1.1 х 10" 4 4.1 х 10" 5 0.9 х 10" 5 

а н и з о т р о п н о г о тела , но без у ч е т а ф и л ь т р а ц и и от 
б е з р а з м е р н о й п е р е м е н н о й г = r/rw2 и чисел Ф у р ь е 

F o = | |A , | | e f f r / (cp) e f f 5 2 , ||А,|| = V V W i ; Aeff и (cp)eff о п р е ­
делялись в соответствии с [33] в виде зависимос­
т е й X e f f = А , ( 1 - П ) + XfYl, ( c p ) e f f = ср(1 - П ) + (ср)Д1. 

В т а б л . 3 -5 и, v - к о м п о н е н т ы двухмерного 
в е к т о р а с к о р о с т и ф и л ь т р а ц и и , П - пористость . 
И з т а б л и ц видно, ч т о влияние ф и л ь т р а ц и о н н ы х 
членов в многомерном уравнении теплопроводнос­
ти анизотропного тела на температурное поле для 
исследованного диапазона массовых скоростей 
ф и л ь т р а ц и и м о ж е т б ы т ь значительным (до 35%) и 
существенно зависит от чисел Фурье , м а с с о в ы х 
с к о р о с т е й ф и л ь т р а ц и и и р а с п о л о ж е н и я узлов от­
н о с и т е л ь н о г р а н и ц ы нагрева . 

С у щ е с т в е н н а я зависимость д и н а м и ч е с к о й вяз ­
к о с т и от т е м п е р а т у р ы для н е к о т о р ы х ж и д к о с т е й 
м о ж е т б ы т ь использована для организации н о в ы х 
способов тепловой з а щ и т ы носовых частей гипер­
звуковых л е т а т е л ь н ы х аппаратов при сохранении 
их геометрических параметров , если применить 
автоматическое регулирование подачи "сверхте­
к у ч е г о " о х л а д и т е л я ч е р е з о р г а н и з о в а н н ы е п о р ы 
(капилляры) [38]. Одним из таких охладителей яв­
ляется глицерин, зависимость динамической вяз­
кости о т т е м п е р а т у р ы к о т о р о г о , заимствованная 
из [39], приведена в т а б л . 6. 

В [36] описана и исследована м а т е м а т и ч е с к а я 
м о д е л ь т а к о г о способа т е п л о в о й з а щ и т ы . П р и о р ­
ганизации к а п и л л я р о в под о п р е д е л е н н ы м у г л о м к 

оси з а т у п л е н н о г о т е л а о н о становится а н и з о т р о п ­
н ы м к а к для т е п л о п р о в о д н о с т и , т а к и для ф и л ь т ­
рации , п р и ч е м о р и е н т а ц и я г л а в н ы х осей т е н з о р о в 
т е п л о п р о в о д н о с т и и п р о н и ц а е м о с т и совпадает . 
П р и увеличении л о к а л ь н ы х т е п л о в ы х п о т о к о в со­
ответственно увеличивается температура , умень­
шается д и н а м и ч е с к а я в я з к о с т ь и под действием 
одного и т о г о ж е перепада давления м е ж д у внут­
р е н н е й и н а р у ж н о й г р а н и ц а м и увеличивается рас ­
ход охладителя, фильтрующегося через организо­
ванные п о р ы с образованием и течением на наруж­
ной границе тела испаряющейся жидкой пленки. 
В работе [36] совместно р е ш е н ы задачи анизотроп­
ной т е п л о п р о в о д н о с т и , а н и з о т р о п н о й ф и л ь т р а ­
ции, о б р а з о в а н и я и т е ч е н и я з а щ и т н о й ж и д к о й 
п л е н к и с и с п а р е н и е м и вдувом в п о г р а н и ч н ы й 
слой. О с н о в н о й х а р а к т е р и с т и к о й т а к о й к о м ­
п л е к с н о й п р о б л е м ы является м а с с о в ы й расход 
охладителя или л и н е й н а я с к о р о с т ь |Vwl| ф и л ь т р а ­
ции на н а р у ж н о й границе . Д л я р а с ч е т н о й схемы, 
представленной на рис. 8, п о л у ч е н ы многочис ­
л е н н ы е р е з у л ь т а т ы р а с ч е т о в , ч а с т ь из к о т о р ы х 
представлена на рис. 9 и 10 в виде зависимостей 
скорости ф и л ь т р а ц и и на н а р у ж н о й границе w l о т 
г л а в н ы х к о м п о н е н т о в т е н з о р а п р о н и ц а е м о с т и 
кц. Д л я э т о г о варианта т е п л о ф и з и ч е с к и е и геомет­
рические характеристики принимались следующи­
ми. Д л я охладителя: динамическая вязкость приве­
дена в табл . 6; т емпература испарения Те* = 700 К; 
т е п л о т а испарения Q* = 2 1 0 0 к Д ж / к г ; п л о т н о с т ь 

ось ЛА 

Рис. 8 . Геометрия расчетной области. 

Таблица 6 
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Рис. 9. Влияние на скорость анизотропной фильтрации на наружной границе компонента к^ тензора проницаемости: 
а - к$ = 1(Г 1 4 м 2 , б - 3 х 1(Г 1 4 м 2; в - 5 х 10~ 1 4 м 2 . 

9 18 
z х 10" 3 , м 

Рис. 10. Влияние на скорость анизотропной фильтрации на наружной границе компонента кц тензора проницаемости: 
а - ^ = 1 0 " 1 4 ^ ^ м 2 , б - З х К Г 1 4 м 2 ; в - 5 х К Г 1 4 м 2 

pf = 1200 к г / м 3 ; т е п л о е м к о с т ь су = 2.52 к Д ж / к г К; 
т е п л о п р о в о д н о с т ь 7^ = 0.29 к В т / м К; п о р и с т о с т ь 
П = 0.4. Д л я каркаса : плотность р = 7800 кг /м 3 ; теп­
л о е м к о с т ь с = 1.26 к Д ж / к г К; к о м п о н е н т ы главно­
го т е н з о р а теплопроводности = 0.084 к В т / м К , 
7^ = 0.336 к В т / м К . Г е о м е т р и ч е с к и е х а р а к т е р и с ­
т и к и : rwl = 0.013 м; rw2 = 0.01 м; 9 0 = 10°; (р = 30°. 
Д а в л е н и е на г р а н и ц е w2 п о с т о я н н о и р а в н о pw2 = 
= 5 х 10 5 П а , а р а с п р е д е л е н и е давления на границе 
w l , з а и м с т в о в а н н о е из р а б о т ы [40], в ы ч и с л я е т с я 
п о с л е д у ю щ е й и н т е р п о л я ц и о н н о й ф о р м у л е : 

PwiiWPo = l - 1 . 1 7 c o s 2 e ' + 0 .25cos 6 e' , 

9' = е + в 0 , 

где р0 - давление т о р м о ж е н и я . 

Н а рис. 9 представлены р е з у л ь т а т ы расчетов 
зависимости скорости ф и л ь т р а ц и и | V w l | охладите­
л я от к о м п о н е н т а к$ т е н з о р а проницаемости вдоль 
переменной z = (тс/2 - 9 ')r v v l . И з рисунка видно, ч т о 
непосредственно на з атуплении для з н а ч е н и я п р о ­

д о л ь н о й к о о р д и н а т ы 9' = 6 + 0О, р а в н о г о з н а ч е н и ю 
ф = 30° (или в о к р е с т н о с т и э т о г о угла) , н а б л ю д а ­
ется совпадение с к о р о с т е й ф и л ь т р а ц и и . Э т о ука­
з ы в а е т на т о , ч т о в о к р е с т н о с т и э т о г о угла ф и л ь ­
т р а ц и я будет о р т о т р о п н о й , т .е . л о к а л ь н а я систе­
м а к р и в о л и н е й н ы х к о о р д и н а т (г, 9) находится в 
окрестности г л а в н ы х осей 0\ и Ох\ т е н з о р а прони­
цаемости. В результате компонент не дает вклада 
в суммарный расход охладителя, к о т о р ы й ориенти­
рован в направлении оси Or. К р о м е этого , скорость 
анизотропной н е и з о т е р м и ч е с к о й ф и л ь т р а ц и и ох­
ладителя в окрестности линии полного т о р м о ж е ­
ния в н е с к о л ь к о р а з н и ж е скорости ф и л ь т р а ц и и на 
б о к о в о й поверхности (z > 18 х 10^ 3 м) , ч т о объясня­
ется значительно м е н ь ш и м перепадом давления 
Pw2 ~ Pw\(Q(z)) в окрестности э т о й линии п о сравне­
н и ю с перепадом на боковой поверхности. 

Н а рис . 10 п р е д с т а в л е н ы а н а л о г и ч н ы е р е з у л ь ­
т а т ы для ф и к с и р о в а н н ы х з н а ч е н и й к^ и в а р ь и р у е ­
м ы х з н а ч е н и й кц. Р е з у л ь т а т ы п о к а з ы в а ю т , ч т о 
влияние к о м п о н е н т а кц на с к о р о с т ь ф и л ь т р а ц и и 
з н а ч и т е л ь н о в ы ш е , ч е м в л и я н и е к о м п о н е н т а к^ 
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Рис. 1 1 . Влияние на скорость фильтрации угла ф ори­
ентации главных осей Оср и Оц тензора проницаемос­
ти при \ = 10~ 1 4 м 2 , кц = 5 х 1(Г 1 4 M 2 : 7 - Z = 0 M , 2 - Z = 
= 0.009 M , 3 - Z = 0.018 м. 

ип м/с 
0.4 г 

г, м 

Рис. 13. Поле радиального компонента иг(г, 6 ) скоро­
сти изотропной фильтрации: i - z = 0 ,2 - г = 7i /9r w l , 3 -
z = 2n/9rwh4 - z = 3n/9rwh 5-z = 4n/9rwh 6-z = 0.2 м. 

(рис. 9). Э т о связано с т е м , ч т о на з атуплении со­
с т а в л я ю щ а я в е к т о р а с к о р о с т и ф и л ь т р а ц и и в на­
п р а в л е н и и оси Or в о з р а с т а е т б ы с т р е е с р о с т о м кц, 
п о с к о л ь к у угол м е ж д у осями Оц и Or м е н ь ш е , ч е м 
угол м е ж д у осями Ot, и Or. С у в е л и ч е н и е м угла (р 
ситуация будет меняться т а к и м о б р а з о м , ч т о р е ­
з у л ь т а т ы на рис . 9 и 10 п о м е н я ю т с я местами . 

Н а рис . 11 п р и в е д е н ы р е з у л ь т а т ы р а с ч е т о в за­
висимости расхода охладителя от угла ср ориента ­
ции г л а в н ы х осей О ^ и Ог | т е н з о р а п р о н и ц а е м о с ­
ти . Видно , ч т о расход увеличивается с п р и б л и ж е ­
н и е м оси Or к главной оси с б о л ь ш и м з н а ч е н и е м 
к о м п о н е н т а т е н з о р а проницаемости . 

р х 10 5 , Па 

г, м 

Рис. 12. Распределение давления фильтрации: 7 - z = 
= 0,2 - z = n/9rwh 3-z = 2n/9rwh 4-z = 3n/9rwl, 5-z = 
= 4n/9rwh6-z = 02 м. 

we, м/с 

-0.251 1 1 
0.010 0.014 0.018 
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Рис. 14. Поле продольного компонента w0(r, 0 ) скоро­
сти изотропной фильтрации: l - z = 0 ,2 -z = n/9rwh 3 -
z = 2n/9rwh 4-z = 3n/9rwh 5-z = 4n/9rwl, 6 - z = 0.2 м. 

О т м е т и м и н т е р е с н о е поведение п р о ф и л я дав­
л е н и я р(г, 0) ф и л ь т р а ц и и внутри п о р и с т о г о т е л а и 
к о м п о н е н т о в иг(г, 9), и 0 (г, 9) в е к т о р а с к о р о с т и 
ф и л ь т р а ц и и . Д л я т о г о ж е в а р и а н т а исходных дан­
н ы х на рис . 12-15 п р е д с т а в л е н ы п р о ф и л ь давле ­
ния ф и л ь т р а ц и и (рис. 12), п р о ф и л и к о м п о н е н т о в 
и г (г , 9) и щ(г, 9) и з о т р о п н о й н е и з о т е р м и ч е с к о й 
ф и л ь т р а ц и и (рис. 13, 14) и п р о ф и л ь п р о д о л ь н о г о 
к о м п о н е н т а м 0(г, 9) в е к т о р а с к о р о с т и а н и з о т р о п ­
ной ф и л ь т р а ц и и (рис. 15). 

Непосредственно на затуплении давление ф и л ь ­
трации монотонно у б ы в а е т вдоль переменной г 
(кривые 1-5 на рис. 12). В конической области 
(кривая 6) распределение давления ф и л ь т р а ц и и 
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Рис. 15. Поле продольного компонента и0(г, 0) скоро­
сти анизотропной фильтрации: i - z = 0 , 2 - z = ft/9rwl, 
3-z = 2n/9rwh 4-z = 3n/9rwh5 -z = 4n/9rwh 6 - z = 0.2 м. 

имеет т о ч к и перегиба. Э т о связано с тем, ч т о про­
д о л ь н ы й к о м п о н е н т ив в е к т о р а с к о р о с т и ф и л ь т ­
р а ц и и на з а т у п л е н и и н а п р а в л е н о т линии п о л н о г о 
т о р м о ж е н и я к л и н и и с о п р я ж е н и я з а т у п л е н и я и 
к о н и ч е с к о й о б л а с т и . В о к р е с т н о с т и э т о й линии 
с о п р я ж е н и я г а з о д и н а м и ч е с к о е давление pe(Q) 
в о з р а с т а е т вниз п о п о т о к у [40] и к о м п о н е н т щ в 
э т о й о к р е с т н о с т и н а п р а в л е н в п р о т и в о п о л о ж н у ю 
сторону (от линии с о п р я ж е н и я к линии п о л н о г о 
т о р м о ж е н и я ) . 

Н а рис. 13 представлен п р о ф и л ь иг(г, 0) изо­
тропной ф и л ь т р а ц и и (к^ = кц), из к о т о р о г о видно, 
ч т о для изотро п н ой ф и л ь т р а ц и и компонент иг{г, 9) 
м о н о т о н н о у б ы в а е т с в о з р а с т а н и е м п е р е м е н н о й г 
и всегда п о л о ж и т е л е н . М о ж н о п о к а з а т ь , ч т о в 
а н и з о т р о п н о м случае к о м п о н е н т иг(г, 9) к а ч е с т ­
в е н н о ведет себя а н а л о г и ч н ы м о б р а з о м . С о в с е м 
иное поведение н а б л ю д а е т с я для п р о д о л ь н о г о 
к о м п о н е н т а м 0(г, 9) . Д л я и з о т р о п н о й ф и л ь т р а ц и и 
(к§ = кц = 10~ 1 4 м 2 ) з ависимость и 0 (г, 9) представле ­
на на рис. 14, а для а н и з о т р о п н о й (к^ = 4 х Ю - 1 4 м 2 , 
кц = 10~ 1 4 м 2 ) - на рис . 15. В и з о т р о п н о м случае на 
г р а н и ц е w2 к о м п о н е н т щ р а в е н н у л ю в силу по ­
стоянства давления (эта г р а н и ц а я в л я е т с я изоба ­
р о й ср = 5 х 10 5 П а ) . О д н а к о в а н и з о т р о п н о м слу­
ч а е к о м п о н е н т ие на г р а н и ц е w2 не р а в е н н у л ю , 
ч т о следует из с о о т н о ш е н и й 

в к о т о р ы х для 
kQrdp/dr\w2 Ф 0. 

и з о б а р ы к^др/гдв \ w2 

(43) 

0, а 

К р о м е этого , в случае и з о т р о п н о й и анизотроп­
ной ф и л ь т р а ц и и зависимость к о м п о н е н т а и 0 (г, 9) 
не м о н о т о н н а и м о ж е т п р и н и м а т ь к а к п о л о ж и ­
т е л ь н ы е , т а к и о т р и ц а т е л ь н ы е значения . 

Существенная зависимость динамической вязко­
сти охладителя от температуры определяет нели­
нейный характер закона фильтрации (закона Дар-
си) о т н о с и т е л ь н о с к о р о с т и ф и л ь т р а ц и и , п о с к о л ь ­
ку т е м п е р а т у р а п о р и с т о й с р е д ы в з н а ч и т е л ь н о й 
степени зависит от с к о р о с т и ф и л ь т р а ц и и (неяв­
ная нелинейность ) [37]. О д н а к о з а к о н Д а р с и п р и 
э т о м сохраняет свой вид. С у в е л и ч е н и е м с к о р о с т и 
ф и л ь т р а ц и и в з а к о н е ф и л ь т р а ц и и н е о б х о д и м о 
у ч и т ы в а т ь не т о л ь к о градиент с т а т и ч е с к о г о дав­
ления , н о и с к о р о с т н о й н а п о р о х л а д и т е л я в к а п и л ­
л я р е , т .е . п о л н о е давление (явная зависимость) . 

В р а б о т е [37] на основе а н а л и з а т е о р е т и ч е с к и х 
и э к с п е р и м е н т а л ь н ы х д а н н ы х п р е д л о ж е н н е л и ­
н е й н ы й з а к о н а н и з о т р о п н о й ф и л ь т р а ц и и , к о т о ­
р ы й з а т е м п р и м е н е н для р е ш е н и я к о м п л е к с н о й 
п р о б л е м ы а н и з о т р о п н о й т е п л о п р о в о д н о с т и , ани­
з о т р о п н о й ф и л ь т р а ц и и при п л е н о ч н о м о х л а ж д е ­
нии а н и з о т р о п н ы х з а т у п л е н н ы х т е л п р и их а э р о ­
г а з о д и н а м и ч е с к о м нагреве . 

О с н о в о й при п о л у ч е н и и э т о г о з а к о н а послу­
ж и л о сравнение р а с п р е д е л е н и я д а в л е н и я в д о л ь 
к а п и л л я р а , в ы ч и с л е н н о е в п р и б л и ж е н и и погра ­
н и ч н о г о слоя , с з а в и с и м о с т ь ю г р а д и е н т а д а в л е н и я 
от н е к о т о р о й ф у н к ц и и ф и л ь т р а ц и о н н о г о числа 
Рейнольдса 

d P f _ \^fUf 

П о М и л л и о н щ и к о в у [20], ф и л ь т р а ц и о н н о е чис­
л о Рейнольдса и м е е т вид 

R e L = р / ^ т / Д / ( П 3 / 2 ц / ) , (44) 

где ит - G/p - средняя с к о р о с т ь в к а п и л л я р е в за­
висимости о т секундного расхода G; L = Jk/Tl -
х а р а к т е р н ы й л и н е й н ы й р а з м е р (П - пористость ) . 
Разлагая ф у н к ц и ю Д Я е ^ в ряд Т е й л о р а по степеням 
R e L в окрестности R e L = 0 и ограничиваясь п е р в ы м и 
двумя членами, п о л у ч и м / ( R e L ) = / ( 0 ) + / ( 0 ) R e L . 

Т а к и м о б р а з о м , 

dpf _ Ц / П ц т / 
" dx ш Л 0 ) + Р ^ Л 0 ) 

П \if 

(45) 

П р и м а л ы х по с р а в н е н и ю с единицей числах 
R e L в т о р ы м с л а г а е м ы м в (45) м о ж н о п р е н е б р е ч ь , 
в р е з у л ь т а т е ч е г о п о л у ч и м л и н е й н ы й з а к о н ф и л ь ­
трации , для к о т о р о г о ДО) = 1. И з сравнения (45) с 
р е ш е н и е м задачи о т е ч е н и и в к а п и л л я р е получа ­
ем, ч т о Д ( 0 ) = П , в р е з у л ь т а т е / ( R e L ) = e x p ( H R e L ) , 
п о с к о л ь к у к а к р а з для э т о й ф у н к ц и и в ы п о л н я ю т -



ит, м/с 
0.02 г 

ит, м/с 
0.0250 г 

0 I x l O 8 2 х 1 0 8 0 
dp/dx, Па/м 

1 х 108 2 х 108 

Рис. 16. Сравнение линейной 1 и нелинейной 2 скоростей фильтрации в зависимости от градиента давления и динами­
ческой вязкости: а - \i = 10 х 10~5 кг/м с, б - 8 х 10~5 кг/м с, в - 6 х 10~5 кг/м с; г -4 х 10~5 кг/м с, д - 2 х 10~5 кг/м с, е -
1 х 10~5 кг/м с. 

ся условия ДО) = 1, Д(0) = П и н е л и н е й н ы й з а к о н 
ф и л ь т р а ц и и п р и о б р е т а е т вид 

d_P± 
dx 

№fUmf ( l+nRe L ) 

или в б о л е е о б ы ч н о й ф о р м е 

к dPf 
\if(T)(l + I l R e L ) dx 

(46) 

И з (46) видно, ч т о увеличение числа R e L , в част­
ности скорости итр входящей в R e L , сопровождает ­
ся уменьшением той ж е скорости umfj с тоящей в 
л е в о й части (46), т .е. наблюдается явная нелиней­
ность относительно скорости umf. Т а к и м образом , 
н е л и н е й н о с т ь з акона , связанная с у ч е т о м инерци­
о н н ы х ч л е н о в , у в е л и ч и в а е т к о э ф ф и ц и е н т дина­
м и ч е с к о й в я з к о с т и и, следовательно , у м е н ь ш а е т 
с к о р о с т ь ф и л ь т р а ц и и , а, с другой с т о р о н ы , увели­
ч е н и е г р а д и е н т а давления в (46) ведет к возраста ­

н и ю с к о р о с т и ф и л ь т р а ц и и и числа R e L , ч т о , в 
с в о ю о ч е р е д ь , у м е н ь ш а е т с к о р о с т ь ф и л ь т р а ц и и . 

С р а в н е н и е н е л и н е й н о г о з а к о н а (46) с з а к о н о м 
Дарси в с к а л я р н о й ф о р м е п о з в о л я е т з аписать 
а н а л о г и ч н ы й з а к о н в в е к т о р н о - м а т р и ч н о й ф о р м е 
для а н и з о т р о п н ы х сред в виде 

К 

^ ( r ) ( l + n R e L ) 
g r a d p f . (47) 

З д е с ь К- т е н з о р п р о н и ц а е м о с т и п о р и с т о й сре­
ды; R e L = Р / 4 Н \Vfl/TP%, | | * | | = т а х | к § , к л , к с | . 
И з (47) л и н е й н ы й з а к о н Д а р с и п о л у ч а е т с я при ма­
л ы х п о с р а в н е н и ю с единицей значениях слагае ­
м о г о R e L . 

Н а рис. 16 п р е д с т а в л е н ы р е з у л ь т а т ы сравни­
т е л ь н о г о анализа зависимости средней с к о р о с т и 
ф и л ь т р а ц и и от градиента давления для л и н е й н о г о 
и нелинейного законов . И з рисунка видно, ч т о не-



линейность з акона ф и л ь т р а ц и и начинает о к а з ы ­
вать влияние при значениях динамической вязкос­
ти начиная от \if= 8 х 10~5 кг /м с и н и ж е при гради­
енте давления, р а в н о м з н а ч е н и ю 1.7 х 10 8 Па /м . 
П р и у м е н ь ш е н и и в я з к о с т и до з н а ч е н и я 10~ 5 к г /м с 
в е л и ч и н а г р а д и е н т а давления , при к о т о р о м н е о б ­
ходимо у ч и т ы в а т ь н е л и н е й н о с т ь ф и л ь т р а ц и и , со­
с т а в л я е т - 0 . 3 х 10 8 П а / м . 

В р а б о т е [41] исследована двухтемпературная 
мод е ль ф и л ь т р а ц и и в условиях сопряженного теп­
лообмена . В э т и х условиях ф и л ь т р у ю щ и й с я к о м ­
п о н е н т и к а р к а с и м е ю т р а з л и ч н ы е т е м п е р а т у р ы , 
ч т о приводит к в н у т р и п о р о в о м у т е п л о о б м е н у . 
П о к а з а н о , ч т о интенсивность внутрипорового теп­
л о о б м е н а при определенных условиях м о ж е т пре­
в ы ш а т ь интенсивность т е п л о о б м е н а на г р а н и ц е 
п о г р а н и ч н о г о слоя и т е л а . 

Выводы по разделу: 
1. П р и анализе совместного т е п л о о б м е н а и 

ф и л ь т р а ц и и в а н и з о т р о п н ы х телах на температур ­
ное п о л е о к а з ы в а ю т влияние многие п а р а м е т р ы 
теплопроводности и ф и л ь т р а ц и и . О д н а к о наи­
б о л ь ш е е влияние о к а з ы в а ю т к о м п о н е н т ы массо­
в ы х скоростей ф и л ь т р а ц и и , в р е м е н н ы е и т е п л о ­
ф и з и ч е с к и е х а р а к т е р и с т и к и (в частности числа 
Фурье) , глубина р а с п о л о ж е н и я т о ч е к о т н о с и т е л ь ­
н о г р а н и ц т е л а . П р и э т о м влияние ф и л ь т р а ц и и на 
т е м п е р а т у р н о е п о л е м о ж е т о к а з а т ь с я существен­
н ы м (до 35%) для л и н е й н ы х скоростей , не п р е в ы ­
ш а ю щ и х 1 м/с, п р и ч е м в а н и з о т р о п н ы х т е л а х 
трудно в ы д е л и т ь г л а в н о е к о о р д и н а т н о е н а п р а в ­
л е н и е так , к а к э т о д е л а е т с я в и з о т р о п н ы х телах , 
когда процесс ф и л ь т р а ц и и ч а с т о сводится к одно­
м е р н о м у с л у ч а ю . 

2. И с с л е д о в а н и е совместной т е п л о п р о в о д н о с ­
т и и ф и л ь т р а ц и и в а н и з о т р о п н ы х т е л а х п о з в о л и ­
л о установить , ч т о если теплопроводность харак­
теризуется т е н з о р о м теплопроводности , т о ф и л ь т ­
рация в таких телах д о л ж н а характеризоваться 
т е н з о р о м проницаемости . Д л я п о д а в л я ю щ е г о чис­
л а е с т е с т в е н н ы х и искусственных м а т е р и а л о в 
о р и е н т а ц и я г л а в н ы х осей т е н з о р о в т е п л о п р о в о д ­
ности и п р о н и ц а е м о с т и совпадают . Т а к и м обра ­
зом , процесс н е и з о т е р м и ч е с к о й ф и л ь т р а ц и и дол­
ж е н о п и с ы в а т ь с я м н о г о м е р н ы м и уравнениями , 
с о д е р ж а щ и м и с м е ш а н н ы е п р о и з в о д н ы е от ее по ­
т е н ц и а л а , в к а ч е с т в е к о т о р о г о ч а щ е всего прини­
м а е т с я давление ф и л ь т р а ц и и . 

3. П р и исследовании совместного многомерного 
теплообмена в анизотропных телах сложной ф о р ­
м ы (таких, к а к затупленные носовые части гипер­
звуковых л е т а т е л ь н ы х аппаратов) теплопровод­
ность полагается нестационарной, а ф и л ь т р а ц и я -
к в а з и с т а ц и о н а р н о й . О к а з а л о с ь , ч т о к о м п о н е н т ы 
в е к т о р а с к о р о с т и ф и л ь т р а ц и и к а ч е с т в е н н о ведут 
себя по-разному , а именно : если р а д и а л ь н ы й к о м ­
п о н е н т и м е е т т о л ь к о п о л о ж и т е л ь н ы е значения , 
т о п р о д о л ь н ы й к о м п о н е н т , и м е я п р и м е р н о т е ж е 

а б с о л ю т н ы е значения , м е н я е т свой з н а к в зависи­
м о с т и о т м е с т о п о л о ж е н и я у з л о в ( э т о т ф а к т и м е е т 
м е с т о не т о л ь к о для а н и з о т р о п н о й , н о и м н о г о ­
м е р н о й и з о т р о п н о й н е и з о т е р м и ч е с к о й ф и л ь т р а ­
ции) . К р о м е э т о г о , и н т е р е с н о о т м е т и т ь , ч т о если 
в и з о т р о п н о й м н о г о м е р н о й ф и л ь т р а ц и и на и з о ­
б а р н о й границе т е л а п р о д о л ь н ы й к о м п о н е н т век ­
т о р а с к о р о с т и ф и л ь т р а ц и и р а в е н н у л ю , т о в усло­
виях а н и з о т р о п н о й ф и л ь т р а ц и и э т о т к о м п о н е н т 
о т л и ч е н о т нуля и м о ж е т п р и н и м а т ь р а з л и ч н ы е 
знаки . 

4. А н а л и з т е п л о в о й з а щ и т ы о т а э р о г а з о д и н а ­
м и ч е с к о г о н а г р е в а з а т у п л е н н ы х т е л на основе 
ф и л ь т р а ц и и " с в е р х т е к у ч и х " ж и д к о с т е й с о б р а з о ­
в а н и е м з а щ и т н о й ж и д к о й п л е н к и п р и п о с т о я н н о м 
давлении на в н у т р е н н е й г р а н и ц е п о к а з а л , ч т о та ­
к у ю т е п л о в у ю з а щ и т у ц е л е с о о б р а з н о применять 
т о л ь к о для затупления, где в а ж н о сохранить гео ­
м е т р и ю т е л а , и н е ц е л е с о о б р а з н о - д л я б о к о в ы х 
п о в е р х н о с т е й , где н а б л ю д а е т с я з н а ч и т е л ь н ы й 
расход о х л а д и т е л я из-за б о л ь ш е г о п е р е п а д а дав­
л е н и я на б о к о в ы х поверхностях . П р и использова ­
нии " с в е р х т е к у ч и х " ж и д к о с т е й , у к о т о р ы х дина­
м и ч е с к а я в я з к о с т ь у м е н ь ш а е т с я на т р и - ч е т ы р е 
п о р я д к а при п о в ы ш е н и и т е м п е р а т у р ы п р и м е р н о 
на 200 градусов м о ж н о п о л у ч и т ь а в т о м а т и ч е с к о е 
р е г у л и р о в а н и е подачи о х л а д и т е л я в м е с т а х и з м е ­
нения т е п л о в ы х п о т о к о в и т е м п е р а т у р . Т а к у ю си­
стему т е п л о в о й з а щ и т ы м о ж н о п о с т р о и т ь и п р и 
р а з р а б о т к е гидравлических п о д ш и п н и к о в и дру­
гих трущихся поверхностей . 

5. С у щ е с т в е н н а я зависимость д и н а м и ч е с к о й 
в я з к о с т и ф и л ь т р у ю щ е г о с я к о м п о н е н т а о т т е м п е ­
р а т у р ы , с одной с т о р о н ы , н е я в н о д е л а е т з а к о н 
ф и л ь т р а ц и и Д а р с и н е л и н е й н ы м , а с другой с т о р о ­
н ы , за счет увеличения скорости ф и л ь т р а ц и и необ­
ходимо у ч и т ы в а т ь не т о л ь к о градиент статическо­
го давления, но и градиент динамического давле­
ния. С у ч е т о м э т о г о п р е д л о ж е н н е л и н е й н ы й закон 
изотропной и анизотропной ф и л ь т р а ц и и , к о т о р ы й 
при м а л ы х ф и л ь т р а ц и о н н ы х числах Рейнольдса 
п р и н и м а е т ф о р м у з а к о н а Дарси . С р а в н и т е л ь н ы й 
анализ л и н е й н о г о и н е л и н е й н о г о з а к о н о в ф и л ь т ­
р а ц и и в ш и р о к о м диапазоне и з м е н е н и я г р а д и е н т а 
давления и д и н а м и ч е с к о й в я з к о с т и п о к а з а л , ч т о 
н е у ч е т градиента д и н а м и ч е с к о г о давления м о ж е т 
пр ив о дить к существенному з а в ы ш е н и ю с к о р о ­
сти ф и л ь т р а ц и и . 

4. А Н А Л И Т И Ч Е С К О Е И С С Л Е Д О В А Н И Е 
Т Е П Л О В О Г О С О С Т О Я Н И Я 

А Н И З О Т Р О П Н Ы Х Т Е Л 

В связи с н е д о с т а т о ч н о й и з у ч е н н о с т ь ю и к р а й ­
не м а л ы м к о л и ч е с т в о м публикаций по т е о р и и теп­
лопроводности а н и з о т р о п н ы х т е л моделирование 
с о п р я ж е н н ы х и совместных задач т е п л о о б м е н а 
для таких т е л м о ж е т приводить к п р и н ц и п и а л ь н ы м 
о ш и б к а м . П о э т о м у при исследовании т е п л о в о г о 



состояния анизотропных т е л и с к л ю ч и т е л ь н о в а ж ­
н ы м и я в л я ю т с я а н а л и т и ч е с к и е р е ш е н и я задач 
т е п л о п р о в о д н о с т и с т е н з о р о м т е п л о п р о в о д н о с т и 
(их к о л и ч е с т в о не п р е в ы ш а е т десятка) . 

Е с т е с т в е н н о , н а л и ч и е с м е ш а н н ы х производ­
н ы х в д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х уравнениях н а к л а д ы ­
в а е т с е р ь е з н ы е о г р а н и ч е н и я на и с п о л ь з у е м ы е м е ­
т о д ы , из к о т о р ы х п р и м е н и м ы м и о к а з ы в а ю т с я 
т о л ь к о и н т е г р а л ь н ы е . П е р в ы м и р а б о т а м и по ана­
литическому исследованию теплового состояния 
анизотропных тел б ы л и р а б о т ы [1-6 , 11]. Б о л е е 
поздними п у б л и к а ц и я м и по а н а л и т и ч е с к о м у ис­
с л е д о в а н и ю т е п л о в о г о состояния а н и з о т р о п н ы х 
т е л я в л я ю т с я р а б о т ы а в т о р а [42-45] . 

В [1] п о л у ч е н о одно из п е р в ы х а н а л и т и ч е с к и х 
р е ш е н и й н е с т а ц и о н а р н о й а н и з о т р о п н о й т е п л о ­
проводности в двухмерном п о л у б е с к о н е ч н о м т е ­
л е с р а з р ы в н ы м и г р а н и ч н ы м и условиями п е р в о г о 
рода (на границе задана т е м п е р а т у р а ) , исследова­
н о влияние на т е м п е р а т у р н о е п о л е о т д е л ь н ы х 
к о м п о н е н т о в т е н з о р а т е п л о п р о в о д н о с т и (в р а б о ­
т е при т щ а т е л ь н о й п р о в е р к е о б н а р у ж е н а о ш и б к а 
п р и н ц и п и а л ь н о г о х а р а к т е р а ) . В [4] сделана по ­
п ы т к а к л а с с и ф и к а ц и и задач а н и з о т р о п н о й т е п л о ­
проводности с позиций значений к о м п о н е н т о в 
т е н з о р а т е п л о п р о в о д н о с т и . П р и э т о м вне класси­
ф и к а ц и и остались р а з л и ч н ы е с о п р я ж е н н ы е и сов­
м е с т н ы е задачи т е п л о о б м е н а , в к о т о р ы х состав­
н ы м э л е м е н т о м является а н и з о т р о п н а я т е п л о п р о ­
водность . 

В [4, 5] п о л у ч е н ы а н а л и т и ч е с к и е р е ш е н и я за­
дач т е п л о п р о в о д н о с т и в п о л о м и с п л о ш н о м ани­
з о т р о п н ы х цилиндрах с г р а н и ч н ы м и условиями в 
виде кусочно-постоянной т е м п е р а т у р ы г р а н и ц ы 
вдоль оси т е л а . Н а основе анализа этих р е ш е н и й 
сделано з а к л ю ч е н и е о т о м , ч т о д и а г о н а л ь н ы е ми­
н о р ы п е р в о г о и в т о р о г о п о р я д к о в м а т р и ц ы теп ­
л о п р о в о д н о с т и я в л я ю т с я о т в е т с т в е н н ы м и за уро ­
вень т е м п е р а т у р в с о о т в е т с т в у ю щ и х к о о р д и н а т ­
н ы х направлениях . К ним относятся : А,п, %1Ъ А,33, 

^н^22 ~ ^12> ^ 2 2 ^ 3 3 ~~ ^ 2 3 > Азз ~~ ^13 • Внедиагональ-
н ы е э л е м е н т ы и м и н о р ы второго порядка А,12, А,13, 
Х2з, А,пА^з - А,12А,13, ^ А ^ з - 2̂2̂ 1з> ^ 1 2 ^ 3 3 ~~ ̂ 32^13 о п р е ­
деляют сдвиг р а с п р е д е л е н и я т е м п е р а т у р от сим­
м е т р и ч н о г о к ассиметричному . 

В р а б о т а х [44, 45] п р о а н а л и з и р о в а н ы нестаци­
о н а р н ы е д в у х м е р н ы е и т р е х м е р н ы е т е м п е р а т у р ­
н ы е п о л я в а н и з о т р о п н ы х пластинах и о б о л о ч к а х 
на основе п о л у ч е н н ы х аналитических р е ш е н и й . 
В п е р в ы е б ы л о о б н а р у ж е н о , ч т о в о к р е с т н о с т и 
н а ч а л ь н о г о м о м е н т а в р е м е н и t = 0 входящие в р е ­
ш е н и я ф у н к ц и о н а л ь н ы е р я д ы расходятся и рас ­
п р е д е л е н и е т е м п е р а т у р в н а ч а л ь н ы е м о м е н т ы 
в р е м е н и ф о р м и р у е т с я т а к и м о б р а з о м , ч т о в даль ­
н е й ш и е м о м е н т ы в р е м е н и не с о б л ю д а е т с я прин­
цип максимума , я в л я ю щ и й с я в задачах т е п л о о б ­
м е н а следствием п е р в о г о н а ч а л а т е р м о д и н а м и к и . 

-Li О 

Рис. 17. Расчетная схема. 

В п е р е ч и с л е н н ы х в ы ш е р а б о т а х з а р у б е ж н ы х ав­
т о р о в э т о т ф а к т не исследовался , о д н а к о без р е ­
ш е н и я вопроса о сходимости ф у н к ц и о н а л ь н ы х 
рядов в о к р е с т н о с т и н а ч а л ь н о г о м о м е н т а в р е м е ­
ни н е в о з м о ж н о п о г о т о в о м у а н а л и т и ч е с к о м у р е ­
ш е н и ю а д е к в а т н о в ы ч и с л и т ь значения т е м п е р а ­
тур в д а л ь н е й ш и е м о м е н т ы времени . В р а б о т е 
[44] э т а п р о б л е м а р е ш е н а с л е д у ю щ и м о б р а з о м . 

Д л я н а ч а л ь н о - к р а е в о й задачи т е п л о п р о в о д н о ­
сти в двухмерной а н и з о т р о п н о й пластине (рис. 17) 

д2т , д2т 
СР37 = Х П — + 2 ^ 2 ^ + ^22^2 > "°° < Х < °°' 

T(x,0,t) = 

Т(х9191) = 

0 < у < / , f > 0 , 

\Tl9 \x\<Ll9 у = 0 , t>0 

[О, \x\>Ll9 у = О, t>09 

\Т29 \x\<L29 у = /, t>0 

[О, |х| > L 2 , у = /, t>09 

Т(х9у90) = О, - o o < J C < + ° o , 0 < у < / , t = 0 

в р а б о т е [42] п о л у ч е н о а н а л и т и ч е с к о е р е ш е н и е 

Т 

T(x,y9t) = yjXO^) erf 
Lx + my - x 

ijqx 

+ erf 
Lx -my + x 

ijqx 

T 
dx + ^JF2(y9x)x (48) 

erf[ L 2 + т(У-I)-A + JL2-m(y-l) + x 
ijqx ijqx 

dx9 



где 

,71 
s i n ^ — i j e x P 

2 2. 2ic v . (пку\ ( n я 
Ч . 

i t 2 / 2 
0 < y < J ' 

и = 1 

8(x) = 8 ( x - 0 ) , у = 0 
Ю , j = I, 

F2(y,x) = 

n = 1 

0, у = О 
6(х) = 5 ( т - 0 ) , у = /, 

2 2 

х , 0 < у < / 

£ 2 = с р / А , п , m = А 1 2/А 2 2 , ? = - Л - 1 ' ' 
с р Л 2 2 

2 г 2 e r f (a ) = — I e x p ( - s )ds, 

о 

из к о т о р о г о видно, ч т о п р и х -—• 0 э к с п о н е н т ы в 
ф у н к ц и о н а л ь н ы х рядах Fx(y, х) и F 2 (y , х) с тремятся 
к единице , а сами р я д ы при б о л ь ш и х н о м е р а х гар ­
м о н и к п могут п р и н и м а т ь б о л ь ш и е , к о л е б л ю щ и е ­
ся из-за н а л и ч и я синусов значения , не стремясь к 
н у л ю (к н а ч а л ь н о м у з н а ч е н и ю ) , х о т я и н т е г р а л ы в 
(48) при t = 0 ф о р м а л ь н о р а в н ы н у л ю . 

Е с л и в о к р е с т н о с т и t = 0 в ы д е л и т ь м а л ы й п р о ­
м е ж у т о к в р е м е н и [0, г*] , о п р е д е л я е м ы й из усло­
вий р а в е н с т в а п о а б с о л ю т н о й в е л и ч и н е единице 
ф у н к ц и й о ш и б о к , т о внутри э т о г о п р о м е ж у т к а 
м о ж н о а н а л и т и ч е с к и в ы ч и с л и т ь и н т е г р а л ы , вхо­
д я щ и е в р е ш е н и е (48). И з в е с т н о [15], ч т о erf(x) = 1 
с т о ч н о с т ь ю до Ю - 4 у ж е при з н а ч е н и и аргумента 
х = 4 . Тогда , п о л о ж и в в в ы р а ж е н и я х erf(A) = 1 и 
erf(-A) = - 1 з н а ч е н и я А = 100 и б о л е е , ч т о и м е е т 
м е с т о при о ч е н ь м а л ы х х, м о ж н о в ы ч и с л и т ь t* 
с л е д у ю щ и м о б р а з о м : 

t* = m i n ( f * , f 2 ) , t* = (Lx±my + xflAx 1 0 4 # , 

t\ =• (L2±m(y - /) + xflA x 10 V 

Н а п р о м е ж у т к е t e [0, f *] в ы р а ж е н и я в квад­
р а т н ы х с к о б к а х в р е ш е н и и (48) 

В, = erf 

В, = erf 

Lx + ту-х 

2jqx 

L2 + m(y-l)-x 

2jqx 

+ erf 

+ erf 

Lx - my + x 

2jqx 

L2-m(y-l) + x 

2jqx 

принимают одно из постоянных значений множест­
ва {0; + 1 ; + 2 } . В результате на п р о м е ж у т к е t е (0, t*) 
р е ш е н и е (48) п р и н и м а е т вид 

п-\ 
2 2" 

п п 

X 
2 2 

1 I П
 7 1

 4. 

1 - e x p l - ^ , п = 1 

ПХ 

х sm 
n 2 2 

пкуЛк I 
/ 2 2 
1 ;п к 

2 2 
1 I Л Я 

' - e x p | - ? F ' 
Н а п р о м е ж у т к е t е (г*, t) в ы ч и с л е н и е и н т е г р а ­

л о в в (48) о с у щ е с т в л я е т с я с п о м о щ ь ю ч и с л е н н ы х 
квадратур , н а п р и м е р , с п о м о щ ь ю к в а д р а т у р ы 
Симпсона . 

А н а л и т и ч е с к о е р е ш е н и е (48) п о з в о л и л о п р о ­
а н а л и з и р о в а т ь н е с т а ц и о н а р н ы е д в у х м е р н ы е т е м ­
п е р а т у р н ы е п о л я в а н и з о т р о п н ы х пластинах [44], 
а в [45] - нестационарные температурные поля в 
трехмерных пластинах. Н а рис. 18 приведены рас­
пределения температур в анизотропной пластине в 
зависимости от угла ф ориентации главных осей 0 ^ , 
Оц тензора теплопроводности при фиксированных 
значениях Х^ = 0.035 кВт /м К и ^ = 0.065 кВт /м К. 
О с т а л ь н ы е исходные д а н н ы е п р и н и м а л и следую­
щ и е значения : Lx=L2 = l = 0.02 м; ср = 1000 к Д ж / м 3 

К; Г(х, у, 0) = 300 К; Тх = 500 К; Т2 = 400 К. В о р т о -
т р о п н о м случае (рис. 18а п р и ф = 0° и рис . 18г п р и 
ф = 90°) н а б л ю д а е т с я с и м м е т р и я и з о т е р м относи­
т е л ь н о оси у. П р и увеличении угла ф и з о т е р м ы от­
к л о н я ю т с я от оси симметрии в сторону главной 
оси с б о л ь ш и м значением главного к о э ф ф и ц и е н т а 
теплопроводности А^. П р и э т о м и з о т е р м а Т= 400 К 
( ш т р и х о в а я линия) р а з г р а н и ч и в а е т и з о т е р м ы с 
Г > 400 К , р а с п о л о ж е н н ы е в ц е н т р а л ь н о й ч а с т и 
п л а с т и н ы , и и з о т е р м ы Т < 400 К, р а с п о л о ж е н н ы е 
на п е р и ф е р и и . В случае б о л ь ш о й степени анизот ­
р о п и и \/Х^ - 100 э т о г о не н а б л ю д а е т с я . 

Н а рис . 19 п р е д с т а в л е н ы р е з у л ь т а т ы р а с ч е т а 
п р о г р е в а а н и з о т р о п н о й п л а с т и н ы п р и Х^ = 
= 0.01 к В т / м К , Хц = 2.0 к В т / м К . О с т а л ь н ы е дан­
н ы е т е ж е , ч т о и для р е з у л ь т а т о в , представлен­
н ы х на рис. 18. Д л я о р т о т р о п н о г о случая ( ф = 0° , 
Ххх = А^, Х22 = \ , ХХ2 = 0) , п р е д с т а в л е н н о г о на рис . 
19а, т е м п е р а т у р н о е п о л е л о к а л и з о в а н о в о б л а с т и 
\x\/Lx < 1, распределение т е м п е р а т у р ы линейно п о 
переменной у, а именно: Г(х, у, ©о) = Тх + (Т2 - Тх)у/1; 
в области 1 < \x\/Lx < 1.15 значения т е м п е р а т у р ы не 
п р е в ы ш а ю т 301 К , а при \x\/Lx > 1 . 3 - 300.01 К (при 
н а ч а л ь н о й т е м п е р а т у р е , р а в н о й 300 К). Т а к и м об­
разом , благодаря низкому з н а ч е н и ю к о м п о н е н т а 
Ххх т е н з о р а теплопроводности по сравнению с Х22 

глубина прогрева в п р о д о л ь н о м направлении 
не п р е в ы ш а е т 0.3L, при отсчете от линии \х\ = L 1 . 
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Рис. 18. Температурные поля при Ц = 0.035 кВт/м К, = 0.065 кВт/м К: а - (р = 0°, б - ср = 30°, в - ф = 60°, г - ф = 90°. 

Т а к о й в а р и а н т о р и е н т а ц и и г л а в н ы х осей т е н з о р а 
т е п л о п р о в о д н о с т и м о ж н о и с п о л ь з о в а т ь для р а з ­
р а б о т к и т е п л о в ы х а к к у м у л я т о р о в . 

Д л я о р т о т р о п н о г о случая ф = 90° (рис. 19г), на­
против , и з о т е р м ы сильно в ы т я н у т ы в продольном 
направлении и происходит з н а ч и т е л ь н ы й о т т о к 
тепла в э т о м направлении. Т а к у ю о р и е н т а ц и ю 
главных осей тензора теплопроводности м о ж н о 
использовать для охлаждения изделий. П р и э т о м в 
о к р е с т н о с т и ц е н т р а л ь н о й т о ч к и п л а с т и н ы и м е е т 
м е с т о седловая т о ч к а . 

О т м е т и м , ч т о при ф > 30° н а б л ю д а е т с я инте ­
р е с н ы й случай, когда г р а н и ч н а я и з о т е р м а с м е н ь ­
ш е й температурой " о т р ы в а е т с я " от границы (изо­
терма Т2 = 400 К на рис. 19в изображена штриховой 
линией) и начинает двигаться внутрь расчетной об­
ласти. Н а границе у - I и зотерма Т2 = 400 К сохра­

няет п р е ж н е е п о л о ж е н и е . П о я в л я е т с я двухсвяз­
ная о б л а с т ь прогрева . О д н а о б л а с т ь о г р а н и ч е н а 
н е п о д в и ж н о й г р а н и ч н о й и з о т е р м о й Тг = 500 К (с 
б о л ь ш е й т е м п е р а т у р о й ) и п о д в и ж н о й и з о т е р м о й 
( ш т р и х о в а я линия) со з н а ч е н и е м т е м п е р а т у р ы , 
р а в н ы м м е н ь ш е м у г р а н и ч н о м у з н а ч е н и ю . В т о р а я 
о б л а с т ь о г р а н и ч е н а н е п о д в и ж н о й и з о т е р м о й на 
границе с м е н ь ш и м з н а ч е н и е м г р а н и ч н о й т е м п е ­
р а т у р ы (Т2 = 400 К ) и п о д в и ж н о й и з о т е р м о й с т е м 
ж е з н а ч е н и е м т е м п е р а т у р ы . Э т о т случай в о з м о ­
ж е н , если на границах у = 0 и у = / з а д а н ы р а з л и ч ­
н ы е з н а ч е н и я т е м п е р а т у р и степень а н и з о т р о п и и 

о ч е н ь велика , - 1 0 0 . 

Выводы по разделу: 

1. К а ч е с т в е н н о е исследование т е м п е р а т у р н ы х 
полей , п о л у ч е н н ы х на основе а н а л и т и ч е с к и х р е ­
ш е н и й , п о к а з ы в а е т , ч т о д и а г о н а л ь н ы е м и н о р ы 
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Рис. 19. Температурные поля при Ц = 0.01 кВт/м К, = 2 кВт/м К: а - (р = 0°, б - ф = 30°, в - ф = 60°, г - ф = 90°. 

п е р в о г о и в т о р о г о п о р я д к о в м а т р и ц ы (тензора ) 
т е п л о п р о в о д н о с т и о т в е т с т в е н н ы за у в е л и ч е н и е 
т е м п е р а т у р ы в с о о т в е т с т в у ю щ и х к о о р д и н а т н ы х 
н а п р а в л е н и я х п о с р а в н е н и ю с и з о т р о п н ы м случа­
ем, а в н е д и а г о н а л ь н ы е м и н о р ы - за о т к л о н е н и е 
т е м п е р а т у р н ы х п р о ф и л е й о т оси с и м м е т р и и и з о ­
т р о п н о г о случая . 

2. П р и исследовании г о т о в ы х аналитических 
р е ш е н и й задач нестационарной анизотропной теп­
лопроводности появляется особенность в окрест­
ности н а ч а л ь н о г о м о м е н т а в р е м е н и , п р и в о д я щ а я 
к неадекватности аналитического р е ш е н и я в даль­
н е й ш и е м о м е н т ы времени. Э т о х а р а к т е р н о не 
т о л ь к о для нестационарных задач анизотропной 
теплопроводности , но и для соответствующих за­
дач из от ропной теплопроводности . Эту особен­

ность удается л и к в и д и р о в а т ь в в е д е н и е м м а л о г о 
н а ч а л ь н о г о у ч а с т к а в р е м е н и , в н у тр и к о т о р о г о 
а н а л и т и ч е с к о е р е ш е н и е в ы ч и с л я е т с я с помощью» 
т о ч н ы х к в а д р а т у р . 

3. Исследование р е з у л ь т а т о в аналитических ре­
ш е н и й п о з в о л и л о установить , ч т о при определен­
н ы х ориентациях г л а в н ы х осей т е н з о р а теплопро­
водности а н и з о т р о п н ы е м а т е р и а л ы м о ж н о рас­
с м а т р и в а т ь к а к м о щ н ы е а к к у м у л я т о р ы т е п л о в о й 
энергии , а т а к ж е к а к п р о в о д н и к и т е п л о в о й энер­
гии в о п р е д е л е н н ы х направлениях . К р о м е э т о г о , в 
условиях з н а ч и т е л ь н о й степени а н и з о т р о п и и 
(А^/А^ ~ 100) т е м п е р а т у р н о е п о л е расслаивается , 
г р а н и ч н ы е и з о т е р м ы могут о т х о д и т ь о т г р а н и ц и 
двигаться внутри р а с ч е т н о й о б л а с т и . 
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