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Тогда для каэюдого х Е X найдется такое число с> О, что при всех натураль­
ных п справедлива оценка 

{A^+\f){x)^c@A^y+^{x), 

где Л у ( - ) — спектральная функция эндоморфизма А. 

Л И Т Е Р А Т У Р А 

1. Маслов В. П. Асимптотические методы решения псевдодифференциальных урав­
нений. - М.: Наука, 1987. 2. Колоколъцов В. Н., Маслов В. П. / / Функц. анализ и его 
прилож. - 1989. - Т. 23, вып. 1. - С. 1-14. 3. Дудников П. И., Самборский С. Н. // 
ДАН СССР. - 1989. - Т. 308, №4. - С. 780-783. 4. Романовский И. В. // Кибернетика. 
- 1967. - №2. - С. 71-83. 5. Дудников П. И., Самборский С. Н. // Изв. АН СССР. Сер. 
матем. - 1991. - Т. 25, №1. - С. 93-109. 6. Яковенко С. Ю. // ДАН СССР. - 1989. -
Т. 308, №4. - С. 798-802. 

Институт проблем кибернетики РАН Поступило в редакцию 
Институт новых технологий 3 января 1992 г. 

УДК 517.982 

Кватернионные супермногообразия 

© 1993. С. А. М Е Р К У Л О В 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е . ПОЧТИ кватернионным супермногообразием называется ком­
плексное супермногообразие J\A размерности 4А: | 2А: + 2, /с ^ 2, на котором за­
даны следующие структуры (ср. [1]): 

а) Два интегрируемых комплексных распределения TiAi^TrM С TAi рангов 
О I 2 и О I 2А: соответственно такие, что их сумма в TAi прямая. При этом тре­
буется, чтобы форма Фробениуса 

(fiTiM ^ ТгМ^%М = ТМ/(ТгМ + ТгМ), 

определяемая соотношением 

(р: (X ® Y)^[X,Y] mod(TiM + TrM), 

была изоморфизмом. 
б) Вещественная структура р на Л^ типа (—1,1,1) по классификации Ма-

нина [1], которая оставляет инвариантными TiAi и ТгЛА и индуцирует на этих 
распределениях кватернионную структуру. 

Распределения TiM и ТгМ, будучи чисто нечетного ранга, интегрируемы до 
расслоений и порождают, следовательно, диаграмму (ср. [1]) 

M i ^ M ^ M r , (1) 

где Ail ж Air — комплексные супермногообразия размерностей 4А: | 2 и Ак\2к 
соответственно, структурные пучки Ом^ и Омг которых являются подпучками 
в Ом -, аннулируемыми векторами из TrAi и TiAi соответственно. 
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Кокасательный пучок i}^J\A = (ТЛ^)* на почти кватерпиоппом супермпого-
образии характеризуется точной последовательностью 

О ^ 5 ^ 5 Л ПЫ ^ ^ ^ П 5 + П 5 ^ о, (2) 

где введены обозначения S = ЩТгМУ , S = ЩТгМУ . 
Введем некоторые линейные связности V^: 5* ^ 5* (8) 0^Л1, Vr : <?* ^ <?* (8) 

О^Л^ на 5* и 5* и рассмотрим композиции 

7̂  С* ^ С* V£0id с* ^ о1л^ ^ с* id(^ir0id -п-о* ^ с ^ с* id 0 trace -п-о* 
Di'. S (8) о )• о (8 IzVvt (8 о )• П о (8 о (8 о )• П о , 
7̂  с^ ^ с^ id0Vr^ с* ^ с* ^ о1л^ id0id0J£ тт с* ^ с ^ с* trace 0 id -п-^* 
Dr'. О (8 о )• о (8 о (8 ilM > По (8 о (8 о > По . 

Отображение а : 5* (8 5 * ^ ТЛ1 , определяемое формулой 

а{Х ® Y) = [X,Y]-Dt{X ® Y) - Dr{X ^ У), 

является (9^4-линейным морфизмом пучков и задает расщепление точной после­
довательности, двойственной к последовательности (2). Это расщепление опреде­
ляет, в свою очередь, естественное продолжение связностей V^ и Vr до полной 
линейной связности на ТЛ^, которую мы будем называть (V^, Уг)-связностью. 
Если Sa и Sa (греческие индексы без точки принимают значения 1, 2, а с точкой 
— 1, . . . , 2к) — некоторые базисные сечения пучков 5* и 5* соответственно, то 
базис {j^{sa)^ Jri^a)^ ^{^а ^ ^а)} В ТМ будсм называть структурным. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е . Калибровкой на почти кватерпиоппом супермногообразии Ai 
называется пара невырожденных форм объема V£ Е Г(Л^^, ВегЛ^^) ж Vr Е 
Т{Мг^ Вег Л1^), удовлетворяющих условиям (vi)^ = vi^ (vr)^ = Vr -

Л Е М М А - О П Р Е Д Е Л Е Н И Е . На почти кватернионном супермногообразии Ai с 
фиксированной калибровкой (vi^Vr) существует единственная {Vi^Vг)-связ­
ность, называемая канонической связностью^ относительно которой формы 
^l{vi) и 7г^{Уг) горизонтальны, а компоненты тензора кручения в соответ­
ствующем структурном базисе удовлетворяют соотношениям 

гр 1 _ гр i _ гр l i _ гр i _ гр 1 _ гр 1^ _ гр 77 _ п 
^а(3- --^ар- --^ар-- " ^ а / З - " ^ а / З - " ^ а / З - - " ^ « , / 3 / 3 - . ~ ^ ' 

гр iS _ гр ^7 _ Г) гр 'У'У _ _£-f£i 

Относительная проективная прямая Т = Рм{^) задает (2А: | 2А: + 1)-мерную 
коническую структуру JT -̂)- См^^к \2к -\- 1; Q^Ai) на почти кватернионном су­
пермногообразии J\A, которая однозначно характеризуется тем, что сужение на 
JT тавтологического пучка S на См^^к \2k-\-l; Q^Ai) входит в коммутативную 
диаграмму 

0 0 0 

^ Ojr{l) (8 7Г*(5) > S\jr у П 0 ^ ( 1 ) + 7 Г * ( П 5 ) > О 

A;0id 

-> 7Г*(5 0 S) > 7 r* (0 l> f ) > 7Г*(П5)+7Г*(П5) > О 

file:///2k-/-l
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где 7г — проекция Рм {S) -^ Ai ^ к — эпиморфизм в точной последовательности 

О -^ ̂ ^Т1м ^ От{Х) -^ 7г*(5) Л От{Х) -^ о, 
а От{-\) = [0jr(l)]* и ТТIМ = {р^ТIМУ — тавтологический пучок и пу­
чок 7г-вертикальных векторных полей на Т соответственно. Эту (2А: | 2А: + 1)-
коническую структуру на J\A будем называть канонической. 

О П Р Е Д Е Л Е Н И Е . ПОЧТИ кватернионное (4А: | 2к + 2)-мерное супермногообразие 
Ai называется кватернионным, если соответствующая каноническая (2к \ 2к-\-1)-
коническая структура допускает интегрируемую коническую связность. 

Таким образом, каждому (4А: | 2к + 2)-мерному кватернионному многообразию 
соответствует, по крайней мере локально, (2к + 11 1)-мерное комплексное супер­
многообразие, параметризующее слои интегрируемой конической связности и на­
зываемое суперпространством твисторов (ср. [2]). 

Кватернионные супермногообразия образуют категорию, плоской моделью в 
которой служит суперпространство флагов F ( l | О, 11 1; Н^^^ ' ̂ ) , причем диа­
грамма (1) принимает вид 

G(l I О ; е^+1 11) ^ F ( l I О, 11 1; H^+i I ^)^G{1\1; H^+i 11), 

a соответствующее суперпространство твисторов есть СР^^+^ ' ^. 
Главной мотивировкой определения кватернионного супермногообразия слу­

жит следующий факт. 
Т Е О Р Е М А , а) Подстилающее многообразие A^rd кватернионного супермного­

образия М имеет индуцированную кватернионную структуру. 
б) Каэюдому Ак-мерному кватернионному многообразию Л^о соответствует, 

по крайней мере локально, (4А: | 2к-\-2)-мерное кватернионное супермногообразие 
М, которое индуцирует на Mrd — А^о исходную кватернионную структуру. 

С Х Е М А Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В А . Вычислением пучка коэффициентов конической 
связности на JF = Pj^ (<S) доказывается следующая 

Л Е М М А . Любая интегрируемая коническая связность Djr на Т допускает^ 
подъем до некоторой канонической связности V на ТМ. 

Анализ тождеств Бьянки для V показывает, что V индуцирует интегри­
руемую связность Djr только тогда, когда Т. •'^'^ = О, из чего, в свою оче­
редь, следует, что бесследовая часть компонент Т . •'^'^ тензора кручения равна 
нулю. Это означает, что индуцированные на A^rd данные {TM-rd — (<5*)rd ^ 
(<5*)rd, (V)rd, (p)rd) задают кватернионную структуру (ср. [2, 3]). 
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