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§ 1. Цель настоящей работы — доказательство гипотезы В. Г. Сирия-
джука, сформулированной в (4): 

Пусть Р(х)=апхп-] h^i^ + ô — целочисленный полином, Н= 
= max \cLi\9 (о=(соь . . . , сол) —вещественный вектор, l^Zk^Zn. Пусть, 

далее, УП(СО) —точная верхняя грань v>0, для которых система нера­
венств 

тах( |Р(со 1 ) , . . . , \P(®h)\)<H-

имеет бесконечное число решений в полиномах Р(х). Верно ли, что для 
почти всех со 

/~~\ П + \ ,~ 

Заметим, что при k—l получаем известное предположение Малера,, 
доказанное Спринджуком, а при k = n доказательство гипотезы неслож­
но (см. лемму 11). Мы докажем более общую теорему. 

Пусть wn(to) —точная верхняя грань тех w>Q, для которых нера­
венство 

Ц\Р{щ)\<Н~™ (1> 

имеет бесконечное число решений в полиномах Р(х). Тогда для почти, 
всех со 

wn (со) = п — k + 1. 

В такой более общей формулировке задача ставилась в (3). Там же 
получены предварительные оценки для до„((о) (а>п((о) < 2 я — k + l ) . За­
метим, что для любого со, применяя принцип ящиков Дирихле, можно-
показать, что wn((o) ^п—k+l. 

Основу доказательства составляет метод В. Г. Спринджука, разра­
ботанный при решении проблемы Малера. С помощью этого метода 
были получены наиболее значительные результаты в метрической тео­
рии диофантовых приближений зависимых величин. Ознакомиться как 
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с самим методом, так и с его действием в условиях конкретных задач 
можно по работам (2), (4) — (6). 

§ 2. В этом параграфе будет обоснован переход от множества всех 
целочисленных полиномов 

P(x)=anxn + -+aix+a0 (2) 

ко множеству неприводимых в ноле рациональных чисел полиномов,, 
имеющих определенную структуру коэффициентов и корней. Кроме то­
го, мы докажем несколько лемм и, основываясь на них, введем ряд 
определений. 

Через с(п) мы будем обозначать положительные функции, завися­
щие только от п. Над с(п) мы будем производить действия по формаль­
ным правилам 

с(п) +с(п)=с_(п), о(п) -с(п) =с(п), 

смысл которых состоит в том, что суМхМа и произведение есть снова не­
которая функция, зависящая от п. 

Для полинома Р(х) вида (2) через Н(Р) обозначим его максималь­
ный по модулю коэффициент — высоту. 

Если не возникает двусмысленности, вместо Н(Р) будем писать 
просто П. Поскольку в теореме речь идет о конечности или бесконечно­
сти числа решений неравенства (1), то будем считать, что # > # 0 , где 
# 0 — достаточно большое натуральное число. Далее будем считать, что 
у вектора о)=(со1, . . . , cofe) все координаты — трансцендентные числа, 
поскольку мера тех со в /?\ у которых хотя бы одна координата алге­
браическая, равна нулю. 

ЛЕММА 1. Пусть Pi(x), ..., Р1ш(х)—полиномы и Р(х) — 
= Pi(x)-~Pl(x). Тогда 

ci(n)H(Pi)...H(Pl).<H(P)<c2(n)H(Pi)...H(Pl). 

Элементарное доказательство леммы 1 можно найти в (5). В более 
сильной формулировке, с указанием в явном виде величины ^ ( я ) , 
можно найти в (*). 

ЛЕММА 2. Пусть все координаты вектора (o=((oi9 . . . , юл) транс-
цендентны, и пусть адДю), i>i(co) —точные верхние грани тех ад/, у/ , 
для которых неравенства 

II IР М I < Н (P)-W\ t] 1 F Ы | < Н (FГ1 

имеют бесконечное число решений в целочисленных полиномах Р(х) 
степени не выше п и целочисленных неприводимых полиномах F(x) 
степени не выше п соответственно. Тогда wi(x^)=vi((d). 

Доказательство леммы 2 аналогично доказательству утверждения 
§ 5 главы 1 из (5). 
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ЛЕММА 3. Пусть при некотором w>0 неравенство 

Ц\РЫ\<Н{РТШШ 

имеет бесконечное число решений для множества положительной меры 
QidRh в целочисленных неприводимых полиномах Р(х) степени не выше 
п. Тогда неравенство 

имеет бесконечное число решений для некоторого множества положи­
тельной меры Q2<z:Rh в целочисленных неприводимых полиномах Q(x) 
степени не выше п, подчиненных условию 

max \ai(Q)\^an(Q) = H(Q)i (3) 
о<;</*-1 

где ai(Q) — коэффициенты полинома Q(x). 
Аналогичное лемме 3 утверждение доказано в § 6 главы I из (5). 
Леммы 2 и 3 позволяют свести доказательство теоремы к рассмот­

рению неравенства (1) в неприводимых полиномах, подчиненных усло­
вию (3). Обозначим через Рп{Н) класс неприводимых полиномов с 

оо 

условием (3), для которых ап(Р)=Н. Пусть, далее, Рп = (J РЛ(Я). 
Я = 1 

Для того чтобы упростить дальнейшие рассмотрения, будем прово­
дить доказательство для случая k = 2. Обобщение теоремы на случай 
произвольного k несложно. Необходимые для этого изменения мы обсу­
дим в конце статьи. Пусть Р{х)<^.Рп(Н), и пусть ки . . . , кп — его корни. 
Тогда нетрудно доказать (см., например, лемму 1 гл. I из (5)), что 

|х*|</1 • ( i = l , . . . , п). (4) 

Будем считать, что корни %и . . . , хп упорядочены таким образом, что 
Re>c1^Rex2^---^Re>cn . В случае равенства Rex* = Rexf ранее будем 
записывать тот корень, у которого меньше модуль мнимой части, а в 
случае равенства модулей мнимых частей ранее 'поставим тот корень, 
мнимая часть которого положительна. Выберем два любых корня %{ и 
Kj. Относительно каждого из них все остальные корни упорядочим сле­
дующим образом: 

К ' — **, |<|и* — Ъ*\< • • • <:\К1 — Ъп\, (5) 

I*/ —К/,1<1*/ —*/ . !<• • - <1*/ — "/J- (6) 
Введем обозначения: 

|х<-**, ! = / Г " ' (1 = 2, . . . , /г), (7) 

\7iJ-7ifs\ = H'98 (s = 2, . . . , п). (8) 
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Очевидно, учитывая леммы 2 и 3, доказательство теоремы при k = 2 
будет следовать из того, что мы докажем, что при любом е > 0 'неравен­
ство 

^ЮНРЮКЯ"1"-1»-8 (9) 
имеет для почти всех •со=Х®1, о)2) лишь конечное число решений в це­
лочисленных неприводимых полиномах Р(х), подчиненных условию (3). 
Зафиксируем г и 'положим 

L 8 J 

Определим целые числа U и s{ из неравенств 

^ < Q i < ^ (i = 2,...,n). (11) 

С фиксированной 'парой корней (%г, %,) полинома Р(х) будем связывать 
целочисленный вектор Sij=s=(l2j . . . , /n, s2t . . . , sn). Все многочлены 
Р ( х ) е Р п ( Я ) , имеющие один и тот же вектор <?, объединим в класс 
Pn(H,s). 

ЛЕММА 4. Число классов Рп(Н, s) конечно и зависит только от п 
и е. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Лемма будет доказана, если мы покажем, 
что любое из целых U, s{ 'принимает лишь конечное, зависящее только 
от я и s число значений. Неравенства — 1 ^ / * и — l ^ s * выполняются 
при достаточно больших Я, так как для любых двух корней полинома 
Р(х) к{ и Kj по (4) верно |х*—Kj\ ^2/г. Сейчас 'получим верхнюю оцен­
ку для 1{ и s{. Рассмотрим дискриминант D(P) аголинома Р(х). Так как 
Р(х) неприводим, то \D(P) \^l. С другой стороны, 

\D(P)\=H2n~* TT \ш-%^^с{п)Н2п^\щ-щ\^ (12) 

для любых 1фк ( l ^ Z ^ n , l^.k^.n). Из (12) получаем: 

1 ̂ iDiP^'^cWH^lxi-Kkl (13) 

Бели \щ—хА|<#~п, то при достаточно больших Н неравенство (13) 
противоречиво. Поэтому, |х ,—хА |^Я_ п . Отсюда и из (10), (11) следу­
ет, что U^nT и Si^.nT, а значит, число различных векторов 5 не пре­
восходит (пТ+2)2п-2. 

Теперь, учитывая лемму 4, мы можем считать, что неравенство (9) 
рассматривается в полиномах Р(х)^Рп(Н, s) с фиксированным векто­
ром S. 

Пусть для некоторого w выполняется неравенство (9). Это означает, что 
J Р К ) | < /TVl(£0l), | Р (со2) | < H~v^ и v, К ) + v2 (со2) > п - 1 + в. Опреде-
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лим целые числа tx и t2 из неравенств 

^ • < v 1 K ) ^ ^ ± i , (14) 

- ^ r < v 2 K ) < ^ . (15) 

Из определения /4 и t2 следует, что 

|/>К)|</г''/г, 
(16) 

\P(<*2)\<H-hlT, 
где 

^ > ^ к ) + v 8 W — | г > « - 1 + у . (16') 

По теореме Спринджука (4), (5) неравенства |P(coi) | <С//_гг_1, 
|Р((о2) | <Я _ г г _ 1 выполняются бесконечно часто лишь для множеств 
чисел о)! и (о2, имеющих нулевую меру Лебега на R, поэтому в системе 
(16) можно считать, что ti<.(n-\-l)T, / 2 < ( я + 1 ) Г . С другой стороны, 
неравенства для ti и t2 /А>—Т—1 и /2>—Т—1 следуют из неравен­
ства \Р{х) | <,с(п)Н, справедливого для всех х. Таким образом, мы 
получаем, что как tu так и t2 принимают не более (п + 2)Т значений. 
Поэтому если для некоторого со неравенство (9) имеет бесконечное чис­
ло решений, то для этого со бесконечное число раз выполняется система 
неравенств (16) с фиксированными ti = ti(w) и t2 = t2((o)y удовлетворя­
ющими неравенству (16'), или это со принадлежит множеству нулевой 
меры. Зафиксируем tt и t2 в системе (16). 

Пусть 5(хг) —множество вещественных чисел соь обладающих свой­
ством 

min | ©! — х/1 = | ©! — Xj |. (17) 

Аналогично, пусть S (х,) — множество вещественных чисел со2, обла­
дающих свойством 

min |со2 — x s | = |co2 — х7-|. (18) 

Очевидно, что 5(XJ) ( / = 1 , . . . , п) 'представляют собой интервалы, 
причем два крайних интервала имеют вид (—оо, y]i), (т]2, оо), где т^ и 
т]2 — некоторые вещественные алгебраические числа. 

Если для некоторого со система неравенств (16) имеет бесконечное 
число решений, то для этого со бесконечное число раз выполняется си­
стема неравенств (16) с условием, что с о ^ ^ х * ) , со2&$(х;) Для неко­
торых i и / ( 1 ^ л ^ я , ( 1 ^ / ^ / г ) . Зафиксируем i и /, т. е. будем рассмат­
ривать систему неравенств (16) 'При фиксированных tut2 и c o ^ S ^ K 
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co2^S(Xj) : 

|PK)\</r ' ' / r , 
РК)|<я-'* /г, 49) 

k e S ( 4 u)2e5(x/). 

ЛЕММА 5. Пусть Р(х)^Рп(Н), ©eS(xi). Гогда 
| ( 0 _ х . | ^ 2 " | Р ( Ю ) | , (20) 

| с о - х г | < £ m i n / 2 " - ^ 4 l l x l - x t 2 | . . . | x t - x , n 1 / / , (21) 

где Xi2, . . . , х»л упорядочены, как в (5). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем (20). Из неравенства (17), опре­

деляющего S(>ti), получаем: 

\*i — Xt,\<\o> — Xt\ + \<a — xl;.|=s;2|co —x,. | (/ = 2, . . . . л). (22) 

Из тождеств 

| ш - Х ; | = - I^MJ , (23) 

| Р > ; ) | = Я | х < - х ; 2 | . . . | ^ - х , в | (24) 

и неравенства (22) находим: 

1 ! |Р'(*,)1 

Аналогично, используя (22), (23) и (24), получаем: 

\Р((»)\ ^ \ СО — X; {' < ^ | СО — X ; [ . . . | СО — И , | = — 
1 Н | со — х,--, , . . . СО — К. \ 

7+1 'л1 

Я | х , — х, | . . . |х , — х, I 

Qn~j | Р (со) | , , , 

откуда следует (21). 
ЛЕММА 6. Пусть Р{х)<=Рп{Н), . 

| СО X i | < | X i — X t 2 | . (25) 
Тогда 

1 - х . 1 > ^ ^ . (26, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для любого i} ( /=2 , . . . , п) 

Iw — «./I < I © — х( | + | х' — х,-. | < 2 1 х, — х(/. | 
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в силу неравенства (25) при / = 2 и неравенства (5) при / > 2 . Из тож­
дества (23) путем замены |<о—хг/. | на 2|х*—хг/| получаем (26). 

Определим числа р{ и qu 'пользуясь (10) и (11): 

Pi = k i + • • • + ' , . , (27) 

**« + • • • + f j _ > ( 2 g ) 
Т 

ЛЕММА 7. Пусть Р(х)<=Рп(Н, s). Тогда 

\P(l)(Ki)\<c(n)H1~Pl. (29) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При / = 1 неравенство (29) следует из (24),. 
(5) и (27), так как 

| Р > , ) | = Я | * - х , . | . . . | х ( - х ^ = ^ ~ й 1 , + " - + М ^ Л 1 - ' \ 

При любом другом Z из тождества Р(со) = # JJ (со — х,) получаем: 
/ = i 

Р{1) (со) = Я/! ^ (со - хО . . . (со - x A J , (30) 
*/ 

где &ь . . . , &n_z независимо друг от друга принимают значения 1, . . . , пу_ 
причем ki<.---<ikn-i. Из всевозможных произведений (х*—xftl)---
•••(х̂ —Kkn_j) наибольшим чю модулю, в силу неравенства (5), является, 
произведение |х*—х^/+1|---|х<—х*п|. Поэтому из (30) получаем: 

\&l\*t)<c(n)H\Ki-Kil+1\... \Ъ-Ъп\, 

откуда следует (29). 
§ 3. В этом параграфе мы сделаем переход от класса Рп(Н9 s) к ко­

нечному числу подклассов, каждый из которых будет характеризовать­
ся одинаковым поведением множества решений системы неравенств. 
(19) при изменении tt и t2. 

Для любой системы неравенств 

|РК) |</г-
через Xp(Wi) будем обозначать пересечение круга 

\z1-KC\^2nH-Wi/\Pf(Ki)\ 
с действительной осью соь а через xP(w2)— пересечение круга 

\z2-Kj\^2"n~wV\P'(xj)\ 
с действительной осью >со2. Здесь zi я z2 — комплексные числа, Так как 
Хг и Xj могут быть комплексными числами, то для некоторых w± и wz 
возможно, что xP(Wi)=0 и %P(w2)=0. Если для некоторого w%' 
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г 

\\Р{щ)\<н 
i 
\\Р{щ)\<Н 
[ Щ GE 5 (И,), 

т 

т 
> 

со2е 5(х ;) 

тР(ш/) =#=0, то Tp(t<y1)=7^0 для всех ш ^ ш / и представляет собой ин­
тервал, в котором наряду с точками ©i&S^Xi) могут содержаться и точ­
ки cOi^5(xO {1фг). 

Наряду с системой (19) мы будем рассматривать системы нера­
венств 

(31> 

с целыми 1Х и /2. Обозначим через kx такое целое 1Ъ что т р ( - - ) c S ( x { j , 

но уже т^г 1""г 1~" ) cjiSfai), т. е. в тр ( * ~~ * ~~ ) содержится хотя бы 

одна точка сох е 5 (и/) (/ =f= i). Аналогично, через k2 обозначим такое целое 

12, что тр | 2 ~" 2 j С S (х/), но уже тр / 2 ~ 2""" ) <fiS(Kf), что означает су­

ществование со2 ^ Тр( 2~~ 2~~—J, принадлежащего 5(х/)(/ =£= у). 

Заметим, что из неравенства (20) следует, что все <Di&S.(x*), для 
которых выполняется первое неравенство системы (31), содержатся в 

интервале тр ( * ~" 1) , а все CD2^S(XJ), для которых выполняется второе 

неравенство системы (31), содержатся в интервале т> ( 2 ~~ 2 ] . 

ЛЕММА 8. Число векторов k= (ku k2) конечно и зависит от п и е. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из неравенства |Р(со) | <с( /г )# , справед­

ливого для всех сое(—/г, я), следует, что k1<ctl + T^(n+2)T и 
k2<Ct2 + T^.(n + 2)T. С другой стороны, если /г1<^1—2пТ, то в интервале 
ХР{2П) содержатся как точки <o/&S(x*), так и точки co / '&S^) (1фь). 
В неравенстве 

| Xf — X/ | < J COj — X/ | + | (о[ — СО̂  | + | СО̂  — X/ | 

точки со/ и со/' можно взять как угодно близкими, 'поэтому будем счи­
тать, что |ю/—<0i"| + |©i"—х*|<2|©/—m\. Из определения хР(2п) по­
лучаем, что 

t / -2rt 

| < — и £ | < 2 л — , 
1 * ' | J» (x , ) | 

откуда 

| х , - х / | < 3 . 2 п - ^ -

i «t — «i, | • • • I n — х{ J | Щ — x/ J < 3 • 2"/T 
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Из неприводимости полинома Р(со) следует, что его дискриминант 
\D(P) | > 1 . Имеем: 

1 < | D (Я) | = Н2{п~1) П | х, - xs |2 < с (л) Н2{п'1] х 

х |xf — Kit | • • • J и,— x fJ|x t- — x/ |<c(/ i)#~M 

'Полученное неравенство противоречиво и показывает, что k^ti—2пТ^ 
^—Г—1—2пТ^— (2п + 2)Т. Аналогичное неравенство справедливо и 
для k2. Отсюда следует, что вектор k может принимать не более 
(3/г+4)2Р значений. 

Полиномы Р(х), принадлежащие Рп(Н, <?), будем относить к одному 
и тому же подклассу Рп{Н, s, k)f если они имеют один и тот же вектор 
k=(ku k2). Теперь ясно, что теорема будет доказана, если мы ее дока­
жем для системы (19) в полиномах Р(х)^Рп(Ну s, k) при cOieS(xO, 
xo2^S(xj) . 

Пусть Р(х)^Рп(Н, s) и Q(x)^Pn(H, s). Обозначим через хг(Р) 
корни Р(х) и через x*(Q) — корни Q(x), l^.i^.n. 

ЛЕММА 9. Пусть выполнены два условия: 
чР(т)ПРя(т»)Ф0, (32) 

А < ^ + 1 - р 2 ( 3 3 ) 
Т 2 v 

Тогда для всех (оетР(ш) 
8 

\Q(co)\<c(n)H~W+2\ ( 3 4 ) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как tP(w) и tQ(w) пересекаются, то для 
любых двух точек со1етР(ш) и со2^Тд(ау) справедливо неравенство 

| сох — со21 <с: 2 max | со — xt- (P) | + 2 max | со — щ (Q) | =̂Г 

2п+1Я-да f ! + ) . (35) 

Так как Р(х) и Q(x) принадлежат одному и тому же классу 
. / \ ( В Д , т о 

шах/ 1-—— , 1 —) < Я * * т ~\ (36) 

Из (35) и (36) получаем: 

| (о 1 - (о 2 1<2 л + 2 Я г " . • (37) 
Воспользуемся разложением Q(co) в ряд Тэйлора в корне x,(Q) этого 
полинома: 

Q (со) = Q (х,- (Q)) + Q' (х, (Q)) (со - xt (Q)) + 

+ \ Q" (х, (Q)) (со - х, (Q))2 + . •. + -7 Qin) М («> - «.- (<?))"• (38) 
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Если соетр(пу), то по (37) получаем: 

lco-x t - (Q) |<2" f 2 # T • 
Поэтому 

|Q'(MQ))ll«>-MQ)l<c(n)// = с(п)Н (39) 

Оценим сверху третий член разложения (36). Для этого восполь­
зуемся оценкой |со—Ki(Q) | и леммой 7. Имеем: 

yQ"(MQ))(<o-MQ))2 <с(п)Н 
l-p2-2W+2pt+ — -2 

= с{п)Н 
-W+2— +p2~W-l+ — 

21* 

(40) можно переписать в виде 

jViMQMv-MQ))2 \<с(п)н 

Далее, при 3 ^ 5 ^ м 

(40) 

Из неравенства (33) следует, что — — w—1+р2<0, поэтому 

(41) 

1 I l-ps-SW*Spi-S+ -=г 

s! 

= с{п)Н 
-ан- -у- -(s- i )(a;f i )+ — ^ — +spt-ps 

L U 
Из неравенства (33) и неравенства — ^ — для s>t следует, что 

(42) 

(s-l)(w + l)+ps>(s-l)p1+(s~l)f + ps>sPl. (43) 

Неравенства (42) и (43) дают для любого s ^ 3 : 

-i-Q<s,(«*(<2))(a>-MQ))s 

s! 
:с(л)я 

Последнее неравенство вместе с разложением (38) и неравенствами 
(39), (41) доказывает лемму. 

§ 4. Доказательство теоремы мы начнем с двух 'простых лемм. 
ЛЕММА 10. Пусть 5(6, tu t2) —множество вещественных векторов 

G)=(G)I, O)2), для которых система неравенств (16) имеет бесконечное 
число решений в полиномах Р(х)<=Рп с условием ]%*—х;|>б для лю­
бых i, j и некоторого произвольного, но фиксированного б > 0 . Тогда 
для любого б имеем mes В (б, tu /2) = 0 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При фиксированном Р(х)^Рп(Н) любое 
cOi^S^Xj), для которого выполняется первое из неравенств (16), удов-

3* Серия математическая, № 1 
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летворяет по лемме 5 неравенству 

I сох — Kt < с (п) 
н I Уч - Ъш I • • • I *i - *in \ 

откуда, используя условия леммы, получаем: 

\co1 — Ki\<c(n)d~{n'1)H T . (44) 
Аналогично, для CO2^S(XJ) и удовлетворяющих второму из нера­

венств системы (16), находим: 

\(о2 — 7с1\<с(п)6'{п"1)Н т . (45) 
Из (44) и (45) получаем, что мера тех со, для которых выполняется 
система неравенства (16), не превосходит 

c^nW^H T . 
Число полиномов Р(х)^Рп(Н) не превосходит о(п)Нп, поэтому сум­
марная мера со, для которых (16) выполняется хотя бы для одного 
Р(х)^Рп(Н), не превосходит 

/(/г, Н) = с{п)Ь'2п'х)Н т ~2+П. 

Так как ^Ь^-2 > п — 1 + - , то / (/г, Я) < с (л) 6~2(л~ Х)Я~ ~ 2 . Теперь ясно, 

что ряд ^f(n,"H) сходится, и для окончания доказательства леммы 10 
н 

осталось применить известную лемму Бореля — Кантелли. 
ЛЕММА 11. Пусть B2(tu t2) —множество тех со, для которых систе­

ма неравенств (16) имеет бесконечное число решений в полинолшх 
Р(Х)СЕР2. Тогда mes B2(tu f 2)=0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть хДР) я %2(Р)—корни Р(х)(=Р2(Н). 
Тогда если система (16) выполняется бесконечно часто для 'полиномов 
Р(Х)ЕЕР2(Н) С условием |х4(Р)— х2(Р) | > 6 , б > 0 , то mes B2(tu ^ 2 )=0 
по лемме 10. Если такого б найти нельзя, то |x i (P)—х 2 (Р) ]<5 для' 
любого 6 > 0 И Я > Я 0 ( б ) . 

В этом случае все со, для которых выполняется система неравенств 
(16) при Я > Я 0 ( б ) , находятся от прямой со1 = со2 на расстоянии, не пре­
восходящем с(п)8. Поэтому mesfi2(*i, t2)'=Q и в этом случае. 

Совершенно аналогично получаем, что меру нуль имеет любое мно­
жество со, для которых система (16) выполняется бесконечно часто в 
полиномах Р(Х)ЕЕРП С условием |хг(Р) — хДР) | ^ 6 для любого 5 > 0 . 
Поэтому в дальнейшем будем считать, что 

М Р ) - х Д Р ) | > 5 

для некоторого произвольного, до фиксированного б > 0 . 
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Наши дальнейшие рассмотрения будут зависеть от величины kt + k2. 
Будем считать далее, что 

£ 4 >0, £ 2 >0. (46) 

ЛЕММА 12. Пусть ki + k2^T+2n + 2. Тогда мера тех со=(о)ь со2), 
для которых система (19) имеет бесконечное число решений, равна нулю. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения ki следует, что в интервале 

Тр(- 1 1 содержатся как точки S(xi), так и точки S(KI) (l¥=i). 

Пусть 

Тогда по определению тр( — ) имеем: 

К — и , | < 2 л # ~ г ~1+Af г . (47) 

С другой стороны, |coi—Xz|<|co1—%i\ в силу определения множеств 
S(KI). ИЗ (47) получаем: 

I и* — и*, I ^ 1 и* — и/1 < ! <*>i — ^ I + | юх — х/1 < 

<2 | со 1 — ^ | ^ 2 Л + 1 Я 7 г . (48) 

Так как 

\щ-К1г\>Н т , (49) 

то из (48) и (49) находим: 

wx + 1 + р2 - — 
J-> i-, (50) 
Г 2 

/i - *! — 1 
где до-, = — - . 

т 
Аналогично, если воспользоваться определением k2, то получим: 

п 
w1+l-q2-~-r 

5 L > ZL, (51) 
Т 2 v ' 

/о ^9 1 

где w2 = - 2 2 
Т 

Пусть Wi и w2 таковы, что 

Ш ! > — - I , и>2> — - Г . (52) 

3* 
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Покажем, что существуют два целых числа т и г (2^.т^.п—1, 
2^г^.п—1), для которых справедлива система неравенств 

^i + 1 - Рт - — 
> - > - ^ . (53) 

Т m T 
п w2+\-qr~--

}> 7-L->hT- (54) 

При т = 2 левая часть неравенства (53) следует из (50). Если 
теперь 

о>1 + 1 - Р2 - — , 
2 >Т ' 

то неравенство (53) справедливо при т = 2. Если 

п wi+l — p2—--

(55) 

Г ' 2 

то, полагая /?2 = — + /73, придем к неравенству 3— > шх + 1 — Рз и 

^1 + 1 - Рз ~ ~ 
— > . Если теперь окажется, что 

п 
о>1 + 1 — Рз — ^г Т ^ и > 

3 Г 
то получим, что неравенство (53) справедливо при т = 3. В противном 
случае перейдем к неравенству 

^ + 1 — р4 — — /4 ;>. у 

Г 3 

и т. д. Ясно, что в конце концов мы придем к т , для которого (53) спра­
ведливо, так как |х—х,-|>6 и, значит, для некоторого т^п—1 
h 1 S — 2 

— <—-, ps~i<. для всех s^m. Аналогично, можно обосновать су­
ществование г, для которого справедливо неравенство (54). 

Рассмотрим множество полиномов 

Pn(t)= U Pn(H,~S,k). 

Пусть и*(Р) —корни Р ( х ) е Р п ( 0 и x,(Q) —корни Q(*)e=Pn(f), /i = 2f. 
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Предположим, что 
w1+i~pl т j 

|x , (P)-x,(Q) |<ft 

\xi(P)-Xj(Q)\<h 
Тогда из неравенств 

^>^-> . . . > — > 
Т Т Т m 

m 
» п 

г Г 

wi+l~Pm-f 

(56) 

(57) 

и (56) следует, что 

I % (Р) - ч «?) I < I % (Р) - * (р)\ + \ *<ь (Q) ~ ъ (Р) I ; 

^ | х, (Р) - щ (Р) | + | ЩЬ (Q) - *< (Q) | + | х, (Р) - х, (Q) | 

<3/г m (58) 

для любых g я b (2^.g^.m, 2^b^.m). Поэтому из (58) получаем, счи­
тая ъ(Р) =xh(P), Xi(Q)=^XQ)-

J ] \ng(P)-*ib(Q)\<c{n)h Tl. (59) 

При g^m и 6 > m из неравенства (53) следует: 

I *ig (P) - Ъь (Q) I < I % (^) — x, (P) | + | x, (P) - x, (Q) | + 
-A 

+ |x1(Q)-x l- ( ,(Q)|<C(«)/i~7 ' . (60) 
Неравенство, аналогичное (60), получаем и при g>m и b^tn: 

le 
\xtg(P)-*ib(Q)\<c(n)h T. (61) 

Из (60) и (61) следует: 

П I % (р) - к>ь «?) I < с (л) Л~2тРт. (62) 
max(g,b)>m 

Если сейчас воспользоваться неравенствами 

и неравенствами (54), (57), то получим результаты, аналогичные (59) 
и (62): 

( п \ 
П \*th(P)—*ia(Q)\<C{n)h T', (63) 

П \*iH(P)-*ja(Q)\<c{n)hv'r. (61) 
max(ft,a)>r 
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В'произведения (59) и (63), (62) и (64) входят различные сомножите-
1 

ли, если рассматривать только сомножители, не 'Превосходящие h n , 
так как в противном случае нетрудно получить, что | хДР)—хДР) |< 

с(п) 

<.h т вопреки условию \кг(Р)—хДР) | > б . Поэтому произведение ле­
вых частей неравенств _(59), (62), (63 )и (64) не менее произведения 

1 

с(п) П \*i{P)-*,(Q)\h"T~, 

которое незначительно отличается от результанта R(P, Q) полиномов 
Р{х) и Q(x). Многочлены Р(х) и Q(x) не имеют общих корней, поэто­
му \R(P, Q ) | ^ l . С другой стороны, из неравенств (59), (62), (63) и 

(64) получаем, учитывая что pt> : 

1 1 

l^\R(P,Q)\^Hn(P)Hn(Q) J] \Ki{P)-Ki{Q)\h ThT ^ 

^c(n)22n(t+1)hm ^-"«гтУ™^ {^-«г-т)-2">гьт< 

t [ 2n-m(Wi+i)--r(w2±iy+ ——- ) t 2/1-2(^+^2+2)+ — + —-1 
< c ( n ) 2 T ; < c ( n ) 2 v 5 T . (65) 

Так как 
и»! + w2 + 2 = bdlh + 2 - fel + fe2 + 2 > n + i- , 

i г Т Т 4 

то при 'подходящем t>t0{n, e) неравенство (65) противоречиво. Поэто­
му в прямоугольнике 

[ t»i+i-Pm- -f 

llcDi —Х!(Р)1<Л" S 

[\ (02 — Xy (P) | < ft 

нет корней x*(Q), Xj(Q) никакого другого полинома Q(x)^Pn{t). Это 
значит, что число полиномов Р(л:)еРп( / ) , для которых выполняются 
неравенства (50), (51), не превосходит 

с (л) 2 ™ + ' ' . (66) 

Из неравенства (21) получаем, что мера тех ©^^(х») , ДЛЯ которых 
выполняется первое неравенство системы (16), не превосходит 

с{п)2 , (67) 
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а мера тех CD2&S(XJ), для которых выполняется второе неравенство си­
стемы (16), не превосходит 

с (/i)2 V T . (68) 
По (67) и (68) мера о>= (о)!, со2) (co1eS(xi), со2е5(х^)), для которых 

выполняется система неравенств (16), не превосходит 

Ф ) 2 ' И - - " " ' ^ ^ . ,69, 
Из (66) и (69) заключаем, что мера тех со=(о)1, со2), для которых вы­
полняется (16) хотя бы для одного полинома P(x)^Pn(t), не превос­
ходит 

-t Г ^ + ' J) с(п)2 xmT rT <c(n)2 Tn. (70) 

Так как ряд ^ 2 сходится при любом j i>0 , то лемма 12 следует 
t 

теперь из неравенства (70) и леммы Бореля — Кантелли. 
Если не выполнено условие (52), т. е., например, Wj_ ^. 1, то мы 

t 8 
придем к неравенству — > п — 1 -\— , означающему, что 

|Я(соя)|<Я 4 . (71) 
Неравенство (71) при выполнении условия (51) имеет бесконечное чис­
ло решений только для множества нулевой меры (§ 3 главы 3 из (5)). 
Лемма полностью доказана. 

ЛЕММА 13. При ki + k1>T+2n + 2 система неравенств (19) имеет 
бесконечное число решений лишь на множестве нулевой меры. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что из определения kv и k2 сле­
дует: 

* Z ± * > - 1 , < • = £ > _ ! . (72) 

Не умаляя общности, будем считать, что k2>kt. Определим k/ из равен­
ства 

k[ = min (kl9 T + п + 2). 

Пусть kt<:T+n + 2. Тогда k/=ki. Рассмотрим систему неравенств 
tx~kx 

\Р{^)\<Н т , 
h-h (73) 

]РЫ\<н т , 
l % e S (ъ), со2 ЕЕ S (иД 

где k3 = T—ki + 2n + 2. Поскольку k^O и &3^0, то любое решение си­
стемы неравенств (19) является решением системы (неравенств (73). Из 
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определения kt следует, что для всех coj е %Р I- -) выполняется не­
равенство 

| С0± Х г | < | Х г — Х г 2 | , 

так как в круге 

y i Н т 

\(о1 — хЛ<2п 

\P'(*t)\ 

нет не только х*2, но и C D ^ S ^ ) . Если взять o)i на границе круга и ис­
пользовать лемму 6, то получим: 

т 

откуда 

с(п>> .в// м < I <°i — ** I < 1 ** ~ *U < # 

2̂ <-t^~ ki + T (I— p2) /74ч 
T 2T 

Аналогично можно показать, что 
s2 <t2-k2 + T(l-q2) 
T 2T 

а так как k3<Ck2, то 
s2 ^h — ks + Tjl — qz) ,j^ 
Т 2Т 

Будем рассматривать систему неравенств (73) с условиями (74) и 
(75). Пусть Q(x)^Pn(H, 5, к) и для Q(x) выполняются неравенства 
(74), (75) и система неравенств 

*i-fei 

V * ; | (76) 

{(2Ы\<н т . 
Все о)!^5(хг(Р)) и со2^5(х ;(Р)), для которых выполняется система не­
равенств (73), расположены внутри прямоугольника ТР = тР(- - ) х 

ххР . Аналогично, все cDi^S(xi(Q)) и CO 2 ^5(XJ(Q) ) , для которых 

выполняется система неравенств (76), расположены внутри прямоуголь­

ника TQ = xQ ( *~ 1 ) X T Q ( - -J .Пусть два прямоугольника ТР и 7Qnepe-

секаются. Тогда 

^ ) П т о ( ^ ) ^ 0 , (77) Хр 

%р (h^A n TQ / k z i a . ) ^ 0 . (78) 
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По лемме 9 из неравенств (74) и (77), (75) и (78) следует, что в любой 
точке (соь (д2)^ТР выполняется система неравенств 

ti-ki + _8_ 

(3WI<c(«)fl Т 2 ° , 

[\Q(w,)\<c(n)H T ™. 
Из (73) и (79) получаем, что для полинома R(x) =Р(х)—Q(x) выпол­
няется в ТР система неравенств 

R(w1)\<c(n)H~ T 20 

1|#(со2)|<с(п)Я т 
(80) 

Полином R(x) имеет степень не выше п—1 и высоту H(R)^.2H. Сумма 
показателей степеней в системе неравенств (80) равна (̂ i-H 

+ t2—Т—2п—2) Н , что не больше —п—2—— . Поэтому по индуктив­
ному предположению (базой индукции является лемма 11) можно зак­
лючить, что мера тех со, которые попадают в бесконечное число таких ТР, 
равна нулю. 

Рассмотрим теперь случай, когда прямоугольники ТР и TQ не пересе­
каются ни при каких Р(х) и Q(x) из Рп(Н, s, к). Все эти прямоугольни­
ки можно заключить в квадрат (—п—1, п+1)Х(—п—1, м+1), что сле­
дует из неравенств |хг|</г для корней полиномов из Рп{Н). Поэтому 

S _mesТр<с{п). (81) 
P(x)SEPn(H,S,k) 

Все те 0!^5(хг), для которых выполняется первое неравенство системы 
(16), лежат внутри интервала тР ( —| , а те со2^5(^), для которых вы­
полняется второе неравенство системы (16), лежат внутри интервала 
хР /—М . Из неравенств 

mes хР \М < H~hlT mes хР (h ~ ** Л<Н~К 

Т J \ Т 
mes хР {М < Н~к>/Т mes хР ^ ~ k° 

которые непосредственно следуют из определения интервалов xP(w) и kly 
k3, получаем: 

k\k3 

mes (хР (txIT) x rP {tJT)) < H T 

x mes I xP I - i ^ - L x xP f^=*»-) ^if1" r~mes TP. (82) 

X 

2Я+2 
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Из неравенств (81) и (82) находим: 

оо 

# = 1 
•Р<=РЛ(Я, s,k) 

Я = 1 

mes(TP(^/r) х Т Р (УГ))< 

mes Tp<C°o. т S (83) 

Теперь неравенство (83) и лемма Бореля — Кантелли приводят к дока­
зательству леммы, если kY<cT + n + 2. 

Если & / = Г + я + 2, то вместо системы неравенств (73) будем рас­
сматривать систему неравенств 

|РК)1<я 
* 1 - Т - л - 1 

'«- т -"-1 (84) 

| Р (со 2 ) |<Я ' , 
^ G^GE S(Xi), (D 2 6S(X / ) , 

которая может быть рассмотрена аналогично системе неравенств (73), 
поскольку из неравенств (72) и неравенства k<^k^7' + n + 2, получаем, 
что 

t^j-n-l U —-» — — п - * 1 

> 1, > — 1. 

Тем самым лемма 13 при условии (46) доказана. 
Пусть условие (46) не выполнено. Тогда если &!<(), а & 2>Г+2п + 2, 

то вместо системы неравенств (73) будем рассматривать систему нера­
венств 

Обозначим 

г = min 

а через %р 

| Р К ) | < Я ^ / Г , 
U-T-n 

\РЫ\<н т , 
.fi)ieS(Xf), c o 2 e S (х7). 

, min 2 ъ — х;2 
| Р 'Ю1 2 < к Д |P 'K) l ' 

(85) 

я 
1 / / 

интервал, образованный пересечением круга 12:±—хг|< 

< г с действительной осью. По лемме 5 все те со= (соь со2), для которых 
выполняется система неравенств (85), расположены внутри прямоуголь­
ника 

Если ни для каких двух многочленов Р(х)<=Рп(Н, s, ft) и Q(x)^ 
<=Рп(Н, J, ft) прямоугольники Тр и Т' не пересекаются, то рассуждаем, 
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к\ ^ ыХ~Т lh-+T—n\ 

жак и при анализе системы неравенств (73), поскольку 
п 

mes %р (-М < Н т mes тр i 

Если два прямоугольника Т'р и Т' пересекаются, то пересекаются и ин­
тервалы 

Так как &2>Г + 2п + 2, то 
А < ' « - ( r + zQ + H l - f t ) (86ч 
Г * .2 

Используя лемму 9 и неравенство (86), получим что в любой точке 
/ t2 — Т — /г \ со2 ^ тр »— выполняется неравенство 

| Q K ) | < c ( n ) t f ~ т 20. (87) 

Из пересечения интервалов т,'р (-М и т^р-) заключаем, что для любых 

двух точек со^еТр(-М и аГ е т' (—) справедливо неравенство, аналогич­

ное (35): 
[ со̂  — со̂  | <с 2 max 10 — щ (Р)\ + 2 max | со — щ (Q) | ^ 

<с(га) min Я1" т ~1+Р/ . (88) 

Запишем разложение Q(x) по степеням со—x*(Q) для шет^, ( — 1 : 

Q (со) = Q' (х, (Q)) (со - х, (<?)) + * у w " (со - х,- (Q))2 + . . . 

. . . Л j (<o — *t(Q)) +••• Н ^ (со —x,(Q)). (89) 

Используя (88) и лемму 7, получаем: 

Qa> (х, (Q)) , 
((o — xi(Q)) 

11 

Из (89) и (90) следует, что 

< с ( я ) Я т т. (90) 
I 

Т+Т (91) |(2(со)|<с(л)Я 

для всехсоеТр[—) . Неравенства (87) и (91) позволяют получить для 

многочлена R(x)=P(x)—Q(x) во всех точках с о = ( 0 ь (йг)^Т'р систему 
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неравенств 

\R(^)\<H r + T, 

- А +1+ -£-
[ |Я(со2) |<Я 7 10, 

которая аналогична системе неравенств (80). 
Если теперь fe,<0 и & 2<Г+2я + 2, то будем рассуждать так, как при 

доказательстве леммы 12, только вместо неравенств (56), (57) рассмот­
рим неравенства 

Ki{P)->4(Q)\<h 

\*i(P)-*iiQ)\<h 

(£«-* 
^ 2 - 1 /г \ / 

и дальше, как при доказательстве леммы 12. 
§ 5. Доказательство теоремы в случае произвольного k требует не­

значительных изменений. Произойдет естественное обобщение леммы 11, 
являющейся базой индукции. Вместо двух чисел mi = ki и m2 = k2 придет­
ся ввести k чисел пги . . . , mh. Затем будем вести рассмотрение в зависи­
мости от величины суммы m^. . . + mh. Вначале предположим, что 

т,1 + . • . + mk^LT + kn + k, га^О, . . . , mk^0. 

В этом случае теорему можно доказать, используя результант двух поли­
номов, имеющих близкие корни, как это сделано в лемме 12. Если 

mi + .. ;+mk>T+kti + k, 

то поступаем аналогично тому, как это сделано в лемме 13. 
Случай, когда среди чисел ти . . . , mk есть отрицательные, сводится 

с помощью изменений неравенств типа (56), (57) или к обобщению лем­
мы 12 или к обобщению леммы 13. 

В заключение отметим, что теорема может быть обобщена. Неравен­
ство (1) можно рассматривать в комплексных, а также р-адических чис­
лах с естественными изменениями при нормировании произведения и 
wn((ou . . . cofe). Также можно рассматривать задачу о приближении точки 
(покоординатно) корнями одного и того же многочлена. При этом можно 
будет получать результаты, аналогичные результатам Вирзинга (7), а 
для почти всех чисел со даже доказывать аналог его гипотезы. 

Автор благодарит профессора В. Г. Спринджука за внимание к ра­
боте и ряд полезных замечаний. 

Поступило 
5.VI.1978 
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