
Zapiski nauqnyh
seminarov POMI
Tom ���� ���� g�

A� I� Vinogradov

OPERATOR OTRA�ENI� I
KANONIQESKI� BAZIS

Pam�ti A� G� Izergina

Vvedenie

V teorii avtomorfnyh funkci� suwestvuet problema kommu�
tacii operatora otra�eni� T�� s obwim operatorom Laplasa�
Bel�trami� Bolee podrobno ob 	tom obwem operatore my pogovo�
rim v konce raboty
 a zdes� poka�em
 qto 	ta problema sravni�
tel�no prosto rexaets� dl� klassiqeskogo operatora Laplasa�

� � ��x� y� � �y�
�
��

�x�
�

��

�y�

�
� �
���

My budem rabotat� na verhne� poluploskosti H v gil�bertovom
prostranstve avtomorfnyh funkci�
 bazisom kotorogo �vl�ets�
sistema diskretno� serii sobstvennyh funkci� operatora La�
plasa�

� � v�z� � �v�z�� � �
�

�
� �
��

Invariantno� gruppo� avtomorfnosti voz�mem gruppu ���q� s
mul�tiplikatorom �
 t�e� dl� vseh funkci� �
��� spravedlivo
ravenstvo�

v��z� � ����v�z�� � �

�
a b
c d

�
� ���q�� �
���

gde

���� �

�
d

q

�
� simvol Le�andra�

Dl� prostoty budem sqitat�
 qto q � neqetno i beskvadratno�
Krome togo uslovie � � ��� v �
��� oznaqaet
 qto my prin�li
gipotezu Sel�berga ob otsutstvii malyh sobstvennyh znaqeni�

���
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dl� kongru	nc�grupp ���q�� �to uslovie vz�to to�e dl� tehni�
qeskogo uproweni�
 qtoby ne imet� dela s nulevym ko	ffici�
entom Fur�e sobstvennyh funkci� v�z�
 prinadle�awih malym
sobstvennym znaqeni�m � 	 ����
Qtoby vvesti operator otra�eni� T��
 dl� 	togo dostatoqno

zametit�
 qto operator Laplasa � simmetriqen�

� � ��x� y� � ���x	 y��
Ots�da sleduet
 qto ravenstvo �
��� spravedlivo tak �e i dl�
v��z��

� � v��z� � � � v��z� �
���

s temi �e sobstvennymi znaqeni�mi ��
Legko proverit�
 qto invariantnoe ravenstvo �
��� spraved�

livo tak �e i dl� v��z��
v���z� � ���� � v��z�� �
���

Dl� 	togo dostatoqno vz�t� matricu

b� �

�
a �b
�c d

�
� ���q�

i ubedit�s� v spravedlivosti tranzitivnogo ravenstva�

v���z� � v�b���z�� � ��b��v��z�� �
���

K tomu �e iz opredeleni� mul�tiplikatora poluqaem dopolni�
tel�noe ravenstvo�

��b�� � �
d

q

�
� �����

Vmeste s ravenstvom �
��� ono daet ravenstvo �
����
Iz ravenstv �
��� i �
��� sleduet
 qto v��z� tak �e prinadle�

�it bazisu �
���� �ta prinadle�nost� mo�et byt� trivial�no�

esli v�z� � sobstvenna� funkci� operatora otra�eni��

T��v�z� � v��z� � 
 � v�z�� 
 � ��� �
���

I mo�et byt� ne trivial�no�
 esli v�z� i v��z� line�no neza�
visimy�
Vo vtorom sluqae zamenim paru funkci� v�bazisa�

v�z� i v��z�
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novo� paro� e�funkci��

e���z� �
�




�
v�z� � v��z��

e���z� �
�




�
v�z� � v��z��� �
���

Nova� e�para funkci� �
��� prinadle�it tomu �e sobstvennomu
qislu � i �vl�ets� paro� sobstvennyh funkci� operatora T���

� � e��z� � � � e��z�

T�� � e��z� � 
 � e��z�

 � �� �
���

K tomu �e iz opredeleni� �
��� sleduet invariantnost� e�pary
otnositel�no kongru	nc�gruppy ���q��

e���z� � ���� � e��z�� � � ���q�� 
 � ��� �
��
�

Pereoboznaqiv qerez e�funkcii podmno�estva v�funkci�
 koto�
rye iznaqal�no udovletvor��t ravenstvu �
���
 my poluqim no�
vy� e�bazis
 invariantny� otnositel�no operatora otra�eni�
T��
 kotory� kommutiruet s operatorom Laplasa na 	tom bazi�
se�

� � T�� � e�z� � T��� � e�z�� �
����

Teper� na e�bazise mo�no zadat� sistemu operatorv Gekke�

x�� Operatory Gekke

My vospol�zuems� opredeleni�mi i simvoliko� operatorov
Gekke iz raboty ����

Tn
�
�n�q���

�
Y
pjq

�
Upk

�
k��

� �����

Vse mno�estvo operatorov Gekke ����� razbito na mul�tiplika�
tivnye podmno�estva� Pervoe sostoit iz nevyro�dennyh opera�
torov Tn vse nomera n kotoryh vzaimnoprosty s q
 �n� q� � ��
Podmno�estva vyro�dennyh U �operatorov na prostyh delite�
l�h q oblada�t polno� mul�tiplikativnost���

Upk � Uk
p � k � �� �����
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Po	tomu dl� obwego operatora Unq 
 gde

nq �
Y
pjq

pkp � �����

spravedlivo ravenstvo�

Unq �
Y
pjq

Ukp
p � �����

Tem samym U �operatory dostatoqno zadat� tol�ko na prostyh
pjq�
Obwi� operator sistemy vygl�dit kak proizvedenie dvuh

operatorov�

Tn � Unq � �n� q� � �� nq iz ������ �����

Na e�bazise standartnym putem prover�ets� kommutativnost�
obwe� sistemy naxih operatorov�

� � T�� �
�
Tn
�
�n�q���

�
Y
pjq

�
Uk
p

�
k��

� �����

V matematiqesko� fizike est� teorema o kommutiru�wih ope�
ratorah� No primen�t� ee mo�no tol�ko v tom sluqae
 esli vse
operatory sistemy �vl��ts� samosopr��ennymi �odnovremenno
s kommutacie���
Dl� operatorov Gekke Tn i Unq 	to uslovie 	kvivalentno 	r�

mitovosti� No v naxe� sisteme ����� operatory Tn anti	rmito�
vy na nevyqetah ���n� � ���
 t�e� ih sobstvennye znaqeni� qisto
mnimy� Toqno tak�e operatory Up mogut byt� kak 	rmitovy

tak i anti	rmitovy� Po	tomu pre�de qem primen�t� teoremu
o kommutiru�wih operatorah nam sleduet normirovat� opera�
tory Gekke tak
 qtoby vse oni stali 	rmitovymi� �Otmetim

qto operatory � i T�� �vl��ts� samosopr��ennymi v normi�
rovannom prostranstve avtomorfnyh funkci�
 iz qego sleduet
vewestvennost� ih sobstvennyh znaqeni���
Snaqala my otnormiruem operatory Tn� V vidu ih mul�ti�

plikativnosti� �
Tn
�
�n�q���

�
Y

�p�q���

�
Tpk

�
k��

� �����
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dostatoqno normirovat� operatory Tpk � Pri k � � operator tri�
vialen� T�� � �� Dl� prostyh p
 �p� q� � �
 polo�im

T �p � ��p� � Tp� �p� q� � �� �����

gde

��p� �

�
��� esli ��p� � ���

i �
p��� esli ��p� � ���

Dl� l�bo� stepeni prostogo pk
 k � �
 ravenstvo ����� doopre�
delim tak�

T �pk � ��pk� � Tpk � �k�p� � Tpk � �p� q� � �� �����

sqita� spravedlivym ravenstvo

��pk� � �k�p�� k � ��

Obwi� normirovanny� operator T �n dl� n �
Q
pjq

pkp 
 �n� q� � �


opredelim po mul�tiplikativnosti

T �n �
Y
pjq

T �
pkp

� ��n� � Tn� �n� q� � �� ����
�

gde
��n� �

Y
pjn

��pkp� �
Y
pjn

�kp�p�� ������

Sistema operatorov ����
� 	rmitova� Kommutativnost� 	to� si�
stemy �vl�ets� sledstviem kommutativnosti sistemy operato�
rov Tn
 t� k� normiru�wie mno�iteli trivial�ny s toqki zre�
ni� kommutacii� Iz zakona kompozicii dl� operatorov Tn�

Tn � Tm �
X

dj�n�m�

��d� � Tn�m

d�
� �m � n� q� � ��

sleduet zakon kompozicii dl� normirovannyh operatorov ����
��

T �n � T �m �
X

dj�n�m�

��d� � ��d�� � T �n�m

d�
� ������

No iz opredeleni� normirovoqnogo mno�itel� ������ sleduet
ravenstvo�

��d�� � ��d�� �d� q� � �� ������
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Po	tomu zakon kompozicii ������ prinimaet vid�

T �n � T �m �
X

dj�n�m�

T �n�m

d�
� �n �m� q� � �� ������

�tot zakon analogiqen zakonu dl� konkru	ncgruppy ���q� bez
mul�tiplikatora
 qto vpolne estestvenno
 t�k� tam 	ti opera�
tory iznaqal�no 	rmitovy�
Sobstvennye qisla normirovannyh operatorov�

T �n � f � t��n� � f ������

povtor��t zakon kompozicii �������

t��n� � t��m� �
X

dj�n�m�

t�
�n �m

d�

	
�

gde

t��n� � ��n� � t�n� t�n� � sobstvennoe qislo operatora Tn�

x�� Teorema o kommutiru�wih operatorah

Operatory Gekke Up iz ����� dl� pjq normiruem usloviem�

U�
p � ��p� �Up� �����

gde

��p� �

�
��� esli Up � 	rmitov

�i� esli Up � anti	rmitov�

Operator Upk dl� l�bogo celogo k � � obladaet polno� mul��
tiplikativnost�� ������ Po	tomu normirovku ����� obobwim na
obwi� sluqa� stepeni k � � ravenstvom

U�
pk � �U�

p �
k � �k�p� � Uk

p � k � �� �����

Po mul�tiplikativnosti dl� nq iz ����� polo�im�

U�
nq

�
Y
pjq

U�
pkp

� ��nq� � Unq � �����

gde
��nq� �

Y
pjq

��pkp�� ��pkp� � �kp�p��
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Pri normirovke ����� vse U �operatory stanov�ts� 	rmitovymi

a ih sobstvennye qisla � vewestvennymi�

U�
nq
� f � t��nq� � f� �����

gde

t��nq� � ��nq�t�nq�� t�nq� � sobstvennoe qislo operatora Unq �

V dal�ne�xem
 dl� raboty s kvadratami qisel n�q polezno ob�
obwit� pon�tie mul�tiplikatora � i na 	ti qisla� Dl� 	togo
doopredelim ego na prostyh pjq usloviem�

��p� �

�
��� Up � 	rmitov

��� Up � anti	rmitov�

Na l�bu� celu� stepen� pk perenesem 	to opredelenie s pomo�
w�� ravenstva

��pk� � �k�p�� pjq� k �Z�
Na l�boe nq � po mul�tiplikativnosti

��nq� �
Y
pjq

��pkp� �
Y
pjq

�kp�p��

V 	tom sluqae dl� normirovannogo mno�itel� poluqaem raven�
stvo

��n�q� � ��nq��

Po	tomu vtoroe ravenstvo ����� na kvadratah preobrazuets� v
tranzitivnoe ravenstvo�

t��n�q� � ��nq�t�n
�
q� � jt�n�q�j � jt�nq�j��

Analogiqnoe ravenstvo dl� qisel �n� q� � �
 t�e� dl� nevyro�den�
nyh operatorov Tn
 vygl�dit slo�nee

jt�n�j� � ��n� � t��n� � ��n� �
X
djn

��d� � t
��n

d

	�	
�

Zdes� u�e obyqny� harakter ��n� � �n�q��
Operatory ����
� i ����� mo�no ob�edinit� po mul�tiplika�

tivnosti v odnom simvole dl� l�bogo celogo m � �� Pust�

m � n � nq� �m� q� � �� nq �
Y
pjq

pkp �
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togda obwi� normirovanny� operator Gekke T �m opredelim ra�
venstvom

T �m � T �n � U�
nq � ��m�Tn �Unq � �����

gde
��m� � ��n� � ��nq��

Sootvetstvenno ob�edin��ts� i sobstvennye qisla

T �m � f � t��m� � f� �����

gde
t��m� � ��m� � t�m�� t�m� � t�n� � t�nq��

Pri n � � ravenstvo ����� oznaqaet
 qto my pereoboznaqili U �
operatory qerez T �operatory� Putanicy ne voznikaet
 t�k� mno�
�estva qisel n
 �n� q� � � i nq iz ��
�� ne pereseka�ts� i oprede�
leni� kompozicii u 	tih operatorov raznye� Po	tomu sistemu
operatorov ����� mo�no zamenit� edino� normirovanno� siste�
mo�

�
T �m

�
m��


 a polnu� sistemu ����� � novo� normirovanno�

sistemo�
� � T�� �

�
T �m

�
m��

� �����

gde vse operatory samosopr��eny i kommutiru�t me�du sobo��
Po	tomu k sisteme ����� primenima teorema o kommutiru�wih
operatorah� Iz nee my poluqaem f�bazis

�
fj
�
j��


 ka�da� funk�

ci� kotorogo �vl�ets� sobstvenno� funkcie� vseh operatorov si�
stemy ������

� � fj�z� � �j � fj�z�� �j �
�

�
�

T�� � fj�z� � 
j � fj�z�� 
j � ���
T �m � fj�z� � t�j �m� � fj�z�� m � ��

�����

V razlo�enii Fur�e funkcii fj�z� v verxine � ���

fj�z� �
X
m���


j�m� � pyKixj �
�jmjy�e��imx� �����

ko	fficienty Fur�e 
j�m� pri m � � sv�zany s sobstvennymi
znaqeni�mi normirovannyh operatorov Gekke T �m ravenstvom


j�m� � 
j��� � t�j �m�� ����
�
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Iz togo
 qto funkci� fj�z� �vl�ets� sobstvenno� funkcie� ope�
ratora otra�eni�

fj��z� � 
j � fj�z��
poluqaem line�nu� zavisimost� me�du ko	fficientami Fur�e
raznyh znakov


j��m� � 
j
j�m�� ������

Esli pere�ti k analogiqnomu prostranstvu
 gde invariantna�
gruppa ���q� imeet trivial�ny� mul�tiplikator � � �
 togda
vse operatory Gekke Tn
 �n� q� � � ne tol�ko samosopr��eny �	r�
mitovy�
 no k tomu �e i vewestvenny
 t�e� pri perehode ot ra�
venstva

Tn � fj�z� � tj�n� � fj�z� ������

k ego kompleksnosopr��ennomu analogu�

Tn � fj�z� � tj�n� � fj�z� ������

qertu kompleksnogo sopr��eni� v levo� qasti ������ s operatora
Tn mo�no ubrat�
 t�k� Tn � Tn�

Tn � fj�z� � tj�n� � fj�z�� ������

�togo nel�z� sdelat� v sluqae normirovannyh operatorov T �n
iz sistemy ������ Esli n � ne vyqet
 togda analog perehoda ot
������ k ������ sohran�ets�
 no ravenstva ������ u�e net� Ono
zamen�ets� ravenstvom so znaqeniem ��

T �n � fj�z� � �t�j �m� � fj�z��
�to sv�zano s normirovoqnym mno�itelem ��n�
 kotory� delaet
operator T �n mnimym dl� nevyqetov n
 po	tomu

T �n � �T �n � esli ��n� � ���
Uqityva� 	tu raznicu me�du prostranstvami gruppy ���q� s
mul�tiplikatorom � 	� � i bez nego �� � ��
 vernems� k raven�
stvam ������ i ������
 kogda � � �� Qtoby uprostit� tehniqesku�
qast�
 voz�mem modul� q � �
 t�e� gruppu ����� � PSL �
�Z�
 kogda
vse operatory Gekke ne vyro�deny
 	rmitovy i vewestvenny�
Analogi ravenstv ������ i ������ osta�ts� spravedlivymi i dl�
operatorov � i T��� Po	tomu analog kanoniqeskogo bazisa �����
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dl� � � � soder�it vmeste s ka�do� funkcie� fj�z� i ee kom�

pleksnoe sopr��enie f�z�� Esli f�z� vewestvenna
 togda f i f
sovpada�t� 	tot sluqa� my ostavim kak trivial�ny� i rassmo�
trim paru f�z� i f�z� line�no nezavisimyh funkci� bazisa� Po
	to� pare postroim novu� paru

U���z� �
�




�
f�z� � f�z�

�
� U���z� � � i




�
f�z� � f�z�

�
� ������

Obe oni vewestvennoznaqny i �vl��ts� sobstvennymi funkci�
�mi vseh operatorov naxe� sistemy s temi �e sobstvennymi
znaqeni�mi
 qto i funkci� f�z� i f�z�� Tem samym iz f�bazisa
my poluqili novy� kanoniqeski� U �bazis
 ka�da� funkci� ko�
toro� vewestvennoznaqna� �My pereoboznaqim qerez u�funkcii
podmno�estvo vewestvennyh f�funkci���
V razlo�enii Fur�e novogo bazisa

uj�z� �
X
n ���

�j�n�
p
yKixj �
�jnjy�e��inx ������

po�vl�ets� nova� informaci� o ko	fficientah Fur�e �j�n��
Iz vewestvennosti funkcii uj�z�

uj�z� � uj�z�

poluqaem novoe uslovie na ko	fficienty

��j��n� � ��j�n�� ������

Vmeste s analogom ravenstva ������

�j��n� � 
j�j�n� ������

iz ������ sleduet tret�e ravenstvo

�j�n� � 
j�j�n�� ������

Pri n � � poluqaem uslovie dl� normirovoqnogo ko	fficienta

�j��� � 
j�j���
 
j � �j���


�j���� ����
�

Iz mul�tiplikativnosti ko	fficientov Fur�e i vewestvenno�
sti sobstvennyh qisel operatorov Gekke tj�n� poluqaem

�j�n� � �j��� � tj�n�� n � ��

�j��n� � 
j�j��� � tj�n�� n � ��
������
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Podstavl�� ravenstva ������ v ������
 poluqaem

uj�z� � �j���
�X
n��

h
e��inx � 
je

���inx
i
tj�n�

p
yKixj �
�nx�� ������

Iz ravenstva ����
� poluqaem uslovie

�j��� �
�
R� esli 
j � ���

iR� esli 
j � ���
�to uslovie soglasuets� s vewestvennost�� funkcii uj�z��
Tako� toqno� informacii o ko	fficientah Fur�e nel�z� po�

luqit� dl� f�bazisa gruppy ���q� s mul�tiplikatorom � 	� ��

x�� Obwi� operator otra�eni	

Iz vvedeni� sleduet
 qto dl� opredeleni� operatora otra�e�
ni� T�� suwestvenna invariantnost� operatora Laplasa ��x� y�
pri zamene x na �x
 t�e� ego simmetri��

��x� y� � ���x� y�� �����

Po	tomu my razdelim vse operatory Laplasa�Bel�trami na dva
klassa� K pervomu iz nih otnesem te operatory
 dl� kotoryh
vypoln�ets� analog uslovi� ������ Ko vtoromu
 � gdu 	to uslovie
ne vypoln�ets��
V dopolnenie k operatoru Laplasa � rassmotrim iz pervogo

klassa operator Kazimira�

D � D�x� y� �� � ���x� y� � y
��

�x��
�

�

�

��

���
� �����

gde ��x� y� � operator Laplasa

��x� y� � �y�
�
��

�x�
�

��

�y�

�
�

� � tret�� koordinata v razlo�enii Ivasavy�

g � �n�x�a�y�k���� g � SL ��R�� z � x� iy�

Esli � � � � �invariantna� diskretna� podgruppa�� togda raz�
lo�enie Ivasavy dl� proizvedeni� matric � � g opredel�ets�
ravenstvom�

� � g � n�x�� � a�y�� � k����� � �

�
a b
c d

�
�
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gde

z� �
az � b

cz � d
� z� � x� � i � y�� �� � � � arg �cz � d�� �����

Operator Kazimira samosopr��enny�� Po	tomu vse ego sob�
stvennye znaqeni� diskretno� serii vewestvenny �no na 	tot
raz otricatel�ny iz�za obratno� normirovki operatora Lapla�
sa � v ��
���
 i my mo�em rassmotret� prostranstvo
 bazisom
kotorogo �vl�ets� ego diskretna� seri� sobstvennyh funkci��

D � v � � � v� v � v�z� ��� �����

Qtoby preobrazovat� v�bazis ����� k novomu bazisu
 v kotorom
by de�stvoval obobwenny� operator otr�aeni� T��
 dl� 	togo
nado zametit�
 qto uravnenie ����� sohran�ets�
 esli funkci�
v�z� �� zamenit� na v��z����� �to svo�stvo �vl�ets� sledstviem
obobwenno� simmetrii operatora Kazimira�

D�x� y� �� � D��x� y�����
Dal�ne�xee postroenie novogo e�bazisa
 v kotorom de�stvuet ob�
obwenny� operator otra�eni�

T�� � e�z� �� � e��z���� � 
 � e�z� ��� 
 � ��
proishodit toqno tak �e
 kak vo vvedenii
 no priroda 	tih funk�
ci� druga��
Iz vtorogo klassa operatorov Laplasa�Bel�trami voz�mem

invariantny� operator ��k dl� prostranstva avtomorfnyh
funkci vesa �k 	� ��

D	�k� �� � i � k � y � �

�x
� �����

gde �� � operator Laplasa

�� � �y�
�
��

�x�
�

��

�y�

�
�

Zdes� my snabdim ego indeksom 

 qtoby otliqat� ot obwego
operatora ��k iz ������
V kaqestve konkretnogo primera rassmotrim ves k � ��

 t�k�

	tomu prostranstvu prinadle�it klassiqeska� t	ta�funkci�
�kobi ot udvoennogo argumenta�

��z� �
X
n�Z

exp�
�izn��� �����
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Ves k udobno zamenit� mul�tiplikatorom v prostranstve nu�
levogo vesa� Dl� 	togo nado normirovat� naxi funkcii� Dl�
k � ��
 vmesto ��funkcii ����� udobno vvesti funkci�

��z� � �
p
y � ��z�� �����

V 	tom sluqae avtomorfnost� ��z� na invariantno� gruppe � �
���q� zadaets� ravenstvom

���z� � ���� z� � ��z�� � � �� �����

gde

���� z� �
���z�

��z�
�
�
y��z�

y

����

�

Pod otnoxeniem t	ta�funkci� v poslednem ravenstve my poni�
maem modul�rny� ko	fficient ��preobrazovani� t	ta�funkcii�
Esli v uravnenii ����� sdelat� zamenu argumenta z 
 ��z�

���z� � �
p
y � ���z�� �����

togda my poluqim funkci� iz drugogo prostranstva
 kotoroe
opredel�ets� operatorom ��k
 k � ��
� Legko videt�
 qto raven�
stvo ����� mo�no zapisat� kak sopr��ennoe k ravenstvu �����

��z� � �
p
y � ��z��

Pri 	tom ravenstvo ����� tak �e zamen�ets� kompleksno�sopr��
�ennym

���z� � � � ��� z� � ��z�� � � ��

V prostranstvah vesa k 	� � analogi funkci� ��z� i ���z� pri�
nadle�at raznym prostranstvam� V 	tom i sostoit trudnost�
zadani� operatora T�� v 	tom sluqae� �tot operator perevodit
funkcii prostranstva operatora ��k v prostranstvo operatora
��k� No operator kompleksnogo sopr��eni� snova vozvrawaet
ih v prostranstvo operatora ��k� �tim my i vospol�zuems��
Rassmotrim prostranstvo
 bazis kotorogo sostoit iz sob�

stvennyh funkci� diskretno� serii operatora ��k

��kf�z� � �f�z�� � �
�

�
� k �

�



� ����
�

Operatory ��k samosopr��ennye
 po	tomu � � �� Dl� vesa k �
���
 se�qas dokazana gipoteza Sel�berga ����
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Operator kompleksnogo sopr��eni�
 primenenny� k ravenstvu
����
�
 daet bazis operatora ��k

��k � f�z� � � � f�z�� ������

Pri k � ��
 oba bazisa invariantny otnositel�no gruppy � �
���q� s vybrosom mul�tiplikatora�

f��z� � ���� z� � f�z� ���k��

f ��z� � ���� z� � f �z� ���k�
������

Ots�da �sno
 qto
 esli k ravenstvu ����
� primenit� snaqala
operaci� otra�eni� z 
 ��z�
 a zatem kompleksnogo sopr��e�
ni�
 togda ravenstvo ����
� ostanets� invariantnym otnositel��
no operatora ��k

��kf ��z� � � � f ��z�� ������

Tem samym
 v ravenstve ������ my opredelili operator otra�e�
ni� T�� dl� operatora ��k�

T�� � f�z� � f ��z� ���k�� ������

V prostranstve operatora ��k on zadaets� sopr��ennym raven�
stvom�

T�� � f�z� � f��z� ���k�� ������

Esli para funkci� f�z� i f ��z� line�no zavisima
f ��z� � 
 � f�z�� 
 � ��� ������

togda bazis operatora ��k soder�it tol�ko odnu iz nih�
Esli 	ta para line�no nezavisima
 togda bazis soder�it obe

funkcii� f�z� i f ��z�� Po 	to� pare postroim novu� paru�

u���z� �
�




h
f�z� � f ��z�

i
� u���z� �

�




h
f�z� � f ��z�

i
� ������

Iz opredeleni� operatora otra�eni� ������ sleduet
 qto obe
funkcii ������ �vl��ts� sobstvennymi funkci�mi operatora
T���

T�� � u��z� � 
 � u��z�� 
 � ��� ���k�� ������

Ravenstva ������ i ������ pokazyva�t
 qto nova� para tak �e
udovletvor�et uravneni�

��ku��z� � � � u��z�� 
 � ���
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t�e� obe oni �vl��ts� funkci�mi novogo u�bazisa
 na kotorom
kommutiru�t operatory ��k i T��� Pri 	tom mno�estvo f�
funkci�
 udovletvor��wih ravenstvu ������ iznaqatel�no
 my
to�e pereoboznaqim qerez u�funkcii� Dl� operatora ��k takim
bazisom �vl�ets� kompleksnoe sopr��enie u�bazisa�

x
� Svertki Rankina

Normirovanna� svertka Rankina R�
j �s� dl� j�o� sobstvenno�

funkcii f�bazisa ����� opredel�ets� ravenstvom

R�
j �s� �

ZZ
	

jfj�z�j� � ysd��z�� �����

gde 
 � ediniqna� polosa na verhne� poluploskosti H�


 �
n
z � x� iy� jxj � �



� y � �

o
�

d��z� � invariantna� mera�

d��z� �
dxdy

y�
�

Podstavl�� v ����� r�d Fur�e j�o� sobstvenno� funkcii ����� i
men�� por�dki integrirovani� i summirovani� �qto zakonno v
oblasti absol�tno� shodimosti Re s � ��
 poluqaem �vny� vid
svertki ������

R�
j �s� � �j�s� �Rj�s�� �����

gde

�j�s� �
�

�
��s � ����s���

�s



	
� �
�s


� i�j

	
�
� s


� i�j

	
�

Rj�s� �
�X
n��

j
j�m�j�m�s� �����

Zakony kompozicii sobstvennyh qisel operatorov Gekke da�t
mul�tiplikativnoe razlo�enie svertki Rankina ������

Rj�s� � 
j��� � �q�s� � Lj�s� ��� Re s � �� �����

gde

�q�s� �
Y
pyq

�
�� �

ps

	��
� ��s� �

Y
pjq

�
�� �

ps

	
�
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Lj�s� �� � 
j���
�X

m��

��m� � tj�m�� �m�s� �����

V svertke Rankina ����� ko	fficientami �vl��ts� kvadraty mo�
dule� ko	fficientov Fur�e�


j�m� � 
j��� � t�j �m� � 
j��� � ��m� � tj�m�� �����

Iz opredeleni� normirovaqnyh ko	fficientov ��m� v ����� sle�
duet
 qto ih moduli ravny �

j��m�j � �� �����

Po	tomu kvadraty module� ko	fficientov Fur�e ����� ot ��
normirovki ne zavis�t

j
j�m�j� � j
j���j� � jtj�m�j�� �����

Sledovatel�no
 v �dre integrala ����� mo�no iz��t� ��mno�i�
teli iz sobstvennyh funkci� fj�z� i vnov� poluqennye funkcii
�bez ��normirovki� oboznaqim qerez �j�z��

R�
j �s� �

ZZ
	

j�j�z�j� � ysd��z�� �����

gde
�j�z� �

X
m���

�j�m� � py �Ki�j �
�jmj � y�e��imx

�j�m� � 
j��� � tj�m�� �j��m� � 
j ��j�m��

Hot� integraly ����� i ����� sovpada�t v pravo� poluplosko�
sti Re s � �
 tem ne menee oni suwestvenno otliqa�ts� v le�
vo� poluploskosti Re s � �� Integral ����� nel�z� analitiqe�
ski prodol�it� vlevo kak funkci� s
 t�k� �j�z� ne prinadle�it
naxemu prostranstvu i voobwe ne avtomorfna
 po	tomu svora�
qivat� ediniqnu� polosu ����� na fundamental�u� oblast� Fq
nel�z�� V to �e vrem� s integralom ����� vse 	to prodelat� mo��
no
 t�k� fj�z� avtomorfna i prinadle�it naxemu prostranstvu�
Po	tomu
 svoraqiva� ediniqnu� polosu ����� na fundamental��
nu� oblast� Fq
 poluqaem ravenstvo�

R�
j �s� �

ZZ
Eq

jfj�z�j� �E�z� s� � d��z�� �����a
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V �dre integrala �����a simvol E�z� s� oznaqaet r�d ��zenxte�na
gruppy ���q� v verxine � ���
Iz predstavleni� �����a u�e standartnym putem sleduet ana�

logiqeskoe prodol�enie svertki Rankina v levu� poluplos�
kost� Re s � ��
Ispol�zu� razlo�enie Fur�e v raznyh verxinah dl� fj���z�


poluqaem obobwenie predstavleni� svertki Rankina �����a na
l�bu� verxinu ��

R�
j���s� �

ZZ
Eq

jfj�z�j� �E��z� s� � d��z�� �����b

gde E��z� s� � r�d ��zenxte�na gruppy ���q� verxiny ��
Sistema ravenstv �����b daet nam funkcional�noe uravnenie

vektorno�matriqnogo tipa dl� svertok Rankina vseh verxin �
fundamental�no� oblasti Fq� Situaci� analogiqna i dl� r�dov
Rankina Lj�s� �� iz ������ Bez ��normirovki r�d Rankina �����
mo�no zapisat� v vide integral�no� svertki

�j�s� � Lj�s� �� �

ZZ
	

�j�z� � ��z� �� � y
s��
� d��z�� ����
�

gde �j�z� � funkci� iz �����
 �j�s� � normirovoqny� ��mno�itel�

�j�s� � 
 �
� �p




	
� ��s�
 � i�j� � ��s�
 � i�j�

�
�
s��
�

� �


 �

j���


j���
� sobstvennoe qislo operatora otra�eni��

��z� �� � t	ta�funkci� �kobi s harakterom

��z� �� �
�X
n��

��n� � exp�
�in�z��

Dl� prostoty my zdes� vz�li qetny� harakter �� Predstavlenie
����
� qisto formal�noe
 iz nego nel�z� poluqit� analitiqe�
skogo prodol�eni� i regul�rnosti r�da Rankina v kritiqesko�
polose po tem �e priqinam
 o kotoryh upominalos� vyxe dl�
ravenstva ������ S uqetom ��normirovki mo�no poluqit� dru�
goe predstavlenie dl� r�da Rankina
 otliqnoe ot ����
�� Dl�
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	togo nado zametit�
 qto me�du harakterom � i normirovko� �
suwestvuet prosta� zavisimost��

��m� � ���m� � ��m��� ������

Vtoroe ravenstvo v ������ �vl�ets� sledstviem polno� mul�ti�
plikativnosti ��normirovki� Po	tomu tranzitivnoe ravenstvo
������ mo�no perepisat� kak prostoe ravenstvo

��m� � ��m��� ������

Podstavl�� ������ v �����
 poluqaem novy� vid r�da Rankina

Lj�s� �� � 
j���
�X

m��

��m�� � tj�m�� �m�s� ������

S uqetom ravenstva ������
 poluqaem novoe integral�noe pred�
stavlenie r�da Rankina

�j�s� �Lj�s� �� �
�




ZZ
	

fj�z� � ��z� � y
s��
� � d��z�� ������

gde �j�s� ta �e ��normirovka
 qto i v ����
�
 fj�z� � funkci�
bazisa �����
 ��z� � klassiqeska� funkci� �kobi udvoennogo ar�
gumenta iz x�� Ediniqnu� polosu 
 v ������ u�e mo�no sver�
nut� po avtomorfnosti na fundamental�nu� oblast� Eq gruppy
�q s mul�tiplikatorom i poluqit� iz ������ analitiqeskoe pro�
dol�enie i regul�rnost� r�da Rankina Lj�s� �� v kritiqesko�
polose v kombinacii s mno�itelem ��
s� kak i dl� samo� svert�
ki Rankina� Vse 	to obespeqivaet nam avtomorfna� teori� na
metaplektiqesko� gruppe ����
Iz predstavleni� ������ u�e nel�z� poluqit� delimost� r�da

Rankina na klassiqeski� r�d Dirihle L�s� ��� Pravda
 oproverg�
nut� 	tu delimost� to�e nel�z�� No mo�no dokazat� otsutstvie
	to� delimosti v srednem po spektral�nomu parametru �j� Dl�
	togo my vospol�zuems� ukoroqennym funkcional�nym uravne�
niem dl� r�da Rankina Lj�s� �� ��
 ��� No predvaritel�no nado
poluqit� sel�bergovskoe funkcional�noe uravnenie vektorno�
matriqnogo tipa dl� 	tih r�dov� A iz nego u�e standartnym
putem poluqaets� ukoroqennoe uravnenie dl� Lj�s� �� v kritiqe�
sko� polose�
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Dl� togo
 qtoby uprostit� tehniqesku� qast� dokazatel��
stva
 budem sqitat� kongru	nc�modul� q prostym qislom� V 	tom
sluqae fundamental�na� oblast� Fq imeet tol�ko dve nezavisi�
mye verxiny � � ���� V obeih verxinah r�dy Fur�e bazisa
�����

fj��� � z� �
X
m ���


j���m�
p
yKi�j �
�jmjy�e��imx

ime�t ko	fficienty Fur�e s mul�tiplikativno� strukturo��


j���m� � 
j�����t
�
j���m�� m � ��

Fenomen mul�tiplikativno� struktury v verxine � � � ob��s�
n�ets� sledu�wim obrazom �	to ob��snenie prinadle�it prof�
A� B� Venkovu�� Esli dl� sobstvennogo qisla �j vypisat� mno�
�estvo vseh sobstvennyh funkci� 	togo qisla�

fj��� � � � � fj�k�z�
o
� k � � � kratnost� �j

i pode�stvovat� na nih matrice� ��

�� �

�
� �p

q

�pq �

�
� ����� � ��

to v rezul�tate my poluqim to �e samoe mno�estvo funkci� qi�
sla �j s toqnost�� do perestanovki� �to oznaqaet
 qto �� �vl��
ets� avtomorfizmom 	togo mno�estva� Ots�da sleduet fenomen
mul�tiplikativno� struktury verxiny � � �
 esli ona est� v
verxine � ���
Po	tomu svertki Rankina R�

j���s� dl� obeih verxin � � �
 �
ime�t mul�tiplikativnu� strukturu �����

R�
j���s� � 
j������j�s��q�s�Lj���s��

gde

Lj���s� �� �
�X
n��

�j���n
����n�n�s�

Po	tomu v funkcional�nom uravnenii dl� svertok Rankina

eR�
j �s� � ��s� eR�

j �� � s�� ������

gde eR�
j �s� �

h
R�
j���s�� R�

j���s�
it
�
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��s� � matrica perehoda Sel�berga� My mo�em sokratit� levy�
vektor ����
� na vektor

e
j�s� � h

j����� � 
�s�� 
j����� � 
�s�

it
� ������

a pravy� vektor ����
� � na e
j���s�
 ispol�zu� pri 	tom funkci�
onal�noe uravnenie dl� dzeta�funkcii Rimana v normirovanno�
forme�


�s� � 
�� � s�� gde 
�s� � ��s����s�
� � ��s��
Strogo 	to mo�no sdelat�
 ispol�zu� pravoe umno�enie ra�
venstva ������ na obratny� vektor ������
 t�k� 
j����� 	� � i

j����� 	� ��
V rezul�tate poluqaets� funkcional�noe uravnenie dl� r��

dov Rankina� eL�j �s� �� � ��s�eL�j ��� s� ��� ������

gde

eL�j � h
L�j��� L�j��

it
�

L�j�� � Lj���s� ���
�
j �s�
pjq

�
�� �

ps

	
�

��j �s� � �s�����
�s



	
�j�s�� �j�s� � iz ������

Poluqiv funkcional�noe uravnenie ������
 u�e mo�no poluqit�
standartnym putem ukoroqennoe uravnenie ��
 �� dl� Lj���s� ��
v kritiqesko� polose i vyqislit� asimptotiku kvadratiqnogo
srednego pri N 
� dl� summy vida�

WN �s� �� �
�X
j��



Lj���s� ��


� exp h� �

�j

N

	�i
� ������

Dl� pravo� poluploskosti Re s � ��
 poluqaets� asimptotiqe�
skoe ravenstvo�

WN �x� �� � c��
��N� � O�N
��� ������

s nekotoro� konstanto� c � ��
Iz �vnogo vida ko	fficienta c � � v pravo� qasti ������ vid�

no
 qto on ne soder�it mno�itel� jL�s� ��j� �kvadrata modul�
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klassiqeskogo r�da Dirihle�
 kotory� v nem ob�zatel�no po�
�vils� by
 esli by ka�dy� r�d Rankina Lj�s� �� delils� na r�d
Dirihlu L�s� ��� �Delimost� odnogo r�da na drugo� oznaqaet

qto ih otnoxenie �vl�ets� celo� funkcie� v rassmatrivaemo�
oblasti�� �tot 	ffekt legko ob��snit� v oblasti absol�tno�
shodimosti Re s � 
 dl� r�da Rankina Lj���s� ��
 gde ne nu�no
ukoroqennoe uravnenie� V 	tom sluqae dostatoqno zametit�
 qto
glavny� qlen v ������ poluqaets� na diagonali kvadrata modul�
r�da Rankina ���
 na kotoro� kvadrat haraktera raven edinice�
Po	tomu haraktera v glavnom qlene ������ voobwe net
 sledova�
tel�no
 ne mo�et byt� i klassiqeskogo L�r�da Dirihle i tem
bolee kvadrata ego modul��

V bolee obwem sluqae pravo� poluploskosti Re s � ��
 	tot
	ffekt diagonali tak �e rabotaet
 tol�ko v bolee tonkom vari�
ante
 s ispol�zovaniem ukoroqennogo funkcional�nogo uravne�
ni� dl� Lj�s� �� ��
 ���

Dl� klassiqeskih koneqnomernyh prostranstv analog asim�
ptotiki ������ poluqaets� posle podkl�qeni� usredneni� po
vsem celym qetnym vesam 
k
 k � � ����

V zakl�qenii hoqu vyrazit� iskrenn�� priznatel�nost� svo�
im kollegam N� Abarenkovo�
 N� Bogol�bovu
 M� Semenomu�T�n�
Xanskomu za konsul�tacii po matematiqesko� fizike
 sv�zan�
nye s teoremo� o kommutiru�wih operatorah
 a tak�e N� Kuz�
necovu i P� Kulixu za predvaritel�ny� prosmotr rukopisi i
za r�d zameqani�
 kotorye byli uqteny v okonqatel�nom tekste�
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