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Установлено соответствие фильтрационного подхода винеровского 
типа с классической бейесовской стратегией выбора оптимальных ре­
ш а ю щ и х правил для построения оптимальных регуляризоваяных ре­
шений интегрального уравнения типа свертки с детерминированным 
ядром в пространстве стационарных гильбертовых случайных процессов. ' 
Разработан метод получения неулучшаемых по порядку асимптотиче­
ских оценок оптимальной точности на параметрических классах ре­
шений, ядер, шумов. Построены квазиоптимальные приближения на 
базе регуляризующих алгоритмов тихоновского типа. 

§ 1. Задачи оптимальной и квазиоптимальной регуляризации 

1. Рассмотрим задачу решения стохастического интегрального уравне­
ния типа свертки 

( i . i ) .Ах= j k(t-%)x(%)di;=y{t), - о о < а < + о о , 
— 00 

с детерминированным ядром Ar̂ Li (—<*>, + ° ° ) , Предположим, что опера­
тор А действует в пространстве L 2

C T c =£ 2 , где L 2

C T — множество стационар­
ных (в широком смысле) на всей прямой (—°°, + ° ° ) , центрированных 
случайных процессов с суммируемой спектральной плотностью Sx(X), 
L2 — нормированное пространство гильбертовых над L2{—°°r + ° ° ) слу­
чайных процессов с равномерно ограниченной дисперсией 

* sup \&vx(t) = || X | | | <[ - f оо, 
' -00<f< + 00 2 

т. е. имеют место соотношения 

<1.2) | | x | f c T = E | ^ (0 | 2 = r x (0) = - ^ R J Sx(b)dX<:+oo, 
—оо 

где гх{%) — корреляционная функция процесса x(t), Е — оператор матема­
тического ожидания [ 1 ] . 

Пусть некоторой точной правой части y{t)^L2

CT соответствует единст­
венное решение x(t)^L2

ci: уравнения (1.1), при этом равенство в (1.1) 
выполняется для любого (—°°, + ° ° ) и для почти всех реализаций ста­
ционарных случайных процессов Ах, у. Тогда фурье-образы К{Х), Х{Х), 
Y{X) ж спектральные плотности SX(X), Sy(X) удовлетворяют уравнениям 
K(i)X(x)=Y(x), \K(x)\2sx(x)=sy(x). 
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Предполагается, что правая часть у задана приближенно в виде суммы: 
у=у+п1 где п^{п}а — «малый» центрированный случайный шум с рав­
номерно ограниченной спектральной плотностью Sn (Я) : 

(1.3) sup Sn(k)^o\ G->0, 
— о о < А < + оо 

й с фурье-образом N(X), не коррелированным с фурье-образом искомого-
решения Х(К): 
(1.4) E[X(k)(N(X')y]=0, Я, V e ( - o o , +сх>) 

(индекс * — операция комплексного сопряжения). 
В силу влияния высоких частот £ П ( Я ) , задача решения уравнения 

(1.1) с правой частью у некорректно поставлена по Адамару [ 2 ] . 
2. На основе подхода фильтрационного типа введем регуляризованные 

(сглаженные) приближения 
+ оо 

где Y(%)=Y(k)+N(k)— фурье-образ y(t), а в качестве обобщенного пара­
метра регуляризации выступает регуляризующая функция R (Я) из клас­
са допустимых регуляризаторов вида {R} = {R:R(%)>0, xR^L2

CT}. Нетруд­
но проверить, что выполнение условия 

(1.6) ] R-2(X)dX<+°o 

является достаточным для того, чтобы O^R (Я) е {R}. 
Действительно, учитывая (1.4) и соотношения 

Е[Х(Я) (Х(Я ' ) )* ] = 2 я & ( Я ) б ( Я ' - Я ) , 

E[N(Я) (N(Я'))*] =2nSn(Я).б(Я'-Я), 

где б — дельта-функция Дирака, получаем равенство 

E[xR(t) ( х н ( ^ + т ) ) 1 = 

откуда, очевидно, следует стационарность случайной функции xR(t) и, с 
учетом условий к^Ьи (1.2), (1.3), (1.6), ограниченность ее дисперсии: 

| |x K | ! 2

L , T = E | x R ( 0 | 2 = - ^ r S s*n(x)dK< 
—оо 

' - f o o + О 0 

—CO . —CO 

т. e. xR^L2

CT при условии (1.6). 
В [2, с. 201] доказаны существование и единственность регуляризо-

ванного решения Xom=xR о п т , оптимального в смысле минимума среднего 

значения квадратического уклонения \\xR—х\\^ст=Е\хЕЩ — x(t) | 2 на мно­

жестве xR, R^ {R}: 

(1.7) Е [x 0 l T -x 12= inf EI xR (t) -x (t)\ \ 
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Задача (1.7) эквивалентна задаче оптимальной фильтрации по Винеру 
[ 3 ] , состоящей в том, что в классе {В} допустимых инверсных фильтров 
типа свертки Ву=р*у с ядром р , фурье-образ которого равен 

: - . . ^ | В Д 7 4 ' : * и ^ . 

отыскивается оптимальный фильтрационный оператор 5 0 п т е { ^ } ? мини­
мизирующий на множестве {В} квадратическое уклонение: 

Е | В0пту—х 12= inf Е | Ву—х | \ 
В<={В} . 

Оптимальное в смысле (1.7) и винеровской фильтрации решение я£ п т за­
дается формулой (1.5) при R=R0mCk) =5 п (Я)75х"(Х)е{Д} 1 

Применяя рандомизированную схему и бейесовскую стратегию выбора 
-оптимальных решающих правил [ 4 ] , можно доказать, что ж^п т совпадает 
с бейесовской оценкой хб параметра х в классе допустимых линейных 
оценок вида хв=Ву, ВСЕ {В} (см. [ 5 ] ) : 

x6=RxA*(Rn+ARxA*)-% 

где 

Rxz= \rx{t—x)z{x)dx, RX'L2-+L2, 
— со 

Rnz= j rn(t—x)z(x)dx1 Rn:L2-+L2l 

— 00 

суть операторы корреляции [5] случайных процессов х, п; i ? n

> 0 , гх, г^Ьи 

А* — сопряженный к А оператор. Доказательство основано на совпадении 
фурье-образа оптимального регуляризованного решения ^ о п т с ФУрье-об-
разом бейесовской оценки Х б , который имеет вид 

t6(X)=Sx(X) (K(X))*G(X), 

ще G (X) — фурье-образ элемента g, удовлетворяющего уравнению 
{Rn+ARxA*)g=y: 

3. Рассмотрим параметрические классы, i решений {#}W<=Z/ 2

C T, ядер 
{k}a

ek

b^Lu шумов {п)^{п}„: 

{x}m={x^L2

CT:Sx(l)=^X-2n, Я ^ + оо} 7 

{kjZl^lkesLi : \К(Х) | 2 > = Я 2 а е х р ( - 2 4 2 Я ь ) , Я + + о о } , 

которые характеризуются экспоненциально-степенными асимптотиками 
на бесконечности действительной оси Я, зависящими от параметров 7тг>72, 

(1.8а) fe^O, 4 2 = c o n s t > 0 , 

a'G(— 'оо, + о о ) , если 6>0, И а=—Г<0 , если 6=0, 

(1.86) v^O, ^ 3 = c o n s t > 0 , \ 

р,е(—оо; + о о ) ? если v > 0 , и \i=—q>0, если v = 0 . 

Здесь и ниже символы X и ^= обозначают, соответственно, «не выше 
ло порядку», «равно по порядку» и «не ниже по порядку». Предполага-
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ется, что фурье-образ ядра К{Х) не имеет действительных нулей и функ­
ция \К (Я) | четная относительно Я. 

Отметим, что основные предположения о решениях и ядрах близки к. 
[2, с. 203—204], класс шумов является более общим. 

4. Далее решаются следующие задачи. 
З а д а ч а 1. Построить мажорантные, неулучшаемые.по порядку уров­

ня шума о, асимптотические при а-^0 оценки оптимальной погрешности: 
(точности) 

на классах {х}т, {&}ехр, 6^0 , {n}el^ v^O, по весовой вероятностной 
норме 

(1.9) | | z | h 2 = - ^ Iv'SA^dk, 0<1<т-1/2, 
— со 

которая является более сильной при Z>0, чем норма ||z| |f 2HNI?£ T =E|z(£)\ z 

при Z=0, и соответствует при целых значениях Z дисперсии Z-й производ­
ной по t стационарного случайного процесса z^L2

CT, существующей с ве­
роятностью единица [ 1 ] . 

Задача 1 решена в § 2 для всех допустимых соотношений между пара­
метрами классов х, к, п. 

З а д а ч а 2. Построить квазиоптимальные приближения (эффектив­

ные реализации) [6] на классах {х}т, {к}е** {n}e^v для решений xgmr 

оптимальных в смысле бейесовской стратегии и фильтрации по Винеру.: 
Оптимальные по порядку точности алгоритмы будут построены в клас­

се регуляризующих алгоритмов тихоновского типа [ 2 ] . Для этого класс 
допустимых регуляризаторов {R} сужается и рассматривается как под­
класс {Rja^ {R} четных регуляризаторов Л а (Я) , зависящих от параметра 
регуляризации а > 0 : 

(1.10) { Л } а = { Я а ( Я ) е { Л } : Д а ( Я ) ^ а , Я+0 , 

Л а (Я)Ха(7 (Я) , Я - ^ + о о } , 

где U (Я) — некоторая не зависящая от а функция, которая выбирается 
в соответствии с классами решений, ядер, шумов и является фиксирован­
ной для всего подкласса {/?}«• 

О п р е д е л е н и е / Ф у н к ц и я U (Я), определяющая класс {R}a, назы­
вается реализующей, если существует зависимость параметра регуляри­
зации а от характеристики уровня шума о: а (а) = а 0 п Т ( о ) "^0, о ^ О (общая 
по порядку для всех элементов / ? а ( Я ) е { Д } а ) , такая, что регуляризован-
ные приближения xa

0=xRa построенные по формуле (1.5) при Д а ( Я ) е 
е { Д } а и а=а(а), являются квазиоптимальными. 

В § 3 показано, что регуляризующие алгоритмы А. Н. Тихонова при 
соответствующем выборе значения параметра регуляризации а=с&(а)->О г 

о-^О, дают квазиоптимальные приближения. Построены достаточно ши­
рокие параметрические множества реализующих функций U (Я) экспо-
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ненциально-степенного типа 

(1.11) ^ 9 ^ ( Я ) = Я 2 х е х р ( 2 0 ^ ) , х, 9, п е ( - о о , + о о ) , 

указаны необходимые и достаточные условия для того, чтобы функция 
tlCk) заданного вида была реализующей. Проведено полное исследова-/ 
ние поведения погрешности регуляризованных решений \\ха

а—х\\2 при 
всех допустимых значениях параметров х, 6, п. 

Широкий класс построенных квазиоптимальных приближений, дающих 
одинаковую оптимальную точность, можно использовать для выбора эф­
фективных реализаций, наилучших в смысле разных критериев, напри­
мер для отыскания наиболее «слабых» квазиоптимальных регуляризато­
ров (с возможно меньшей степенью подавления влияния высоких частот), 
что представляется весьма важным, так как использование слишком 
«сильных» регуляризаторов приводит к излишнему «заглаживанию» 
высокочастотных компонент искомого решения и к потере так называе­
мой «тонкой структуры». 

5. Задача, аналогичная задаче 1, исследовалась, к примеру, в [2, гл. V I ] , 
[ 7 ] , где проводились оценки погрешности регуляризованных приближе­
ний для регуляризаторов степенного вида. Задача 1 и частично задача 2 
рассматривались в [ 8 ] , [9] для детерминированных уравнений типа 
свертки (1.1) на классах х, /с, п частного вида и только при степенных 
регуляризаторах, без указания необходимых й достаточных условий для 
построения эффективных реализаций с помощью параметрического мно­
жества регуляризаторов экспоненциайьно-степеннбго вида. Для детерми­
нированных операторных уравнений, являющихся обобщением интеграль­
ных уравнений типа свертки (1.1), задача 1 подробно изучалась в [10] , 
а задачи 1, 2 (на-других классах решений и шумов) — в [11] . 

З а м е ч а н и е 1. Все полученные в § 2 ,3 результаты можно перенести на слу­
чай детерминированных и стохастических операторных уравнений специального 
вида [10 ] , [ И ] . ^ 

§ 2. Неулучшаемые асимптотические оценки 
оптимальной точности 

1. Метод построения мажорантных, асимптотических при о-^0 оценок 
погрешности ||ж£пт — ,г||Д оптимальных и неулучшаемых по порядку на 
параметрических классах решений, ядер, шумов, для стохастических ин­
тегральных уравнений типа свертки (1,1) аналогичен методу, разработан­
ному в [10] для детерминированных операторных уравнений. Приведем 
краткую схему этого метода, конкретизируя его для рассматриваемых 
классов {х}т, {к}а

е£, Ъ>0, {n}^,v>0. 
Если X2lSn(X)/\K(X)\2^Li(—ooi -j-оо), т . е. параметры классов к, п 

удовлетворяют одному из условий: , 
/ 

6<v, 

&=v>0 , А3>А2, 
<2.1) 

6 = v > 0 , А3=А2, 2u . -2a+2Z+l<0, 

6 = v = 0 , 2u . -2a+2Z+l<0, ; 

то нетрудно показать, что имеет место 

Т е о р е м а 1. Пусть XZE {х}т, кев {к}е"£ ?ге={?г} е х р и выполняется лю-
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бое из условий (2.1). Тогда справедлива асимптотическая оценка опти­
мальной погрешности, неулучшаемая на классах по порядку о, о-^О: 

(2.2) U z o L - z l l ^ o 2 . 

2. Если k2tSn(K)/\K(K) | 2 # L 4 ( — о о , + ° о ) , т. е. параметры классов к, к 
удовлетворяют одному из условий: 

(2.3а) Ь>\>0, 

(2.36) 6 = v > 0 , . J U < A „ 

(2.3B) & = V > 0 , A3=A2, 2 ( x - 2 a + 2 / + 1 ^ 0 , 

(2.3r) b=v=0, 2ц-2а+21+1>0, 

то оценки оптимальной погрешности строятся в два этапа. Сначала мини­
мизируется по М мажорантная оценка ' 

где 

| | ^ п

0 т - ж | | г

2 Ц о г ф 1 ( М ) + ф 2 ( М ) , о + О , 

ф 1 (М) - J А * о - « + ' > ехр[2(А2%ь-А3Т) ]dk-++<», 
М0 

+ 0 0 

ф2(М) = J^2(Z-m)a-^0, Ж - > + о о , 

М>М0>0, М0 — фиксированное, не зависящее от о число, выбранное до­
статочно большим, чтобы при X ^ M Q имели место заданные асимптотики 
SX(X), \К(Х) |2, SN(X). Путем определения порядка функций фДЛО, ф 2 (М) 
по - М при получаются оценки в неявной относительно о, а->0 г 

форме: 

- • . >Мо2т+1+21 при условиях (2. За, б), 

a W f 2 a + 2 m при условиях (2. 3 в, г), 

(2.4) ||4пт~̂ ||/2 <̂ 2u. — 2а + 2 Г + 1 > 0 , 
a 2 l n M a при условиях (2. Зв, г ) г 

2р. —2a + 2Z + 1 = 0, 

т е, через корень Ма-++°°, о--* О, уравнения 

(2.5) / ( ^ - М ' ^ - ^ е х р С - г и ^ - ^ з М ^ ^ о 2 . 

Доказаны существование, единственность и строгое монотонное возраста­
ние М0 При О~>0. 

Оценки (2.4) являются неулучшаемыми по порядку на классах {х}тг 

{^}ехр Ь , { ^ } e x P

V при условиях (2.3), так как они достигаются по порядку на 
любых элементах х, k, п из соответствующих подклассов 

{х}т^{х}т, {х}а*ъ с { & } е х р , {п} ™* <= { f t } J p , 

которые характеризуются точными асимптотиками на бесконечности: 

5 , а ) Х Я - 2 т , . |Я(Я) | 2 Х ^ е х р ( - 2 4 2 Х ь ) , 

Sn(X)Xo2X2» е х р ( - 2 4 3 ^ ) , ^ А , а - > 0 . 

Далее производится переход от, неявных оценок оптимальной погреш-
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яости (2.4) к явным относительно о, основанный на использовании по­
рядка стремления корня М:0 к бесконечности. Явные оценки различаются 
в зависимости от соотношений между параметрами классов ядер и шу­
мов (2.3). 

3. При условиях (2.3в) или (2.3г) явные оценки строятся из неявных 
(2.4) путем подстановки вместо корня Ма его выражения Ма = 
=const .a~ ( ^~ a + m ) " I ->+ 0 0 , полученного из уравнения (2.5). Имеет 
место 

Т е о р е м а 2. Пустъх^{х}т, к<={к}е"р\ п<={п}е^ , где 6 = v > 0 , А3=А2 

или b=v=0, и пусть выполняются соотношения 2\х—2а+21+1^0, (1.8), 
(1.9). Тогда справедливы асимптотические оценки оптимальной .погреш­
ности, неулучшаемые на классах по порядку о, о-^О: 

• J 0 ( * * - 1 - « ) / ( ц - а + » ) _ a + Z + l / 2 > 0 

(2.6) | * ^ ь ч { , | М > ; _ . + i + v ! = o . 
4. При условиях (2.3а) или (2.36) явная оценка строится из неявной 

(2.4) путем подстановки вместо корня М0 его асимптотики Ма~А2~^\\п.в\1/ъ, 
которая получается из уравнения \lnа\=А2Мь—A3MV— (а—тп—р), эквива­
лентного (2.5). Имеет место 

Т е о р е м а 3. Пусть xzB{x}m, k^{k}e^b, n<Es{n}e£>v, где b>v>0 или 
b = v > 0 , А3<А2 и выполняются соотношения (1.8), (1.9). Тогда справед­
лива асимптотическая оценка оптимальной погрешности, неулучшаемая 
на классах по порядку о: 

(2.7) | к о п . т - х [ | ^ | 1 п о | ( - 2 - + 1 + 2 г ) / ь , о + О . 

З а м е ч а н и е 2. Оценки (2.6) , (2.7) обобщают соответствующие результаты 
[ 8 ] , [ 9 ] . 

5. Итак, рассмотрены все допустимые соотношения между парамет­
рами классов{#} т , { /с}ех р

6 , &^0, {^г}ехр, v^O. Построенные оценки опти­
мальной погрешности (2.2), (2.6), (2.7) отражают естественные связи 
между этими классами и показывают, что скорость сходимости оптималь­
ных приближений х°11Т к точному решению х увеличивается с возраста­
нием степени убывания на бесконечности спектральных плотностей реше­
ния SX(K) или шума Sn{X) и, наоборот, уменьшается с возрастанием ско­
рости стремления, к нулю на бесконечности фурье-образа ядра |7£(Я)| 2 . 

§ 3. Построение квазиоптимальных приближений 

1. Сначала кратко изложим общий метод получения оценок, погрешно­
сти регуляризованных приближений ха°, построенных с,помощью регуля­
ризаторов i? a (X) из класса (1.10), который определяется функцией U{%) 
экспоненциально-степенного вида (1.11). Данный метод аналогичен ме­
тоду, разработанному в [ И ] для детерминированных операторных урав^ 
нений. 

Представим среднеквадратическое уклонение регуляризованного реше­
ния от точного в виде суммы: 

(3.1) | | ^ - 4 2 - Д ( а , а ) + А ( а ) , 
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еде погрешность, вносимая шумом в правой части уравнения (1.1), 

<3:2> « М ^ Г ^ » ^ , ^ 

а погрешность, обусловленная регуляризацией при точной правой части, 

+ оо + о о 

< 3-3 ) . 4 < » > - Ь " т ш т а ) Г - Л - / Л ( Ч Л ' 
Разобьем каждый из интегралов (3.2), (3.3) на три слагаемых: 

(3.4) Я (о, a)^hD+LD+hD, • ' 

(3.5) " А ( а ) ^ ' + / а

Л + / а А , 

где 
м 0 

О М0 

+ 0 0 ' 

/ з ^ | / в ( Х ) Й Я , М ^ Ж 0 > 0 , 

М0 — фиксированное, не зависящее от а число, выбранное достаточно 
большим, чтобы при К^М0 имели место заданные асимптотики, 

(3.6а) * В Д ^ Я - 2 т , \К(Х)\2ХХ2аех$(-2А2Кь), 

(3.66) 5 п ( Х ) ^ о 2 ^ е х р ( - 2 4 3 Г ) , 

(З.бв) На(Х)Ха12кех$(2№), А,+<*>., 0 - Ч ) ; 

/ Д / 2

Л , hA строятся аналогичным образом. 
При о-^О, справедливы мажорантные оценки 

(3.7а) Л ^ а 2 , . / ^ а 2 , 

(3.76) ., U ^ ^ ^ d X ^ a ^ i M ) , М0 

' + оо > 

<з.7в) ^ t - M H ' ^ ^ m , 
м 

М0 

(3.7д) / , Л < \2tflSn(k)dl^{M), 
м " 

тде функции q>iD{M), ф 2

с ( М ) , ф! Л (М), ф 2

л (М) определяются соответствую­
щими асимптотиками (3.6) при Х=М и зависят от соотношений между их 
параметрами, при этом (р^ (М) ф 4

А(М) -+const<+<*>, ф 2

Л(М) -*0, 
а для <р2

вШ) возможны два случая. 
С л у ч а й 1: у2°(М)=+°°. Среди параметрического множества функ-
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ций U(k) вида (1.11) выберем функцию U^^ik) максимального порядка 
по % и обозначим ее через U+°° (к). Тогда, если приближения ха° построены 
с помощью регуляризаторов Ra{k) из класса {R}a вида (1.10), где 
U(k)^U+00(k), то для любых элементов 7с, п из подклассов, определяе­
мых точными асимптотиками, имеют место оценки снизу ч • •' 

\\xa°-x\\l

2>D(o,a)> / 1 > а ) с й > а 2 ф Л ^ ) = + 0 0 / 
м 

т. е. оцениваемая погрешность не может быть конечной величиной. Сле­
довательно, любая функция U (к), удовлетворяющая условию U(k)^ 
^U+00{k) (причем не только имеющая экспоненциально-степенной вид 
(1.11)) , заведомо не является реализующей на рассматриваемых классах. 

С л у ч а й 2: c p 2

D ( M ) + 0 , М^+оо ( т . е . U^(k)>U+°° (к)). Учитывая 
(3 .4) / (3.5) и объединяя соответствующие оценки (3.7), получаем мажо­
рантные оценки 1 

D(a,a)^—2[a^l

D(M)+^D(M)], . ' . . 
а 

A ( a ) ^ a V A ( M ) + 9 2 A ( M ) , о+О, а + 0 , 

каждая из которых минимизируется по М аналогично построению опти­
мальных оценок, в § 2, в результате чего получаются явные оценки для 
интегралов D (а, а ) , А ( а ) , а-^0, вида 

(3.8) Х>(о, a ) ^ o 2 Q D ( a ) , Q D ( a ) - > + o o , A ( c c ) ^ Q A ( a ) , Q A (a ) ->0 , 

где Q D ( a ) , QA(a) — точные порядки по а при a-^О функций q)iD (Ma

D) + 
+&-2y2

D {Ma

D), ^ ф 1

А ( М а

А ) + 1 ф 2

А ( Ж а

А ) , a M , a

D ^ + o o , Ж а

А - ^ + с х ) - к о р н и со­

ответствующих трансцендентных уравнений, зависящие от а. При этом 
особенно важен тот факт, что для построения оценок (3.8) фактически 
нет необходимости получать уравнения для корней Ma

D, МаА и изучать 
их асимптотические свойства, а достаточно воспользоваться соответствую­
щими явными оценками оптимальной погрешности | | ^ о П Т —̂1Ь2 из § 2 или 
оценками, аналогичными (45), (76)', (83), (88) из работы [10] (в зави­
симости от соотношений между параметрами классов), заменяя в них а 
на а и производя необходимые замены параметров. Эта идея основана 
на совпадении по форме неявных оценок погрешностей регуляризованных 
решений J D ( G , a ) , А (а) и неявной оценки оптимальной погрешности 
И^опт - x\\ l 2- Неулучшаемость (3.8) на классах х, к, п по порядку а и а до­
казывается аналогично [10, с. 104]. 

Далее, объединяя (3.8), приходим к мажорантной оценке суммарной 
погрешности (3.1): 

(3.9) \\xaQ-x\\^QD{a)+Q^{a)=g{o, a ) , a->0, a + 0 , 

и рассматриваем функцию g(a, а) при значении параметра регуляриза­
ции а=а 0 пт (сО -*0, а->0, минимизирующем ее по га. Существование, един­
ственность параметра а о п т ( а ) и порядок его стремления к нулю при о О 
выводятся из соответствующего трансцендентного уравнения, аналогич­
ного (2.5). 

Обозначим через р о П т(а) мажорантную оценку оптимальной погреш­
ности | |Яо П 7 -я| |г 2 , неулучшаемую по порядку на некоторых рассматривае­
мых классах х, к, п. Имеются две возможности: 
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a) g (o , а о п Т ( о ) ) х р о п т ( о ) , о-^О; тогда функция U^^iX) при данных 
значениях параметров х,. 6, ц является реализующей на этих классах 
•X, к, 7Ъ, 

•б) g(c, а 0 п Т ( о ) ) > ^ 0 п т ( о ) , тогда, учитывая (3.9) и неулучшае­
мость (3.8) по порядку о, а, получаем оценки снизу 

.\\x*a-x\\i2^g(a, a)>g(o, О о п Т ( о ) ) > р 0 п т ( а ) , . о->0, 

которые имеют место при любой зависимости параметра а от о на соот­
ветствующих подклассах х, /с, я, определяемых точными асимптотиками, 
откуда следует, что на расрматриваемых классах х, к, п данная функция 
•£7х'е'т,(Я) не является реализующей. 

Итак, изложенный метод дает возможность находить достаточно широ­
кие множества реализующих функций U***(X) вида (1.11) и проводить 
полное исследование поведения погрешности регуляризованных решений 
)\ха— х\\2 при всех допустимых значениях параметров х, 0, ц с указанием 
условий на х, 6, и, необходимых и достаточных для построения эффек­
тивных реализаций с помощью регуляризаторов вида (1.10). 

Далее применим этот метод для классов решений {х}т и ядер 

{/с}а^ Рс:{/с}е ахр при условиях (1.8) и класса шумов { г с } д = = { г с } е х р , v = 0 , 
\х=—q^O, определяемого степенной асимптотикой: 5 П (Я) =^о2А,~2<?. Выде­
лим два подслучая: 6 = 0 и 6>0 . 

2. Пусть k^{k}™v ={к}% где 6=0, г=—а>0, т. е. класс ядер характе­
ризуется асимптотикой степенного типа \К(Х)\Х%-Т, и пусть выполняется 
соотношение между параметрами 

(3.10) -q+r+l+l/2>0. 

Будем рассматривать функции U(Я) в (1.10) также степенного вида: 

(3.11) U(X)^U*(X)=X2*, х е ( - о о , -+оо) . \ -

В данном случае мажорирующие функции в оценках (3.76—д) имеют вид 

{ ™ _ ( 4 x + 2 r _ 2 J + 2 g _ l ) v > v < 

Ф1 А (Ж)= 1пЖ, х = х 2 , ' ф 2 А ( ¥ ) = Ж 1 - 2 т + 2 г , 

V 1, Х < Х г , 

где 

(3.12) x 1 = - 1 / 2 ( r - Z + g ~ 1 / 2 ) , X 2 = - r + 1 / 2 ( m - Z - 1 / 2 ) . 

Следовательно, U+°° (Я) =A,2X1. Далее получаем оценки (3.8), где 
Q ^ ( a ) = a - ( - ^ + V 2 ) / ( x + r ) x > X l ? 

f а ( т - г - , / 2 ) / ( > с + г ) , х > х 2 , 

Q A ( a ) = j a21 In a I, x = x 2 , 

l a 2 , x < x 2 , 

Минимизируя мажорантную оценку (3.9) по а, находим порядок функ­
ции g(o, с с о п т ( а ) ) для всех значений параметра x > X i функции U*(%) 
в (3.11), при этом получаем, что £ ( а , а 0 1 1 Т ( а ) ) х р о п т ( а ) , если х > 
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> m a x { x 1 , x 2 ) , к ?(о ,Оопт"(о))^Ропт(о.),- если X i < x < m a x { x i , х 2 } , г Д е 

Ропт(о) — оптимальная оценка, задаваемая первым соотношением ( 2 . 6 ) . 7 

Таким образом, доказана 
Т е о р е м а 4. Пусть x^{x}m, к^{к}% n^{n}qu справедливо соотноше­

ние (3.10). Тогда, для того'чтобы регуляризующий алгоритм тихоновского 
типа, определяемый любым регуляризатором Ra{X) из класса {R}a с функ­
цией U*(X) вида (3.11), являлся оптимальным по порядку точности алго­
ритмом на классах х, k, п по норме ||-||Д 0^l<m—72, необходимо и доста­
точно выполнения условия x > m a x { x i , х 2 } , где Xi, х 2 задаются равенст­
вами (3.12). Реализующие значения параметра а=а£ПТ(о) определяются 
асимптотикой 

3. Пусть / С < = { / С } £ Х Р , 6 > 0 , т. е. класс ядер характеризуется асимптоти­
кой экспоненциально-степенного типа \К(Х) | 2ХЯ~ 2 аехр(—2А 2Х Ь). Будем 
рассматривать функции U{X) в (1.10) вида (1.11) при т]=Ь: 

(3.13) U(%)^U^e(X)^exp{2QXb)r х, е е ( - ^ + о о ) . 

Применяя изложенную общую методику, получаем мажорирующие функ­
ции в оценках ( 3 .76—д) : 

• <PiD(М) ==M-2q-2a+2l+i-bехр(2,42МЬ), 

ж - 4 х + 2 а + 2 г _ 2 д + 1 - ь е х р [ - 2 ( 2 0 + 4 2 ) Ж ь ] , 6 > 0 1 ? 

ф ^ ( М ) = м-'"+2а+21-2«+\ 0 = 0 1 ? х > х 1 ? 

J + о о ? 6 < 0 ! ИЛИ 0 = 0 ! , X ^ X i , 

9 ! A ( M ) = M 2 Z - 2 w + 4 x - 4 a + 1 - b е х р [ 4 ( Л 2 + 0 ) М ь ] , 

9 2

A ( M ) = M 1 - 2 r n + 2 Z , 

где 

(3.14) X l = V 2 ( a + Z - g + V 2 ) , 0 ! = - Л 2 / 2 . 

Следовательно, (Я) = X 2 X l е х р ( — 4 Д ь ) . Далее строим оценки (3.8), где 
| [2Z-2g+l-2(xA2+ae)/(A2+6)]/b_l 0 > 0 t 

- 4 x + 2 a ) / b , 0 = 0 i , x > X i , 

Ъ А (Х) = | 1 п а | ( 1 - 2 т + 2 г ) / ь . 
Минимизируя мажорантную оценку (3.9) по а , находим, что погрешность 
g (а, а о п т ( о ) ) для всех значений параметров 0, х функции 17х»е (Я) при 
(3.15) 0^0!, X>Xi ДЛЯ 0=0i, Х ^ ( - ' О о , + о о ) для 0 > 0 ! 

совпадает по порядку а с мажорантной оценкой оптимальной погреш­
ности Ропт(а), которая задается соотношением ( 2 . 7 ) . 

Доказана 
Т е о р е м а 5. Пусть х^{x}m, k<= {к}™£,&>0, пе= {n}q. Тогда, для того 

чтобы регуляризующий алгоритм тихоновского типа, определяемый любым 
регуляризатором i? a(A,) из класса {R}^ с функцией U">e (X) вида (3.13), 
являлся оптимальным по порядку точности алгоритмом на классах х, k, п 
по норме || • \\i2, 0^l<m—V2, необходимо и достаточно выполнения условия 
(3.15), где ки 04 задаются равенствами (3.14). Реализующие значения 
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параметра о с=а^ 9

т (а) определяются асимптотикой 

Оопт ( а ) Х а 2 ! А * + 0 ) / А 2 ^ о»-* О,' 
где 

= / V 0 = 9 , , 
1 io, . е>е 1 ? 

4. В заключение отметим, что в приложениях возникают различные 
задачи, которые сводятся к решению уравнений типа свертки (1.1) на 
рассмотренных, классах. Задачи, приводящие к уравнениям (1.1) сидрами 
& е { / с } ^ ь

р , описаны в [2 ] , [ 11 ] . На практике часто встречаются стацио­
нарные случайные процессы с корреляционными функциями экспонен­
циального или экспоненциально-косинусного вида, их спектральные плот­
ности носят дробно-рациональный характер и имеют на действительной 
оси Я степенные асимптотики. Например, корреляционные функции вида 
ехр(—[}|т |) присущи марковским гауссовским процессам, гармоническим 
колебаниям со случайными амплитудой, начальной фазой и круговой 
частотой, телеграфной волне, термоэлектронному току, импульсу сил при 
броуновском движении частиц и др.; вида ехр(—^|т | )cos( /т ) — синусои­
дальному сигналу со случайными фазой и амплитудой, зависящей от вре­
мени, атмосферной турбулентности, федингу радиолокационного сигнала 
и др.; вида ехр(—р|т|) [ c o s ( / x ) + p / " 1 sin ( / |т | ) . ] — дробовому эффекту,, 
углу качки корабля при нерегулярном волнении и др. Практический ин­
терес представляют также бесконечно дифференцируемые случайные 
процессы с корреляционной функцией типа ехр(—[} 2 т 2 ) ; их спектральные 
плотности имеют экспоненциальный вид constехр [—Я 2 / (4(} 2 )] . 

Автор выражает благодарность В. А. Морозову за постановку задачи 
и внимание к работе. 
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