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•ОЦЕНКИ ЕМКОСТЕЙ, СВЯЗАННЫХ С 
ПРОСТРАНСТВАМИ БЕСОВА 

Введение 

Работа посвящена изучению емкостей множеств А , А с R. в 
пространствах Бесова ВЬ„ g , и в этом смысле она является не­
посредственным продолжением работ £5j, [б] автора, при этом 
основное внимание уделяется множествам нулевой емкости. В работе 
получены (в некотором смысле неулучшаемые) оценки снизу емкости 
множества А в пространстве Бесова через свойства множества А , 
формулируемые в терминах покрытии (характеристики типа (j) -вмес­
тимости по Хаусдорфу). 

Кратко остановимся на содержании работы. В первом разделе 
мы напоминаем определения пространств Бесова (заметим, что в 
отличие от работ Г1—41 мы рассматриваем пространство Бесова 
не как подпространство обобщенных функций Шварца, а как подпро­
странство Lp , что является существенным при р < 1 )_, емкости 
множеств в этих пространствах и функции множества п,^ д (вве­
денной в [5] , |б] ) , близкой по своим свойствам к ф -вмес­
тимости по Хаусдорфу (совпадающей с ней при 6 = f ), а также вво­
дим ряд обозначений, которые потребуются нам в дальнейшем. 

Центральное место в работе занимает второй раздел, в кото­
ром мы приводим формулировки основных результатов работы. В. тео­
реме I и предложении I получены некоторые оценки емкостей мно­
жеств в пространствах В Ь р м , 0 < р < 1 .в частности, полу­
чена оценка (в некотором смысле н^улучшаемая) снизу емкости в 
пространстве B L p w , 0 < р < 1 , 0 < fy> ̂ % через величину 
h-w M (интересной, по мнению автора, особенностью этого ре-

+ов зультата является появление последовательности {ЭС^}* ,36.= '/ , 
%>пц=%Хп H € N „ )• Теорема 2 является основным"результатом 
работы. Из нее, в частности, следует эквивалентность емкости в 
пространстве В L o g и величины И^.^п д/р при 0 < f 
(ранее подобная эквивалентность была установлена автором только 
при р< \ (смотри [5,бЗ )). В предложении 2 дано обобщение 
теоремы 2 на случай нестепенной гладкости. В предложении 3 пока­
зано, что при 0<U/, V ^ f , 0 < p , 6 < < * > в отличие от слу­
чая ' K W ^ V ^ O O , / ( 4 р < 0 0 , 4 ̂  6 ^ 00 (смотри предложе-
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ние 2) емкости в пространствах Бесова B L p , . д и BLp v л 
(построенных по пространствам Лоренца Ьр,и, И UP>V соот­
ветственно) эквивалентны. В теореме 3 и предложении 4 (приведен­
ном без доказательства) дается решение задачи Адамса ( р , 3j ) 
о классификации множеств нулевой емкости в пространствах BLp*g , 
О < Ьр < И" (Б случае ip=W, эта задача была решена ранее, 
независимо друг от друга, Адамеом ( 4 < р < оо ) и автором 
( 0 < р < с о ) в работах [З-б]). 

В разделе 3 приводится доказательство основных результатов 
работы. При этом подробные доказательства иногда отсутствуют и 
мы ограничиваемся только формулировками вспомогательных утвержде­
ний и набросками их доказательств. Построению примеров множеств, 
показывающих точность сформулированных здесь результатов, автор 
надеется посвятить отдельную работу 

I . Определения и основные обозначения 

И/ Всюду в дальнейшем: 0 < р , й<00 , О < 0 , в Ч со 
мерность пространства R1* , у№ц,- мера Лебега в R,*1, gW/pp -
носитель, || •f || - квазинорма (норма при р ъ'\ У в пространст­
ве up ; 

bp Q - пространство Лоренца, то есть множество функций ff 
для которых величина 

• * ° 

конечна, где ^ - неубывающая перестановка функции \{\ ; 
СО, Wj - строго возрастающие непрерывные функции одной пе­

ременной, определенные на [Д 00), такие, что U)(0) = (АЛО) = , 
= 0,ы(4)=и,(*) = * и «ctj>c,о)(ОДь w,ct;> ctu((jJt) ? 
здесь и далее с;0<;С«,.-. - некоторые положительные.постоянные, 
зависящие от параметров, фиксированных в рамках того или иного 
утверждения; W(t)€S (W(t) € Slĵ  ,, М > 0 ) означает сущест­
вование постоянных £ > 0 и С > 0 таких, что функция OdCJ/j/ t 
(t / C0(t)) С - возрастает; Д ^ - класс строго возрастаю­
щих-непрерывных функций Ф одной переменной таких, что ф(0) = О 
и функция t /Ф(£) - возрастает; далее считаем, что W ^ e S ; 
0,Х & означает, что о(< а/£ $ Оь 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ I. Пусть w e N , W c t j e S ^ , 0 < р < <» 
0< Ю , б ^ 00 • Тогда будем говорить, что функция $,£еЬр>и, > 
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принадлежит пространству В Ь р „, Q » если конечна величина 

о 

В случае wcfc) = t и л и l t = p мы будем писать ВЬп и, 0 
и BL р д вместо того, чтобы писать BlA д и BL°i „' д' 
соответственно. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть A c R*. Емкостью cap в простран­
стве В L р? ц. 7 0 мы будем называть величину 

где инфимум берется по всем открытым множествам Gr, А С Gr и 
функциям а, й€ B L •,,,, а таким, что <L(X) Ъ 1 почти всюду в б- . 

Q D b p > l i Q ) - класс компактных подмножеств К , имею­
щих нулевую емкость в пространстве B L p „ Q 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть (ре А % , 0 < 0 <J «?, А С R * . 
Тогда через lt(n Q (A J обозначим величину 

где инфимум берется по всем покрытиям множества А С R счет­
ным числом шаров D(X£» V^J (здесь и ниже 3)(X;flJ - шар с цен­
тром в точке Х £ R и радиусом & > 0 ), i/€ |\[0 , 0< %\ ̂  4 , а 
последовательность { \ \ } . _ . определяется соотношениями 

К=<, А^=та'х{Ги'|9'(г'и'Н(р(АрД, 

£<J,fl ~ класс компактов К ; К С R таких, что №(лл(/0=0, 
В случае, если <p(t)= "t*> 0 <<*<№, мы будем писать ' 6#-в 

и й/а Q вместо 8+Й л и к ^ fi соответственно. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4 . Пусть Ac R1*, 0<9$ОО • Тогда через 
W й (A J обозначим величину 
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*°° . -i б Jib 

где инфимум берется по всем покрытиям множества А счетным чис-
ломшаров Ъ{Х-ь,Г1),Г1=^а>ЛС1>)€.Но, i'elVo > a_ . r t t ( j )_ 
число шаров из этого покрытия, радиус которых равен %~* 

В заключение этого раздела введем еще одно обозначение. 
Пусть 0<р<оо, If/ -непрерывная возрастающая функция, опре­
деленная на [ 0 , оо) , УЧ0} = 0 > последовательность {36^} 
определена соотношениями ЗС0= \, Ж/^ = J * ; tt€N0 • Тогда 
через ~Ьф,Пр) v р , М р будем обозначать множество 
числовых последовательностей [&• } \ _ 0 таких, что величины 

соответственно, конечны. Здесь f & f j * . 0 0 - неубывающая пере-
cL,-1 ? . . Положим также 

2 . Основные результаты 

В работе автора \р\ было установлено, что емкость в прост­
ранстве В Ц * б , 0 < р * < , 0 < б < о о , 0<1<п,/р, 
эквивалентна величине |фм » д / _ . Там же было установлено, что 

6 п-ьр, о/р 
..г- = «J этот результат становится неверным (оценка 
coip ( A , BL р ; 0 0 К С, ^ ц - е р , о о ( А ; остается справедливой, 
однако оценка Сар ( A , BL p j C 0 ) > & 4 ^ Л _ А , ^ ( А ) перестает 
быть справедливой). 

Поэтому возникает естественный вопрос: при каких условиях 
на функцию Ц>, ф € А и. > имеет место оценка c a p ( Д , BL р / 0 0 ) > 

> С 3 k/<n м ( А) ' Ответ на этот вопрос (при некоторых 
ограничениях на (J) ) и некоторые другие близкие к нему содержит­
ся в приводимой ниже теореме. 

ТЕОРЕМ I . Пусть 0 < < £ < р < \ , 0<U>, V * М , 0<lf>< tb , 
и выполнено одно из следующих двух условий: Ь ) р < 1 или 
I t ) U ^ 1 . Тогда: 
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а) Если qeSLn, Jf(t) = 4>(t) t ^ " * и функция %<3» поч­
ти возрастает на отрезке (0 ,1) , то следующие утверждения равно­
сильны. . 

I) Справедлива оценка сар(А> BLp ; U o 0 0 

.2) & ^ B L p ) l u > w ) c £ ^ M 

3) Последовательность { у(ft j } * _ . принадлежит #w p . 

в) Если функция y ( t ) = % V (CJ(li)j ' почти воз­
растает на отрезке (0 ,1) , то следующие утверждения равносильны: 

I) Иыеет место неравенство 

^ ( A, BLp\Uj00)? 0 ^ ( 4 , 8 1 ^ ^ ) , AcR*. 
2>&t'B^u^c6lBbtW-' 

. АЛ ЭР 

3) Последовательность {У(2Г1 '}] . принадлежите 
с) Если функция yet) = ( t / CO ( i) J почти возраста­

ет на отрезке (0 ,1) , v< \X/ , то следующие утверждения равносиль­
ны: 

1) Имеет место неравенство 

cape A,BLp^> 0 0)> c3 cap (A,BLp,V y 0 0; . , A c R * . 
2 ) & ( B L ^ M ) c e c B L £ V j 0 0 ) . 
3) Последовательность { у(2Г1') \t°° принадлежит М « , 

f = {/V - 4/U/. " = ° 

ЗАМЕЧАНИЯ К ТЕОРЕМЕ I. I) Имяикация I) < = 3) в утвержде­
ниях а),в),с) теоремы сохраняет силу и без условия возрастания 
функции yet) . 

2) Утверждение пункта в) останется справедливым, если усло­
вие vp < И- заменить на -&р = УЬ . 

Утверждение теоремы I (возможно, при некоторых ограничениях 
на параметры) допускает обобщение на нестепенную функцию гладкос­
ти. Мы ограничимся здесь только следующим результатом, обобщающим 
пункт а) теоремы I (аналогичное обобщение имеет место и для пунк­
та в)). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ I . Пусть ф е SLK , 0 < р < 1 , о < ю < о о ; 
cort>>tH*,t€DMJ; 
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i 
t/q>ct)= 1 + j (со(Ц/))Р/Ли/и, } 

\ 
причем интеграл, стоящий справа, расходится (то есть cptOJ = 0 ), 
функция почти возрастает на отрезке (0,1) 
и выполнено одно из следующих двух условий г "b ) р < 1 или 
V\> ) U. $ \ . Тогда следующие три условия равносильны. 

I) Имеет место неравенство 
oap(A,BbP; l i /00)> ok%(a(h) , А с В * . 

2 ) 8 ( 8 1 , ^ ^ ) 0 6^ 
3) Последовательность {\(,1^^)\\ принадлежит % . 
Следующая теорема (по мнению автора) является наиболее важ­

ным результатом работы. В ней устанавливается эквивалентность ем­
костей в пространствах Бесова с величинами типа k a fl (ранее 
подобная Связь в другом случае была установлена в работе автора 
[б] ) . Кроме того, эта теорема, результаты работы [5J вкупе 
с тем фактом, что б ( 8Ь ,,) + ^^,Л^,Мр г \<р< 00, 0 < fy>< И», 
(смотри пункт в) предложения 2, сформулированного ниже) позволя­
ют завершить решение задачи классификации емкостей в пространст­
вах Бесова-Лебега (со степенной функцией гладкости), поставленной 
Д.Р.Адамсом в работе [2] . 

ТЕОРЕМУ 2. Пусть 0 < p < W , 0 < £ < t t /p . Тогда вели­
чина Сйр(Д,В1ар 4 <) ^ к а к функция множества А ) эквива­
лентна величине ^ц,-&> 1/р ' 

СЛЕДСТВИЕ ТЕОРЕМЫ 2. Пусть 0 < р < о о , 0 < U, ^ 00 , 
0 < £р < ft , 0 < б < { . Тогда величина c a p ( A , B L p j U g) 

(как функция множества А ) эквивалентна величине П/Л_р0 л/0 ( Д ) . 

ЗАМЕЧАНИЕ К ТЕОРЕМЕ 2. Пусть \< р < оо , 0 < &р < И, . 
Тогда можно показать, что Ь (В „ ,) Ф б и ?* и/л • Однако име-
ет место следующий результат: 

Пусть h,(t) - непрерывная неубывающая функция, определен­
ная на [ о , ОД ) » такая, что 

Г1 ' г 
Ivco) = о, ] ( k d ) ) ? d t / t < оо, *//> + <//> = 4 ) 

о , 
С 4 In 

(в частности, можно взять к/(1/)~ (|&&((/)|) при Т—>-0 , 
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а>о ); . Тогда для любого множества А , 
Дс R » тако'го, что СЛр ( A; BL» i )< 11 существует покрытие 
А С U Q ц К ((if, К)€ Р , Г с N 0 * Z * Ь удовлетворяющее усло­
вию 

Здесь через Щ обозначено количество ячеек семейства 

Обобщению теоремы 2 на нестепенную функцию гладкости, а 
также изучению влияния "второго индекса" (имеется в виду и, ) на 
емкость в пространстве В Ь р и д посвящен следующий резуль­
тат. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть 
0<а, 0«оо, teu,u Q^oo, <<р<оо, 0<бЧ1 . 

Тогда: 
a) cap <A,BftM)a k , f V p ^ ) ; сор сА, в £ м ; х 

Ьц Q/„ (А) (как функции множества А ) , где 

<p(t) = Ini *"/{ы{Х))?, 0<б<1 ; 
в) Пусть р > 1 , -f$ 6^.60, С р < € Д № > 

4/6 + 4 / 9 = 4 , причем интеграл, стоящий справа, расходится 
(то есть Ср(0)= 0 ). 

Определим последовательность { X j, } • _ п положительных 
чисел с помощью следующих соотношений: 
А<Н, A^-»ftxil-"'|jirtt'<Al,<P(rM')«P(V/*,*€N }. 

Тогда следующие три условия равносильны. 
I) Имеет место неравенство 

cap сД , BU™tt>e ) > еЦ.,1>г<А), А с В * . 

3) Последовательность J[Cp (Х,(,)/Ч'сА- )} • принадлежит 

130 

4 



пространству 
i) ls,4/(SP) = <\/(Gf>) --f/б , если 0 < f < ' f / p ; 
U) < e , V ( SPj = Y - -f/0 7 если V/>< ff$ i ; 

li-i-) Ms, 5 = p т а д Щ-Ми), если 6"=<f/p , 0 = 1 
fry) С . если Г» 1/p , в > f , nel/(tp)=1-4/6, 

(J)ct)=(t(^(«+Vt))'t')^, -г/р = тах(0',1-4/и,) . 
с) Пусть выполнены все условия предыдущего пункта, 

^,(t)-(b(J(«f(p^/P)^//eV, 
у. . t 

f/0^ + 'f/fy = j , причем интеграл, стоящий справа, расхо­
дится (то есть 4^(0) = 0 ) . 

Тогда следующие три условия равносильны. 
1) Имеет место неравенство 

»е(В^м)е6(ВЬ^||(). 
3) Последовательность { ̂  (А;)/ф(А;,) } ̂_0 при­

надлежит пространству 
i» ) £ м , если б̂  > 0 ; 
U ) Mz , S/p = ̂ а * (о, f/u, - VHJ . если б = б, j 
M,i) 4 у , если б, < б , где */(Spj = Y/0, - f/ 0 ,-

r/p = ma* (0,4/^-4/^, Vfa^Uilmi + l/hf)*. 
ЗАМЕЧАНИЯ К ПРЕДЛОЖЕНИЮ 2. I) Утверждения пунктов в) и с) 

предложения 2 останутся справедливы, если условие р > f заме­
нить на условия р = 4, СО, Ŵ  € £ц,/р • 

2) Пусть 0< р < 00 , 0 < 1К 00 , 0 < 6 ^ f и вьшолнено 
одно из условий: \, ) 11^1 или \>Ь ) в<1 . Тогда 

cap(4 ,BLp > u , ; g)X( t w -p t K, > 6 / p (А) (как функции множества А ). 
3) Задача о сравнении емкостей множеств в пространствах 

по сути дела решена в £5] (смотри теорему 3 . 1 , где разобран 
случай U/=-\> , H-j= (J, , однако доказательство и ответ (он неза­
висим от U- и 1Ц ) точно такие же). 
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4) Утверждение предложения 2 вместе с результатами работы 
[5J приводят к следующему любопытному, по мнению автора, эффек­
ту. Поясним это на примере емкости в пространстве BL» . . 

Пусть 0<%Ъ<И>, $фЦ% Тогда включение 6 ( 'BL | - , ) с 

с &№>д , справедливо тогда и только тогда, когда последова­
тельность ( y ( i " l , ) | t , X(t) = k - ( | j t j , принадлежит 
пространству •fj , где зависимость показателя 4/$ от 4 /6 
(что и является любопытным по мнению автора) определяется сле­
дующим образом: 

Г 1/Q , если 4 « б < оо 
\ } если 1/%<Q<1 

4/0 - * , если 0<$<<1% 
М$ = 1 

Одно из возможных объяснений этого факта состоит в следую­
щем: — — ^ " D | f » — - - — „ „ „ s/DI * 
б: 
£| 
так как известно (смотри JJ5J ), что 

Из предложения 2 вытекает, что если 0<v<H/p, l^jXOO, 
1зв,и, v £ c o , и* v , то S ( B L p ; U / 6 ) * 6 ( B L * v > 6 ; . 

Однако, как показывает следующий результат, если 0<U-,V<1 и 
б̂ оо ,To-&cBL* M ) = 6(BL*p ,v ,eK 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3 . Пусть 0 < р , 0 < 00 , 0<U>, V< 1 . 
тогда S i p ( A , B L ^ M ) x ^ p ( A , B L « V f e ) . 

ЗАМЕЧАНИЕ К ПРЕДЛОЖЕНИЮ 3. Аналогично доказательству пунк­
та с) теоремы I можно показать, что 8 ( B L . „ ^^SiBLn v &)у 
1 < р < 0 0 , 0<t<H[f, I t ^ V * 1 . Однако, в отличие'от 
случая р < 1 , точные количественные результаты (типа утвержде­
ния пункта с) теоремы I) относительно величины возникающего здесь 
"зазора" автору неизвестны. 

Для формулировки следующих результатов нам потребуется не­
сколько новых обозначений. 

Пусть 0 < р < 0 0 , 0 < б ^ 0 0 . Положим 
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1 = (о, во J *(0, оо] ; 
r,(p,0) = {cu,,v)€l f р/в « к/v J 
r»cp,6)«f(u,v)€i ipM-f/ej» iKf-Vv)j 
г3(р?б)=г{(р,б)пг;(рД,^), Ф=«ы*,р,.0;, 
r4(p;6) = ( ' f>a>p, v = oo Ь 

Г Г4(р,9лП,(р,в)., если р<Мв« 
Г(р,0}= J Г 3 ( р ; б ) \ П г ( Р , 9 ь е с л и б < р ^ < < 

г , « л . в остальных случаях. 

Из теоремы 2 и результатов работы j_5J вытекает следующий 
результат. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть 0<f>, Ц<СО, 0< &, Qn£ 00, 0<Ср=ПЬ<^<1Ь-
Тогда следующие утверждения равносильны: 

I) Имеет место оценка 
cap(A,8L p ; 9 )«c сар(А,ВЬ.в.) , AcR ; 

2)£(BL* e J = 5 g ( B L ^ ) ; 

з) ( ^ m Pcp,9) • 
Импликацию 2) = X 3) из утверждения предыдущей теоремы 

можно усилить следующим образом. * 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть 0<р<00, 0<б«» 00, 0<fy><H>, £ > 0 . 
Тогда существует компакт К ; К = К (X, р, б> £,); JC^ R, * такой, что 

1) К содержится в некотором шаре радиуса S > 0 ; 
2) cap(k;BL7gJ > ° . если (а,о-)е Г(р,6); 

^ = 
3) Oap( K , B L ^ ) = 0 , если %Г)фГ(р,в), Щ~1р • 

СЛЕДСТВИЕ ИЗ ПРЕДЛОЖЕНИЯМ. Утверждение предложения 4 оста­
нется справедливым^если в пунктах 2) и 3) соотношения (4 ;0^ Г(Р,б) 
и (fl (Г)^ Г(р,0) заменить на соотношения (р,в}<£Г*(в, (Г) и 

(p,6)€f1cor7e') ""-""-" соответственно. 
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3. Доказательства основных результатов 

3.1. Обозначения. Вспомогательные результаты 
Всюду в дальнейшем: 

7i к- характеристическая функция множества 

С - число сочетаний из 4 по d ; 
|Т I - количество элементов множества Т ; 

множество, состоящее из функций 1Г , определенных на R , кото­
рые можно представить в виде 

V = £ Лй,кЯк > h**l,K*h >'KeZ '' 
где1=Т_(1П - некоторое подмножество Z ; 

$*,(1 $) , где 0<<^< 00 л t e R ̂  t > 0 , J1 - измеримая 
функция, определенная на R , - величина, определенная соотноше­
нием 

где инфимум берется по всем множествам E,Ecf? > / ^ ( й \E)=vj 
{ fflp^;(j, , где 0<р<<^<С0 , 0<9«OO, £ -изме­

римая функция, определенная на ft* , - величина,определенная со­
отношением нм,г(с:(4„.гь^)Г. 

Отметим, что при сделанных выше предположениях нетрудно до­
казать, что величина ••• III „ а „ эквивалентна величине 

•РАФ 

при сделан 

Далее мы постоянно будем использовать следующее простое, но 
очень полезное утверждение, доказанное в работе [5J . 

ЛЕММА I.I. Пусть 0 < р < 0 0 , 0<М/,б^СО . Тогда емкость 
в пространстве B L p ц, g , как функция множества А С ft , 
эквивалентна величине 
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где инфимум берется по всем последовательностям функций [tr; j . , 

V. е fTST ( V, \, 0), таким, что S ^ tT: ( U) ? 1 ПРИ л» 6 0 " 

U € А > причем лишь конечное число членов последовательности 

£u4U)} . отлично от 0. 

ЗАМЕЧАНИЯ К ЛЕШЕ I . I . I) Пусть ( п- } + М -произволь­
ная последовательность положительных чисел такая, что 
£2*°° л- < с ' П }+°° ~ строго возрастающая последова­

тельность неотрицательных целых чисел, J0—0 , £ - биектив­
ное отображение М̂, на No • Тогда в утверждении леммы допол­
нительно можно счит'ать, что последовательность функций (V; j - n 

удовлетворяет следующим двум условиям: 

а) при любых Х€. ft ; i-eNo справедлива оценка 

если j ^ S a K J j H H - * и 1Г . (Х)=^0 ; г 

в) при любых и^Д , WteNo справедлива оценка 
S V- (U) > JU/Ĵ , , где суммирование проводится по всем t, b€N0> 
таким, что j ^ ^ S ( t H J m . + < - U е с л и Sl^Ctp^O. 

2) Из предыдущего замечания легко вьгаодится, что если 

cap(A,BLp f ( (>e)< j T j 4 / ( « a _ j / 
при некотором j €• N„ , то в утверждении леммы дополнительно 
можно считать, что 1Г{,= 0 , если U€ NQ , it 4 j • 

3) Пусть 0 < р < ° 0 7 О < 0 , U-^00 и выполнено одно из 
трех условий: 

а) а = .р = 1 ; 
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б) р>1 , 1**.U,4 00 
в) р< i, р< и,4 оо . 
Функция (j? определена на отрезке (0,1) так же, как в 

предложении I , если р < 1 , и так же, как в пункте в) предложе­
ния 2, если p ^ f (при этом, если (?< 4, то следует положить 
0 = 00 ) . Последовательность (At j*^° строится по функции 

ф так же,как в предложении 2, \Л =~_ io(^%,\\, It N0 . Тогда 
утверждение леммы вместе с замечаниями 1,2 к ней останется 
справедливым, если: 

I ) в формулировке леммы \,\ величину (*?(-#" ) заменить 
на величину ( А*/ф(/\; ,)} 4/р > а условие V^FSl (1,1,0) 
на условие ОГ̂ е FST ( ^ , ^ 0 - ) ; ..̂  • р 

Ц-.) в формулировке замечания 2 величину 2 /(d) ( 2 )) 
заменить на величину ^(%~ J ) , а условие t ^ J - на усло­
вие b ^ J - C , где с - некоторая постоянная, а требование 
w e £>и/р _ исключить. 

3.2. Доказательство теоремы I 

Сформулируем вначале три простых леммы, которые потребуются 
нам в дальнейшем. 

ЛЕММА 2 . 1 . Пусть A , d , « € f c , 0<A£ \1%, d>1, 0<<X< 1, 
%А&<ОС, Ее Rn

fHMx)*d при любом Х € Е , Д ( Е ) = 4 > 
Е0С Е , yWjj( Е \ Е 0 ) ^ <Х . Тогда при любом t > О имеет мес­
то неравенство 

ЛЕММА 2.2 . Пусть (L, 4eR Г(Ъ>1, 4>1 ; последова­
тельности fft^j?00 и [$. }*°° определены с помощью 
соотношений 

Тогда существует ht € М такое, что при любом j € Л/ имеет 
место оценка |. ̂  Oi + wl ; Ш — Ш(а, в) . 

ЛЕММА. 2.3. Пусть 

А,+ \г+ ... +Аа,= 4 • 
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Тогда существуют множества £ j , I } U/€ N , такие, что 

a)I jcK*,- a}, H,. J . . , i , |1,М*-в,/1а |<а//б; 
B)llj+J/|Ij|>/!!/, \ = \,%>--->*-^Y 
О X^/A v < 4 , если К, V € l j , ]' = ̂ . - -> И/ i 

d ) I j ( 1 I K = 0 ; если j'=£K; -f< j , K< И. ; 

Элементарное доказательство лемм 2.1 и 2.2 мы опустим. От­
метим только, что в качестве щ , существование которого ут­
верждается в лемме 2.2, можно взять любое число S} S € N » та_ 
кое, что 0/с,У Q,®- , где d, (i > 'f, ~" любое вещественное чис­
ло, для которого имеет место неравенство (X* > & & . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО леммы 2.3. Не умаляя общности будем считать, 
что последовательность [ Xj.} ^_ не убывает. Положим 

Определим теперь числа ц,; IX&N; K(j) ; j = 1,.. -, U/, с по­
мощью соотношений 

ксО = min{t \HH, м(\>)Ъ^~ъ\ , 
K ( j + 0 = « i H - j t l t e N , t > K(jj , 

если множество, стоящее в правой части последнего равенства,не­
пусто (отметим, что множество, стоящее в правой части равенства, 
определяющего к М ) , всегда непусто), в случае, если при неко­
тором j s= j 0 это множество окажется пустым, то полагаем lt=J . 

Утверждение пунктов а) - d ) леммы 2.3 сразу следует из 
построения, а утверждение пункта е) легко вытекает из пункта с) 
и следующих трех оценок: 

Т£? ntcbГ'* г'1; I ^ f V><Г* fib, 
z u « H - y №(1)<м-и'''и»(к ф), 
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j = i,% , . . . U, . 
Причем в последнем неравенстве при j — ч величину к1и,+4)-1 
следует заменить на во 

Докажем теперь три леммы комбинаторного характера, послед­
няя из которых, по мнению автора, представляет и самостоятельный 
интерес. 

ЛЕШ 2.4. а) Пусть i « N e , fc,*,teN , « * C+t , 

в) пусть ir*N0; a/, 0,teN, a H t t , 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО леммы 2.4. Пункт а) сразу следует из оценок: 

«4(ь+-<}л/<И)«4/&. 
Пункт в) легко вытекает из пункта а) с помощью следующей 

цепочки неравенств 

ЗАМЕЧАНИЕ к лемме 2.4. Пункт в) леммы допускает следующую 
переформулировку. Пусть выполнены условия пункта в) леммы 2.4, 

Icf4,. . . ,a}, | i | = Jf 

F-{J |Jc{ l , . . . ,a} , / 7 М , Mnl |> v}. 
Тогда | П / С * > Cf - i* ) . 

ЛЕММА 2.5. Пусть a ,d , teW, у, 4eR, у, * » Ь ^ ^ ; 
^ « R , 0<A i< /H, 1=1,..., л ; A4tA t + . . .+A f l-f , 

A-fJlJcH,...,*], fJM, 2UJAi»a"V*i. 
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Тогда | А | / С | М 1 - Г " Ъ 1*=у4< , - 4 /«-

Лемка 2.5 легко выводится из замечания к предыдущей лемме 
с помощью леммы 2.3. Поэтому простое, но несколько громоздкое 
доказательство леммы 2.5 мы приводить не будем. 

ЛЕММА 2.6. ПустьсцмеМ, 6> i, ft *со& W,{h М+4) ; 

Тогда существует множество 1 , 1 С {{,•.., & } , такое, что 
(I | ̂  Of &/& и при любом СО € XL справедлива следую-
цая оценка: 

Здесь С0 , Of - некоторые абсолютные постоянные. 
СЛЕДСТВИЕ из леммы 2.6. Пусть I, а € N ; 

2,В,А,Л, y,j3, u^R; J5,u,>1; у з > а > 0 ; 
JQ,B,A>o; 1 ^ В / р а , «<Ар*, А^Л/р**; 
( м ^ И - строго возрастающая последовательность * 4 = 0 неотрицательных целых чисел; 

l V(lr)}. 0 - последовательность функций, таких, что 

v l€FST(ttKH,f,J/Aaw ' ) , M , . . . , * ; ' 

^ ы ^*(У-А)?Г , FcE- Ц <Ц, Q^-"Q n»a»,KCf3 > 

Тогда, если d ^ Ĉ U/ в , &= C^(j$,A,,B,])J ,, то существует 
множество I j l c {f,.,. &} , и функции £г/̂  {,}, такие, 
что ] I | i О^ЛЛ/У и выполнены следующие условия: 

1) $лрр%1 с siipptrj, , &=!,...,*;' 
2) при любом i/£ {i,..., Z } и любом % > 0 имеет место 

неравенство ( V^t ) ^ t (j) < (Vj, ) # j (fy ; 

3) V € F S T ( f c ( L M , : D / / 3 * 4 l~4,l,-~>l> 
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Здесь с 3= С» (8, А, В_, D ) - некоторая постоянная. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО леммы 2.6. Пусть А и A i - некоторые по-

-ложительные числа,выбор которых мы уточним в дальнейшем. Далее 
не умаляя общности считаем, что of » %А , § £ А* (выпол­
нения последнего неравенства можно добиться за счет увеличения 
А ) и при любом CJ6*fl« справедливо равенство 

Обозначим через ( А , ; } • ~, неубывающую перестановку мно-
жества {Лу ^ } - " ; U € A . Разобьем множество индексов 
А на два непересекающихся множества il,, и Лд, ,Л4и Л ^ ^ 
следующим образом:. 0) € JX4 тогда и только тогда, когда имеет 
место оценка £ А*^ ̂  $> т'м(Ъ%/&,1) » гД е суммирование прово­
дится по всем i/ € N таким, что 4£ I < & А / W 6 . Тогда 
нетрудно показать, что если А.,» 6^, А » ^ , ̂ o^'f/ cj« Л ^ , то 

* 

где суммирование и взятие супремума проводится по всем Ь€ N 
таким, что а ^ ^ >ClA/(W*6). 

Выбирая A.j,A , 00 достаточно большими и применяя преды­
дущую лемму при u t i l j , легко заканчиваем доказательство лем­
мы 2.6. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО еледствия леммы 2.6. Пусть А € N таково, 
что *(|fo^(p , t t/D)i+'f)<A, Л<Сча . Положим 

Применяя лемму к последовательностям {АЦ^А/Л., > («кЛ, 
при й — У/ А , найдем множество X . Далее, определяя v. j со­
отношением 

и используя лемму 2.1} легко заканчиваем доказательство следствия. 
Из следствия леммы 2.6 легко выводится следующий результат, 

элементарное доказательство которого мы приводить не будем. 
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ЛЕЩ 2.7 . Пусть I, Ъ, В7А, y ,^ ,U, , {т{1)]Ц1 - такие 
же, как и в следствии леммы ; 

Fc R , {V'}'~ - последовательность функций таких, 

что irt€ FST(mti), 4, D/js**), i=o,U...,I, 

-̂  „ , „ С ZJ и функции ( № : ] . • 
такие, что ' ~ 

и выполнены условия 1)-4) следствия леммы 2.6, где в качествеt0 
надо взять следующее множество: Е 0 — U ^ g T Q,,,,,,, ̂  ' 

СЛЕДСТВИЕ леммы 2.7. Пусть выполнены условия .леммы 2.7. 
Тогда существует последовательность множеств {!•}, таких, 
что 

Далее нам будет полезен следующий результат, простое (но не­
сколько длинное) доказательство которого мы приводить не будем. 

ЛЕММА 2.8. пусть Ее В*, fUN0, ЧеМ, { « ( И ] ^ 
- строго возрастающая последовательность натуральных чисел; 
[iTjJ._ - последовательность функций таких, что. 

\>, Е ^ г г ^ а ^ Е 7 v^FSKwdbbO), 1=1,.,.Л. 
Тогда существуют множества (£;(#)} . , { J ( °0 l0} _ . > 

такие, что 
1)Е(«)сВ*, J(of,i}cZ^, а=0 , . . . ,4 , Ы , . . . , £ ; 

(Of, 1 ' ) ]й = 0 дизъюнктны при любом t», 

'з')"6* Е ^ (П ( £ м Х а а , Ь ( ^ К ) ) > &~Л *Е«, * 
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;*v_ ^ ,^иь 4,«'«Ъ* fe*»<4>.» 
Из предыдущей леммы и следствия из леммы 2.7 легко вытекает 

следующий результат. 
ЛЕММА 2.9. Пусть £,А, B,D, у,/5, Ц, ЫСь)}^ " . . 

такие же как и в следствии леммы 2.6; £ с (J* ; /№ I -
последовательность функций таких, что 

Тогда существует последовательность функций ( у . • }, таких, 
что: 

2) ir<;l * F S T I W K I M , у ) , «-=0,-•;.»*; 
3) при любом [/, 1е £ 0,, . . ., £}, Функции 1/"̂ £ можно пред­

ставить в виде "^ ;, = 1Г« j. + V, г так, чтобы при любом % > Q 
имели место следующие две оценки: 

Здесь с = С(й,А, В , Л ) - некоторая постоянная. 

ЛЕММА 2'.10. Пусть 0 < р < 4, 0 <<ЬК W ; ff , £ 4 - и з ­
меримые функции, определенные на ft ^ , такие, что при любом t > 0 
справедливо неравенстве ( £ f ) * j f t j < (;fя.) * < ( t J • Тогда 

№lp,tt*°l**Ip,.№ > С = С(р, It) • 
Элементарное доказательство леммы 2.10 мы приводить не будем. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2 . 1 . Пусть 0 < p « f , 0<U/SC0 и выполнено 
одно из следующих двух условий: либо I ) Р < 1 •; либо UlpsW-i) 
Пусть 0 < « < Л/р, 1<р< №•?<*>* , А с ft * , 

Щ(А, ВЬр^лМ)^Г(,*"р'<), jeZ, j0= wa/c<o,j), А >о, 
S - биекция N0 на N0 ; (SCVJ] + C 0 -последовательность 

положительных чисел, определяемая с помощью следующих соотноше-
ний:р(0)М,/HiMj-jj/"1», иий) и^ГЛо 
нотонно убывающая последовательность положительных чисел такая, 
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что Z)^_" 0 Л^ ̂  X • 
Тогда существует последовательность функций { V- } . 

такая, что 
1) tf(iO = 0 , если S ( ^ < j 0 ; 
2) V(l)€ FST С SCH, -1, ft,) ) , если S(i)?j0 , 

j i t f x t <J8(T?+D, V« No ; 
3) |^ lp^ $ c i l " S ( l ; a " i U / P "^ UN<" C-C(«^,^A). 
ЗАМЕЧАНИЯ к предложению 2.1. I) Если $ - тождественное 

отображение (то есть S(i-)= ^ при любом t e N 0 )> тогда требова­
ние монотонного убывания последовательности { & J } J +°° иэ 

формулировки предложения можно исключить. • 
2) Как вытекает из леммы 2.2,последовательность ^в ("P'J «_0 , 

фигурирующую в предложении, можно заменить на последовательность 

Утверждение предложения нетрудно вывести из леммы I.I и 
замечаний к ней, леммы 2.9 и леммы 2.10 (при р < 1 ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО теоремы I. Импликации I) = = > 2) триви­
альны, импликации 3) = > I) (и замечание I) к теореме) легко 
следуют из предложения 2.1 и леммы 2.II, приводимой ниже. Мы 
не будем приводить доказательство импликаций 2) ~=^) 3). Однако 
отметим следующее: доказательство импликаций 2)==^ 3) в слу­
чае пунктов а) и в) проводится аналогично рассуждениям работы 
\Ь\ (предложение 3.2), где показано, что емкости в пространст­
вах В1//р и BL'* различны, но технически чуть более 
сложно ; доказательство импликации 2) = > 3) в случае пункта с) 
основано на близких соображениях, но труднее. 

ЛЕММА 2.II. Пусть 0 < р , ^ < О О , 0 < It, V < W , ^ < p , <k,>0, 
){=*iuaxH/v-<[/Mb e-p/ф, f€.Lp,№<R"j; } * a, 
почти всюду на множестве Е > Е*{х.|х€ Чп , t[X)zf:Q} . 

Тогда 
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Элементарное доказательство леммы 2.II мы приводить не бу­
дем. 

Доказательство предложения I проводится аналогично доказа­
тельству части а) теоремы I, но технически сложнее. 

3.3. Доказательство теоремы 2. 
Прежде чем приступить к доказательству теоремы докажем ряд 

вспомогательных утверждений. 
ЛЕМЖ 3.1. Пусть &,Л - измеримые функции с дизъюнктными 

(относительно меры Лебега) носителями; 

Тогда имеет место неравенство 

где C=C(fl,) ~ некоторая постоянная. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть||G" L = к, f#|L= f t • Т о г Я а не Умаляя 

общности можно считать, что Д = \ . Используя дизъюнктность но­
сителей функций Q и J, сводим требуемое неравенство к нера­
венству 

С 

которое, как нетрудно видеть, эквивалентно оценке 

Х0(1ыЬ^-4) > (*+c*/c*-A»*//f-(f**V/* • 
Последняя из приведенных выше оценок легко вытекает из следующих 
двух элементарных неравенств: 

(ЫаДИ»'Д (М*Д *ЫиМиЪ**/* * 
СЛЕДСТВИЕ из леммы 3.1. Пусть выполнены условия леммы 3.1. 

Тогда при любом % > О имеет место оценка 
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ЗАМЕЧАНИЕ к лемме 3.1. Пусть ¥Ь-\ и выполнены условия 
леммы 3.I.* Тогда утверждение леммы и следствия из нее останется 
справедливым, если величину ||.., || - заменить на величину 
(1 • • • 1<р*"» а величину (...)*,(j-на величину (.(•-•)»,})* 

(при этом константа Ьу фигурирующая в утверждении леммы 3.1 
и следствии из нее, зависит только от V и ty ) . 

ЛЕММА 3.2. Пусть 0 < р < ^ < о о , 0 < 1 < «э и вы­
полнены условия леммы 3.1. Тогда имеет место неравенство 

Н и 1 т * А « 1 & 1 , * , • |Н/м-*>1м»Ум*» сJ • 
Здесь С = С С V, 4) ~ некоторая постоянная. 
СЛЕДСТВИЯ из леммы 3.2. I) Пусть Д > 0 , 0 < Р , V< 00 , 

((}••} $4-} - последовательности измеримых функ-
ций определенных на Ц/ таких, что при любом 1/€ N 

Тогда существует 0, 0=0(р,И}>0, такое, что 

2) Пусть 0<XM«/4, 0<Aw,w=t..,«-; 0</><4<Ю, teft , 
0<i; \h\ \. fu> „Л*09 m=U' - последовательности измеримых 
функций,определенных на [J** , такие, что при любом' 1«€ N функ­
ции (п > J M / 9 ' » I ' , , , ' J I U/ имеют попарно непересекающиеся но­
сители (в смысле меры Лебега). Тогда имеет место неравенство 

£ 1 = 1 III h + 2 ^ $1)М/ \\?}ГЛ
 + Е£* дт >, 
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т=* 

где минимум берется по всем последовательностям { tm j , 
£ € ( 0 7 f } , W = ' f , . . . a ; <f= <F«l,f) - некоторая постоянная. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО леммы 3.2. При У = 1 утверждение леммы 
сразу вытекает из следствия леммы 3.1. В общем случае 0<1*<00 
утверждение леммы 3.2 нетрудно вывести из замечания к лемме'3.1 
и приводимой ниже леммы 3.3. 

Доказательство следствий из леммы 3.2. Докажем первое 
следствие. Доказательство проведем методом от противного. В ка­
честве (Г возьмем постоянную if С , где С - константа, фигу­
рирующая в утверждении леммы, и предположим, что требуемое не­
равенство не имеет места. Тогда будут справедливы следующие две 
оценки: 

Сложив эти две оценки (предварительно умножив первую н а ^ / К + А С ^ 
а вторую на A C / M + A C j ^ придем к неравенству, которое 
противоречит утверждению леммы 3.2. Следствие 2 легко (индукци­
ей по ttt ) вытекает из следствия I. 

ЛЕММА 3.3. Пусть 0 < i U fj ftt:} , H - } . , 
i P L = -co ~ П 0 С л е Д ° в а т е л ь н 0 С Т И положительных чисел. 

Тогда: 
а) если Y э 1 и при любом I e Z справедливо неравен­

ство 

то 

в) если 0 < У £ 1 и при любом t € Z справедливо нера­
венство , 

<Ц» f«i + (*-!»*{, , 
то справедливо утверждение части а). 
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Мы не будем приводить элементарное доказательство леммы 3.3. 
Отметим только, что утверждение части в) легко вытекает из нера­
венства Минковского, а утверждение части а) из вогнутости функции 
Х</г, хе(0,+оо.), УъЛ . 

ЛЕММА. 3.4. Пусть 0-с р < 0^ < 00, 0 < У< 00, k N 0 ; А> 0 , 4>А,, 
veFSTCi-ЛА), v*Lp,* • 

Тогда: 
а) Существуют числа &,$>€.§, 0 < Я/ < 6 , множества 

С ) J = ^ 
i^i» i-o, и ФУНКЧИЯ \ такие, что 

1) Е; - есть объединение конечного числа ячеек (0 • } • 
2) множества Е • , j = fl., ..., •», попарно дизъюнктны; 
3) если j , Hte N0 , d ̂  j * j f W « 6 , то 

Здесь С, С., С» OLyfi - некоторые постоянные, зависящие только 
от р, <\,,V j 0 < * < j 3 < 1 • 

в) Существуют число u<, lt-€N0» последовательность чисел 
iP j I j_0 » множества { E ; j , _ f l и функция УЛ такие, 
что: *'"" 

I ) выполнены условия 1),2),4) предыдущего пункта; 

И) ъь*%%<.Щ)/рл(*и>ГРЪ)*сч, 1=0,1,...ги, •; 

lv ) если U/ £ < , то ^_1 й \[% 

V) если ри<1 , чю 0^4 4/% .' 

Здесь OJ ,CJ , - некоторые постоянные, зависящие только от р и У . 
Элементарное, но технически достаточно громоздкое доказа­

тельство леммы мы приводить не будем. 
Далее нам потребуется следующий простой результат, который 

мы тоже приведем без доказательства. 

ЛЕММА. 3 .5 . Пусть С^С^ОС, f>, Q<K< f < 1 > - некоторые 
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постоянные ; 0/, # € N a > Ж £ i f В- ? . - последователь-
ность положительных чисел. Тогда, если из условий j,W*eN<>., 
& < j < j + m « 6 вытекает, что С^ Я w < Bj / 8j + m, « С( J? * 
то при любом $еМ, Q/^t^&j справедливо неравенство 

Be+B^+.-. + B j ^ B , ; c3=c s(c0^,a,j3;. 
Из предыдущей леммы, следствия 2 леммы 3.2 и утверждения 

пункта а) леммы 3.4 вытекает следующий результат. 

ЛЕММА 3 .6 . Пусть 0 < р < $ < 0 0 , $ И , ficR* { « ( t j j j * -
строго возрастающая последовательность неотрицательных целых чи-
сел; (]f:], I ^ L J ' ~ последовательности положитель­
ных чисел; | Vjjt08 - последовательность функций такие, что 
,—,+ М . 

Т,ио^у.г,г^ПТша), i,^), l,<i, UHc 
Тогда существуют последовательность функций {VJ : j, 

и множество Е , Е е R , удовлетворяющие условиям: 

supp 1Г[,1, с su-pp tfj,, U N ; 
2) множество Е есть объединение конечного числа ячеек 

з) Z\° НЛщ/ч+Ь^&Г/а, « 

Здесь d"f= <J!J(p><JJ - некоторая постоянная. 

СЛЕДСТВИЕ из леммы 3.6 , Пусть выполнены условия леммы 3.6 
и,кроме того, известно, что при любом X € F лишь конечное чис­
ло членов последовательности { ^ ( Х ) } ^ ^ не равно нулю. 
Тогда существуют множества { E s j . _ такие, что: 

I) при любом Le N0 множество J5j, есть объединение ко­
нечного числа ячеек вида { 0*,,:. „] „ и, ', 

•too l ч т ш , к J K€Z ' 
2) Г с U Ej, ; 

i=0 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО леммы 3.6. Положим <fi= (Г/(С3 СС Й) .где 
О -• постоянная из следствия 2 леммы 3.2", с - постоянная 

из пункта 4) части а) леммы 3.4,' С 3 - постоянная из предыду­
щей леммы, 00 - постоянная, фигурирующая в неравенстве 

JeLp^cR*) , 0<p<<£<w, о0=с0(.р,р. 
Применим к функции V0 лемму 3.4 и найдем числа &, \>, множест­
ва Efyi-'-) E $ и функцию IT^ , удовлетворяющую утверждению 
части а) леммы 3.4. Далее считаем, что 0,^. О (случай Ct=0 раз­
бирается аналогично, но несколько длиннее). Положим: 

u,-4-ft+iff \^%^, А*=**И
>...,ЛИ»4'* ; 

Д^^сЕ^ДцсСо),. ..,Аи,=/Ч(Е6У(Ц,сс0) ; 

Пусть {£{}. - последовательность, состоящая из нулей 
и единиц, на которой достигается минимум,фигурирующий в утвержде­
нии следствия 2 леммы 3.2. Полагая 

Е = U E itn_^ > гД е объединение берется по всем . jeN , 
^ j ^ U / . таким, что 6; = 0 » 
легко завершаем доказательство леммы. 

Утверждения теоремы 2, пункта а) предложения 2 и замеча­
ния 2 к нему легко вытекают из леммы I.I, следствия леммы 3.6 
и следующего тривиального утверждения (которое легко следует из 
леммы I.I). 

ЛЕММА 3.7. Пусть 0 < р < ф < М , 0<U>, 6^00,0<Q<f, <£=p/0. 

<Г/р 
Тогда w 
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Утверждение замечания к теореме 2 (относящееся к оценке ем­
кости в пространстве BLp^f снизу) легко вытекает из лемм 3.8 и 
3.9 (при рт-А, И» = р ), приводимых ниже. 

ЛЕММА 3.8. Пусть 0<р<00, 0<U'«M, Д С # , 
С-О/Р ( А, В Lip ц, f ) ̂  f . Тогда в утверждении леммы I.I до-
полнительно можно считать, что/^(SM/pp 1Г: К Gy(W(#"i}), ieWg. 

ЛЕММА 3.9. Пусть « р < М , 4<Ц,*(И, Э > 0 , А>0, p<(j,, 
% - непрерывная, возрастающая функция определенная на£о, 00 ) 

такая, что 

a) J ikihr d/t/t < D , 4/u,r+ Мь = \, 
в) k(Xt)« 3k(tj, t>0 . 

Тогда, если ( Е . - } - , - набор множеств, 
и т. 

EjcR* /i l l(EJA<c6.,.E«U -Ej ' 

G j ^ E ^ / ^ c E p r U c ^ ^ E ) , 

то имеет место оценка 

где Сб= C6(D ;C3 ; C^7 C^, P,U,(L) ~ некоторая постоянная. 

ЛЕММА ЗЛО. Пусть - f « p < $ < W , 4<И«<» , функция h(.t)-
удовлетворяет условиям леммы 3.9. Тогда утверждение леммы 3.6 и 
следствия из нее останется справедливым, если дополнительно по­
требовать, чтобы последовательность { v j | . _ удовлетворяла соот­
ношению /L ($Hfp Ц)4С,.(й; , l/€ No > и "ри этом величину 
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Ill всюду заменить на ., , д , а величины 
(ALCE))^ /w e и (tl^E-i)) /Ь*1 заменить на величины 
^ ( ^ ( E j / w / ) и ЧК^цСЕ^/со^ ) , соответственно, где 

Элементарное доказательство лемм 3.8-3.10 мы приводить не 
будем. Отметим только, что доказательство леммы ЗЛО проводится 
аналогично доказательству леммы 3.6, но при этом вместо леммы 
3.5 надо использовать лемму 3.9, а вместо части а) леммы З.Ф -
часть в) той же леммы. 

Пункты в) и с) предложения 2 мы доказывать не будем, однако 
заметим, что импликации 3) = ^ I) легко могут быть выведены из 
пункта а) предложения 2 и следующего (в некотором смысле чисто 
технического) результата. 

ЛЕММА з . п . Пусть р>1, о<0, б ( , w, i ^ o o , 1/Q'=nt<tx(0, 
Ы / 0 } , 'f/fy'WaxCO^-f/fy^функции ф , ф ^ и последовательность 
( l J (,=400 
| Ai,j._0 определены по функциям W , W< так же, как в ут­
верждении пункта с) предложения 2; выполнено утверждение 3) 
пункта с) предложения 2. Тогда, если А с Я , то 

& = С(р, 00, ̂  , И,, 1* 0б, 0, ) . 
3.4. Доказательство предложения 3 . 

Пусть далее 4 ^ в < 0 0 , { ^ а < 0 0 , 0 < р < ty . 

ЛЕММ 4 . 1 . Пусть 0 < а «Н/Я/, А>0 , 0 ^ | В | < - 4 / # . Т°гда 

2) cf-ftj^^'l- асл ; 
3) Существует число в , 8= в (А, В ) такое, что 
(A+&^=A9/*H+fB/A), с э * ^ с „ . 

Здесь С,, С , С*. С», - некоторые постоянные, зависящие только от 
<{, и 0 . 

Элементарное доказательство леммы мы приводить не будем. 

ЛЕММА 4.2 . Существует постоянная Cs=-Ge{Q <L)Zi такая, что 
если паН, 3 > 0 : U ' } . h | ' , {АА^ Л^\\^ - последовательности 
положительных чисел, J V Д ; = 1 ; Cr i?: ̂ Д ; /* ' , j=*f,...., Щ , то 
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. it=wt 

СЛЕДСТВИЕ леммы 4 .2 . Существует постоянная С0, £<,= C0((\,,Q), 
такая, что если {Д-, },W' iX-l!"' ,\CL:\W' - - последовательнос-

ти положительных чисел, (П€ N , Э > 0 ; # с 0 Д . - ; л - , ] = { , . . . , Ж- , 

Ч=< А и, (В + Z/jeiCfcjUjVcMAj))* + 

Утверждение леммы 4.2 легко выводится из леммы 4 . 1 ; при 
этом можно положить Cs- Cj &u/(C- С» ) • Утверждение следствия 
сразу вытекает из леммы, если положить 00=^{С5+%) и воспользо­
ваться неравенствами 

ЛЕММА 4 . 3 . Пусть Wt, { Aj ] j = < , {Aj ] -=i 
- такие же, как в 

утверждении следствия леммы 4 .2 , SQ-i а.,,.,. Лм>}~ м н о ж е с т в о 

измеримых функций, определенных на £л° , с попарно не пересекаю­
щимися (в смысле меры Лебега) носителями; 

1( |*)=(1, . . . ,тг | \{и1, a = f , # , . . . ; ^ ; 

СЛЕДСТВИЕ леммы 4.3. Пусть выполнены условия леммы 4.3. 
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Тогда при любом "Ь > 0 имеет место неравенство 

Утверждение леммы 4.3 сразу следует из леммы 4.2 (смотри 
начало доказательства леммы 3.1). 

4.4. Пусть {ftf j,j. . -последовательность ЛЕММА 
положительных чисел; 

тогда ( E.L=+W aflL)e> y w r y l = t 0 ° a \e 

СЛЕДСТВИЕ леммы 4 . 4 . Пусть выполнены условия леммы 4 . 3 . 

Утверждение леммы 4.4 сразу следует из неравенства Минков-
ского. 

ЛЕММА. 4 . 5 . Пусть С0 - постоянная из леммы 4 . 3 . Тогда су­
ществуют постоянные с = С ( р Д , С0) , ц, = ц,( р, а, С0) € N та­
кие, что если 1Г; 1Г€ R'ST (.1,1, %), %>Q,isHo ' т о сУЩествУ_ 

ют &, U&N , функция 1Г« , множества { Е ; ? ^ » Е« такие, 
ЧТО I J ЧТО: 

1) E: есть объединение конечного числа ячеек вида 

2) множества Е<>, Ец,? •••> Е & попарно дизъюнктны; 

4) SufPir,= s»ppir, « r „ (Д(ЕвЛс|1г| -, 

5) если А =£ О > то последовательность ( Д ; ) . » 
, удовлетворяет условию $ с0 %~J£ A j , 
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Элементарное, но технически громоздкое доказательство лем­
мы 4.5 мы приводить не будем. 

ЛЕММ/1 4.6. Пусть о<p<<j<+oo, 4*<\, <f«0<oo, a e N 0 / 
Г с В , Fa„icRH', { f t } ! , { w ^ = < > - последователь-

ности положительных чисел; | Vp • ~ последовательность 
функций, такие, что: = 

i € N . , 2!=
м

0 n * ^ F N F ; . , ; 

если Л € N ; 
dfcrf е с т ь объединение конечного числа ячеек вида 

*w Тогда существуют последовательность функций {1Г| {,}._. й=0 множества Е , Е 0 , Р^ С В , удовлетворяющие условиям: 

2) i r M = a,}E+}Eo, 0<а,<4/г ; 
3) Т^д = 1Г{, , если i,eN0> ^< л ~ * ' 
4) множество F*̂  есть объединение конечного числа ячеек 

«+00 

6)((»vax((^(El^c, a(/i,,(E)//p/(cv)/^) + 
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Здесь 00 , С - постоянные из предыдущей леммы. 
Следствие из леммы 4.6. Пусть выполнены условия леммы 4.6 

при <Ь — 0 и кроме того известно, что при любом X € /Г лишь 
конечное число членов последовательности {^(Х)}*" не 
равно нулю. Тогда существует последовательность функций 
? f« i, 1. л такая, что 

Т) Vs7E<o,w + fttfE<i) > 0*Ц*И*> E«,i);EU)cR*; 

где С| ~ с < ( р ^ ^ 7 о ) - некоторая постоянная. 
Доказательство леммы 4.6 проводится аналогично доказатель­

ству леммы 3.6, но при этом вместо лемм 3.2 и 3.4 следует ис­
пользовать следствие из леммы 4.4 и лемму 4.5. 

Утверждение предложения 3 сразу вытекает из леммы 1,1 и 
следствия леммы 4.6. 
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Summary 

Let X be the Besov space B L p ^ ( U*J , 0 < p < CO.» 
0 < 6 ^ 0 0 0<io<V\/ • Let C&p{-,X) be the capac i ty a s soc i a t ed 
with the space X (defined on subse t s of ft ) and (J) be a func­
t i o n defined on £ o > 1 ] such t h a t ( p ( 0 ) = 0 , Ц>(4) = 1 and fo r 
s o m e £ > 0 the func t ions 41) ( t i t " 1 6 > ~t *~& / ty it) i n c r e a s e . 

DEFXHITIOU. Let А С Я"', 0<]3<<» . Define 

where the infimum i s taken over a l l coverings of A by a countab­
l e number of b a l l s , whose r a d i i Y\ do not exceed 1, while Wtj, 
i s the number of b a l l s from t h i s covering whose r a d i i Y: belong 
the s e t a 4 H , V 1 ] , V e N 0 . J 

THEOREM 1. Let p ^ 1 , 6 = 00 , and l e t the funct ion 
4>(t) "t P - 1 * i n c r e a s e . Then the fol lowing condi t ion a re equiva­
l e n t : 

a) f o r any compact s e t К , К С R , i f Cftp(K,)O = 0 then 

'ъ) О ^ ^ Г ^ °̂°' ^^«ki-̂ ^N.. 
THEOREM 2. Let 6 < \ . Then for any set A the inequali­

ties слЩ cA ,X)<k t r t - ep^ / p (A)<^caf (,k,t) hola-
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