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ОЦЕНКИ ДЛЯ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ ФУРЬЕ 
С КОМПЛЕКСНОЙ ФАЗОЙ 

В. Г. Данилов, И. А. Джемесюк 

Введение. Интегральные операторы Фурье (и.о.ф.) 
изучаются и используются в большом числе работ, однако 
точные оценки для и.о.ф. известны лишь в L2 для слу­
чая вещественной фазы и амплитуды, принадлежащей 
пространству 5™б при р <С б (см. [1]). В [2] установлено 
совпадение между и.о.ф. с комплексной фазой и псев­
додифференциальным оператором (п,д.о.), символ ко­
торого есть канонический оператор Маслова на семействе 
лагранжевых многообразий с комплексным ростком. 
П.д.о. с такими символами изучались в [3] и, в общем 
случае, в [4]. В работах [3], [4] получены точные оценки 
для п.д.о., символом которого является канонический 
оператор Маслова на семействе лагранжевых многооб­
разий с комплексным ростком. В силу результатов [2] 
эти оценки переносятся на случай и.о.ф., каноническое 
соотношение которого является локально каноническим 
графиком. Целью данной работы является получение с по­
мощью техники, развитой в [3], точных по порядку оце­
нок для и.о.ф. с комплексной фазой в пространствах 
Соболева без предположения о том, что каноническое со­
отношение, отвечающее и.о.ф., есть локально канони­
ческий график. Напомним, что и.о.ф. есть линейная 
комбинация выражений вида 

/ (ф, а) и =Ц J em*.v,v)a (s, г/, р) и (у) Ay dp, (0.1) 

где и е= С (Rn), i G R k , j G R*, а (х, у, р) е= 5 $ (R* X 
X Rn х R^), Ф (я, J/, р) — невырожденная комплексная 
операторная фазовая функция, т. е. такая функция, что 
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при любом фиксированном у(х) отображение (х, р) —> 
—> Ф (х, у, р), ((г/, р) —* Ф (#, г/, £>)) не имеет критических 
точек. Последнее условие, как известно, обеспечивает 
корректность определения осциллирующих интегралов 
вида (0.1) (см. [1]). Мы рассмотрим случай к = п = N, 
б ;> 1/2, р <; 1/2 и предположим, что носитель функции 
а (х, г/, р) сосредоточен в некоторой малой конической 
по р окрестности точки (х0, г/0, р0) множества Сф\ 
СФ = {(х,у,р): ЧРФ (х, у, р) =0,1тФ(х, у, р) =0}, (0.2) 
где Vp = (д/dpi, dldp2,. . ., д/дрп). Ясно, что если носитель 
а (х, у, р) не пересекается с конической окрестностью 
множества Сф, то оператор / (Ф, а) является сглаживаю­
щим в пространствах Соболева Hs (Rn) (см. [2]). Положим 
Re Ф (х, у, р) = Ф± (х, г/, р), Im Ф (х, г/, р) = Ф2 (х, г/, р), 
Ъ (х, г/, р) = ехр (—ф2(х, г/, р))а (х, г/, р). В силу резуль­
татов [1] Ъ (х, у, p)^\„m(Rn X Rn X Rn). Поэтому иссле-
дование операторов вида (0.1) с комплексной фазовой 
функцией при сделанных предположениях сводится к ис­
следованию операторов вида 

1(ФиЬ)и = 1 п $ п#ф**'У'ЯЬ(х,у,р)и(у)Ауйр, (0.3) 

где Oi — вещественная операторная фазовая функция 
Ъ е £™б (Rn х Rn X Rn) и носитель функции Ъ сосре­
доточен в малой конической по р окрестности точки (х0, 
г/0, р0) такой, что ^рФ± (х0, у0, р0) = 0. 

Основным результатом работы является следующая 
ТЕОРЕМА. При приведенных выше предположениях 

для любого s оператор I (Ф, а) (0.1) удовлетворяет оценке 

| | / ( Ф , a )w | | s <c s | |M | | s + m , 

где константа cs не зависит от функции и (х). 
Как мы уже отмечали выше, оценки для оператора 

/ (Ф, а) с комплексной фазой получаются из оценок для 
оператора вида (0.3) с вещественной фазовой функцией, 
к изучению которого мы переходим. 

§ 1. Оценки в Х/2 для и.о.ф. с вещественной фазовой 
функцией. В этом параграфе мы докажем следующую 
теорему для операторов вида (0.3). 

ТЕОРЕМА 1. Пусть Ф (х, у, р) — операторная фа­
зовая функция, а функция а (х, у, р) принадлежит про-
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странству SS/it i/2 (Rn x Rn X Rn), m. е. удовлетворяет 
соотношениям 

\DZyDla(x,y,p)\^catii(l + \p\)«/2-№, (1.1) 

где са,$ — некоторые константы. Предположим, что но­
ситель функции а (х, у, р) принадлежит малой кониче­
ской по р окрестности точки (х0, г/0, р0) ЕЕСф. Тогда для 
оператора I, определенного на функциях из С^ (Rn) ра­
венством 

Цф,а)и=^ n J J n e^(* .^PH^«(o; > y,p)g(r | )dTidpdp 

(1.2) 
справедлива оценка 

| | / ( 0 , a ) « | | L , < C | | B | | b , (1-3) 
где константа с не зависит от функции и (х). 

ЛЕММА 1.1. Если функция а(х,у,р) обращается 
в нуль в некоторой окрестности Q множества сф, то спра­
ведливо неравенство (1.3). 

Д о к а з а т е л ь с т в о очевидно (см. [2]). 
Не ограничивая общности, будем считать, что носи­

тель функции а (х, г/, р) сосредоточен в малой конической 
по р окрестности Q множества сф. Так как Ф (х, г/, р) — 
операторная фазовая функция, то существуют 6i ^> О 
и 62 ^> 0, что на носителе функции а (х, у, р) 

61\р\<\Фу(х,у,р)\<6а\р\. (1.4) 

ЛЕММА 1.2. Пусть выполнены условия теоремы 1. 
Тогда для оператора 1Мо, действующего на функции из 
С£° (Rn) no формуле 

1мо (Ф» а) и = [ [ \ етх> v> p)~im • 

• a (x, у, р) и (т|) dr] Ay dp, (1.5) 
где М0 = 2/6i, справедливо неравенство 

II /AT. (Ф, a) a HJL. < с || и ||ь„ (1.6) 

где константа с не зависит от функции и (х). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть | р \ > 2 | г) | / 6 ь 

тогда справедлива цепочка неравенств 
дФ дф 
ду - h l | > | 6 i | p | - h l l > h l - (1-7) 
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Предположим, что | г| | ^ 1, и воспользуемся равенством 

&Ф{х,у,р)-1уч\ _ U _|_ дФ __ . у*71 д2Ф и 

Подставим это выражение для экспоненты в (1.5) и проин­
тегрируем по частям по у. Проделав это М раз, получим 
сумму выражений вида 

1$ (Ф, а) и = Д [ [ е*Ф(*.«/. РН1Д1. 
JRn JRn J|p/>M.h| 

«а (*>*/> Р) ^в (Р) й (П) , , , 
* 7 — v ^ — ^ — г ^ ; — j i p s p dydy]dp> 

где а ,р==0 ,1 , . . . , 2М, а + р < 2 М , |Gp(p) | < с | р|*Р и 
da (z, У, Р) = {д/ду)а а (х, у, р). 

Оценим подынтегральное выражение в последнем ра­
венстве, для этого воспользуемся неравенством Питре 

(1 + I У |)/(1 + 1 * - ! Н ) < 1 + | * | (1.8) 
и соотношениями (1.1), (1.4), (1.7), тогда, выбирая М ;> 
!> п + е, е ^> 0, получим 

eW'V'P)-^aJ(x,y,p)G„(p)u(r]) 
| 2 \М+Р 

,-.»=! " э у ^ + l Ж _ г ,1 / 
Ф (х, у) [ а (то | (1 +1 р \)^а'2 

< 

< , < * • 

1 + дФ 
ду 

2М+20 < 

/ дФ \а/2+2р+п+е 
Ф(«, У) 15(^1)1(1 + - ^ - ) 

(1 + |р|)"+ь 1 + 
#Ф |\2М+2|5 

9(»,y) |S(n) | ( l + |Tl|)ct/,««twws 

^ * t 3 / I дФ | \2М-п-е-а/2 ~*̂  
(i + |p|)n+e 1 + Ь г - 1 

<^С4 

ду 
9(»,y)/U(Ti)|(l + |Tll) t t /mfrH>+e 

(1 + | р |)"+ е (1 + | Л |) М-п-г < 

< с 5 
Ф (*. У) I a (л) I (1 +1 л I) 

(1 + IPI)1 

4М+2П+28 
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где си с2, с3, с4, съ — некоторые константы, а ср (#, у) — 
неотрицательная функция с компактным носителем. Со­
гласно неравенству Коши — Буняковского при | т] | <^ 1 

\\ШАФ,а)и\\1^ 

<1ии11>МоЫ^(1^^|ф^^(1+hD^™vd + JRn J|pl>M„|tl| 

+ | p |)™) iy dp dr, \\l < ce || и ||L, (1.9) 
где CQ — константа, не зависящая от функции и (х). 

Пусть | т] | > 1, воспользуемся равенством 
егФ(я,|/,р)-ЧЛ1 = 

=<f— ч.-^>^*^/ #2/ I 
Подставим это выражение для экспоненты в (1.5) и про­
интегрируем по частям по у. Проделав это М раз, полу­
чим сумму выражений вида 

/др. (Ф,а)и = \ \ \ (emx,y,v)-iyr\aa (х, у, р). 

•Ср (р) и (л)/| #Ф/дг/ ~ Л |м+р) d^ dp dr], (1.10) 
где сс,|3 = 0 , 1 , . . . , М , а + |3 = М, аа(ж, у, р) = (д/ду)*]. 
• а (х, г/, р) и Gp (р) ^ с \ р р, с — некоторая константа. 

Справедливо равенство 

егф(я, у, р) ___ дФ 
ду 

дФ 
ду — г > егф(х, у, р)# 

Подставим это выражение для экспоненты в (1.10) и про­
интегрируем по частям по у. Проделав это N раз, получим 
сумму выражений вида 

I$f (Ф, а) и = [ [ [ е*Ф(*> v. гнет. 
*jRn J R n J|p|>Mo|Tl| 

Л ^+j (л:, У, р) Gp+j (p) 
^a^dr jd r /dp , \дФ/ду — г\\м+№\дФ/ду\ 

где i, /, /с = 0, 1,. . ., N и i + 7 + к = iV. Воспользуемся 
неравенствами (1.1), (1.4), (1.7) и неравенством 

дФ дФ 
ду 

5 Матем. заметки, т. 32, № 4 
в» -h < h |. 

561 



справедливом при условиях (1.7) и | г] | > 1. Тогда 

\r\\+g(x>V>P)Gfr.j(p)\ h | f c ( l + | p | ) ( i + t t ) / 2 | ^ | i + P
 < 

| дФ/ду - г] \м+№ | дФ;дУ f ^Cl\ дФ/ду - г] \м+№ | дф;ду \N ^ 
| r ] | ^ + P/ 2 ( i4 - |p | ) ( i + a ) / 2 + n + e ^ 

| дФ\ду - г) |М+Р/21 дФ/ду \N~№ (1 + |V | j n + R ^ 
<с l^lfr+j+(P+f)/2(l + | P i r n - £ 

^ 3 | дФду - Г] |М +(Р-0/2 | дф/ду |iV-(3+oc)/2-n-8 ^> 

<с4(1 + |р|)-^1л|-п-е 

при N = 3(п + I) и М = 4 (и + 1), где с ь с2, с3, с4— 
некоторые константы. Из этой оценки следует, что 

\\1(Ф,а)и\\и<с\\и\\и. 
Лемма доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Из лемм 1.1 
и 1.2 следует, что для доказательства теоремы 1 достаточно 
показать, что оператор 

def с* с* с* 

11(Ф,а)и = \ \ \ еЮ(х,у,1)-1у1\ . 
J R n J R n J | P l < 2 h l / 6 i 

-а (х, у, р) и (л) di] йу dp (1.11) 
удовлетворяет оценке || / i (Ф, а)и \\Lt <^ с || u \\Lt для лю­
бой функции и (х) Е= С™ (Rn), причем константа с не 
зависит от функции и (х). Воспользуемся равенством 
егФ(х, у, р)-;"уп = 

1 + ( _ ' Ц , даф'ду*дУ' +1г7ф/^ - i12)/1 +1 p l)"1 • 

Подставим это равенство в 1.11 и проинтегрируем полу­
ченное выражение по частям по г/, проделав это г раз, по­
лучим сумму выражений вида 

lij (Ф, а) и = i { [ &ф(х,у,Р)-т. 

а.(хуу,р)\дФ1ду-х\\'й(ц) 
dz/dT)dp, V r+j ' 

где i + / = 2r, i, / = 0, 1,. . ., 2r, | at (x, у, p) | < const. 
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Следуя [5], рассмотрим семейство операторов, зави­
сящих от параметра р: 

Ifj ( Ф , а) и = [ [ е1ф^> У> Р>-'УЪ . 
j R n J|p|<2h|/6i 

°>i (*» У, Р) I дФ.'ду — r)\ju (»]) 
-ijk ^•2ф1дукду. + \дФ,ду-~у]\^ ^ГАЦАУ- (1 .12) 

1 + 1Р1 

Очевидно, что Itj (Ф, а) = С /fj(Ф,a)d/л. Докажем, 

что семейство операторов Ptj (Ф, а) равномерно ограни­
чено по р. Для этого воспользуемся известной леммой об 
оценке интегральных операторов. 

ЛЕММА 1.3. Пусть измеримая функция К (х, у), 
х ЕЕ Rn, У ЕЕ Rn удовлетворяет оценкам 

lRn\K(x,y)\dx^c, $ R J £ ( z , z / ) | c h / < c , 

где с — const. Тогда интегральный оператор К с ядром 
К (х, у) ограничен в L2 (Rn), || К ||I2->L2 <C С. 

Ядро оператора Рц (Ф, а) имеет вид 

Д Р Г ' ^ — J R n / vn д'2Ф I дФ 2 \r+J 

1 + J *MgJ ^ ч 
1 + | р | 

причем Кр (х, л) = 0 ?г/ж | /? | ;> 2 | п |/в1в 

Так как проекция носителя функции at (x, г/, р) на 
Rx X Ry есть компакт, то справедливо неравенство (1.1) 
и — т| > бх | р |/2 при | р | < 2 | т) | / 8 ь то при г > 
!> ?г + 1 справедлива оценка 

SR„ IКР (*. Л) I Ах < ci (1 + | р\Гп-\ (1.13) 

где Ci — некоторая константа. 

Оценим интеграл \ | Kv (х, л) | dr\. Переходя к пере-

менным 
1 = {Фу-Г\)1(1+\р\)112, 
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получим 
\ | * p ( * , T ) ) | d i ] < 

^ JRn J 
a. (x, y, p) 

0Ф 
^ 

N>6i|p|/2 
1 

<9Ф 
^ •Л 

2 \r+.? d*/dr]< 

1 + lPl / 
< S an S h[>6llp|/2 Л % £ £ - Щ АУ ̂  < 

\ + 1 + I P I / 
r f (• + !>»•" IM; .»- ) ! 

^ J R O | 6 | > M (1 + |5 |3) " 

где M = Si | p |/(2 (1 + |p | )V«). Учитывая, что проекция 
носителя функции а, (ж, г/, £>) на R® есть компакт, и не­
равенство 1 + | I |2 > (1 + | £ | )2/2, получим 

<jRn J|6I>M (1 + | I |) (1 + M)2r M 

где с — некоторая константа, или, иначе, 

\ | КР (х, л) I <*П < 

< с 
(1 + 1 Р |)"/а+п+е 

(, + l " ' " ( 1 + ^ T i 7 ] r 
< • 

"(1 + | Р | 
(1.14) 

при г > 2д + 8, где 8 ̂ > 0 — любое число. Из леммы 1.3 
следует, что последовательность операторов Ifj (Ф, а) 
равномерно ограничена по р для любых i, j = 0, 1 . . ., 2г. 

^(Ф,а)[Я?(Ф,а)]*и = 

= П И ^ (ехр^Ф^у.рх)-
JR™ j R n J R n J |pi| J Jp2| t hl>6i-^- III>6I 2 

. гФ (z, £, p2) — адл — izt, + iTjg) • at{x, у, рг) ак (z, £, Р2)/ 

<?2Ф (*, С. ft) , 
LM-'E„- < ^ ^ . 

(i + ipii)T-(i + ( - ^ y 
м, j dkd^j 

+ 
564 
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Ядро Qptp2 (ж, |) интегрального оператора (1.15) имеет вид 

Qvm (*» 1)=\ \ [ [ {ехР (*ф (*» У. Pi) — 
J Rn J R n J Rn J |TI|>6I|PIJ/2 I 

—i<D (2, £, p2) — iyrj — iz£ + ITJ£) . а* (х, г/, рх) afr (z, £, p2)/ 

д2Ф {х, у, Pi) / L\ . ^ ^ \ ^--Jz,. 
I ЯгГ> 12 / . . 

+ ay 

+ 

| - («, у, PO — л |*/(i +1 PI l))r x 

( ^ ^ Р 2 ) - Т ] | ^ ( 1 + |Р2|))Г1}-(31/(1^2(1Г], (1.16) 

причем Qpm (x, £) = О при | £ | < 6i | p 2 |/2. 
Заметим, что интегрирование по г/, £, z в (1.16) ведется 

по компакту. Рассуждая аналогично предыдущему, по­
лучим, что в силу леммы 1.3 справедливо неравенство 

|| Щ (Ф, а) [№ (Ф, a)]* \\и-и < с (1 + | Р11)-»-«(1 + | ра | )-"-", 

где с — некоторая константа, i, /, /с, Z = 0, 1,. . ., 2г. 
def 

Л» (Р1) Р2) = (1 + | Pi | Г""8 (1 + | Р2 | Г""8 , 
тогда 

|| Р1 (Ф, а) [Р> (Ф, а)]* I f , ^ < ей2 (р ь р2). 
Аналогичная оценка справедлива и для оператора 

[Р* (Ф,- а)]*Р2 (Ф, а), причем 

|| [J* (Ф, а)]* Р 2 (Ф, а) I I ^ L , < с/г* (Ръ р2) 

и /г (pi, р2) является ядром ограниченного в L2 оператора. 
Выполнены условия леммы [5]. Теорема доказана. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть функции а (х, у, р) и Ф (х, г/, р) 
удовлетворяют условиям теоремы 1. Тогда для оператора 
I (Ф, а), определенного на функциях из С^ (Rn) равенством 
7(Ф, а)и = 

= SRn SRn SRn е'Ф(Х'У' РМ"% (*' У' Р) й Ol) d r l d ^ d^ ( 2 Л ) 

справедлива оценка || / ( Ф , а) и | | я 8 ^ с || w ||#s, где констан­
та с не зависит от функции и {х). 
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Как и в теореме 1, не ограничивая общности, можно 
считать, что носитель функции а {х. г/, р) сосредоточен 
в малой конической по р окрестности £1 множества Сф. 

ЛЕММА 2.1. Пусть выполнены условия теоремы 1, 
тогда операторы 1г (Ф, а) и 12 (Ф, а), действующие в 
Hs no формулам 
h (Ф, а) и = 

= SR.SRnS|Pl>2|T1)/6l e^«.y.PHy4 a(a:,y,p)a(4)d4d»dp, (2.2) 
12 (ф, а) и = 
= SR» SRn L s N / . * 6 " * * ' "' PHV% <*• »• P) S (4) dr) ^ d^ (2-3) 

Доказательство этой леммы проведем позднее. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Пусть и (х) ЕЕ 

€= CS0 (Rn), тогда 

и(Ф..,.и-|(.-£^^Г-
Д ^ [ е1ф(х>У>Р^{УЪа(х, у,p)u(r\)dridydp\\ 

(2.4) 
По формуле коммутации гамильтониана с экспонентой 
(см. [6, 3]) получим 

\\1(Ф,а)и\\н =\\\ \ \ е«Х*.».РН»л. 

. ( I + ( _ i — + 4 J - ) 2 ) S 2 a (*•»»p)" ̂  d r i d y dp II L2 • (2-5) 

Рассмотрим оператор 

В этом равенстве оператор дифференцирования — i — и 

оператор умножения на функцию -^- (х,у,р) действуют 

одновременно, т. е. / ^ — i — + — (я, t/,p)j есть функция 

от оператора — i-^- + -^г(^г / ,р) • 1*° формулам опе­
раторного исчисления [1, 6] он может быть представлен 
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. д тора — 

д дФ , Л П М ч Г 1 т 

в виде разложения по степеням оператора —£у--

*(-<w+ •£•(*•»•!»)-SJ.E„^+«t- <2-7» 
где 

_ m_,V| _ v ^ м 

14,= У. У. У. Окф,у,т)' >i " Ч*1 

»i *JJ* i i 

ЭР*+1Ф (x, у, р) I д \ v , 
9x . . . dXa+1 Л дх ) 

Dft (P, 7, m) — некоторые числовые коэффициенты, 

# м = \ d T ! . . . \ drMlSf>(xM)...Sf'(x1)]. 

•'(L- ,£+-5rb+l-£V-'«>). <2-8> 
где 

Z
n у " а«Ф (х, у, p) 

eg,epk ; , 

j3ft = —id/дж и символ ( )f означает, что оператор в скоб­
ках применяется только к функции /. Таким образом, 

I М—1 v-^ w 

Подставим это разложение в (2.5), тогда 
| | / ( Ф , 0 ) В | | н , < 

^ М - 1 _ m 
= Л \ L^va (ж, г/, р) + # м я (s, i/, р). (2.9) 

b J m = 0 Л—J 7—0 

S
M-1 m цр Г с У. \\\ \ \ &Ф(х,у,р)-{у\\ 
W ° V M R H — Ы«СЫ<9.Л.1т>1 

2 
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• Lf
mya (x, у, р) и (TJ) &ц &y dp \u + 

+ IIS S \ 
" R n R n ^ 6 l |Pl<fol<2fli|p| 

е*Ф(*. v, vy-im Rf
Ma (x, y, p) -

(2.10) -u(r))d4dydp\\L2 

Оценим каждое из слагаемых. Обозначим 

Ьту (X, У, Р) = Lfmy а (X, у, р). (2.11) 

Так как Lf
my — дифференциальные операторы и функция 

а (х, г/, р) £= С°° (Rn x Rn X Rn) имеет компактный но­
ситель по х и по г/, то и функция Ьту (х, г/, р) принадлежит 
пространству О (Rn x Rn X Rn) и имеет компактный 
носитель по х и по у. Докажем, что 

aa+p+4*v (*> ^ Р) ,s+ V—2rn , a-f-p—a 

<(i + k'l) 
j / <?Ф (Ж, J/, p) 

(2.12) 

d# 
2 "Is/2 

dz a дуР др° 

Так как / (— (х, у, p)J = 
Ф (#, г/, р) — невырожденная операторная фазовая функция, 
то на любом компакте ^CZR*xR^ справедливы нера­
венства 

дФ{х,у,р) dm+kf (- дх 
д 

И 

am+frj: дФ(х,у,р) 
дх 

дР.£к-1дРк 

д$1+1Ф (х, у, р) 

<ск(1 + \р\)^т+к) 

др ±. 
h 

•dPfik-idPk 
к 

дхл...дх^1 
Ч Ч 
д^+1Ф(х,у,р) 
дх х . . . дх h+1 

к 

<ск(1+\р\)°-™, 

где cjg, ск — некоторые константы. 
Заметим, что дифференцирование по х и по у не ме­

няет их роста по р, а каждое дифференцирование по р 
дает убывание роста по р на единицу. Учитывая явный 
вид оператора Lf

mv (2.7), неравенство (1.1) и что функ­
ция а (х, г/, р) принадлежит пространству Sy2i i/s(Rn X 
X Rn X Rn), получаем неравенство (2.12). Таким обра-
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зом, мы показали, что функция kmy (х, у, р) ЕЕ Sj/™'iV (Rn X 
x R n x R n ) . 

Пусть v (ц) такая функция, что 
Ъ(ч) = (1 + \г]\2у/*й(г)), (2.13) 

тогда 
| | / т т (Ф,а)и | | Я в = 

•u{r\)dr\dydp\ = K \ \ 
IIL2 II J R n JRn j e» 

u • |Р|<|Г1К26,|Р| 

• &™v (*. 2/- P ) (1 + |(У|у/« d t ld^ d^ . (2.14) 
L>2 

Так как интегрирование ведется по множеству 8г \ р |/2 ^ 
<J | т] | <J 2 | р | 8Ь то справедлива оценка 

1ту (Ф, а) а ||н < [ [ [ е^*> У> PW\ . 

• v (г|) d г] di/ dp 

2 <|Tl |<26i |p| 
Ъту(х> У' Р) 

я2 v s/2 
и 1 х 

4 

Очевидно, что функция Y——-—— принадлежит про­
странству ^7/^,+i/| (RnX RnX Rn). Учитывая, что у^т и 
^р, б С. ^р|б при е]>0, получим, что 

(i + « ! i P i » / 4 ) ^ e ' S l / , ' 1 / , ( R x R x R ) 

и, согласно теореме 1 и равенству (2.13), 
|| Imy (Ф, а) и ||Яв < с || 8f (т|) Hi. < с || и (г)) ||gs < с || и \\HS (2.15) 
Оценим остаточный член (ср. [3]). Согласно (2.8), (2.11) и 
2.13) он имеет вид 

" п J rt*J 6i\p\ ^ к ,„, 

у (г)) dt) dy dp 

(i + hl2)s/2 _ 

^ _ < h | < 2 6 i | p | 
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giO(tf, 

<N<26i|p| 

f 1 

2/» Pb'-l/'H \ d x i . . . 

»XM-1 

• Г М С Ш dh)f dxk 

+ ^M 02 

,]'([• 
дФ 

дх дх 

&Ф&, V, P)-Wr\+iUx-l). 

дхк \ дрь дрк 

2 

+ [ т г ! С - т">) "(*•»• Р)} (1 + " | ' l ] ' n . ; . d 1 d " ^ 

- s s s s s 
* R n ^ R n ^ R n " R n * 6 llPl 

• ^ d t i . . . \ dxM/ [lrM + -щ- (1 — TM) 

м L Z J ^ X { dp, )f eik + ™ 2 J < , *el0E,*ek^Mi>i j /J 

• <hK26i |p | 

dpkdpt/ 

- a ^ ^ r t ^ ^ ^ ^ d g d p d g d E - (2,16) 

Номера над квадратными скобками указывают порядок 
действия операторов. В последнем равенстве мы воспользо­
вались формулой коммутации [6], прокоммутировав экспо­

ненту и оператор / 
Введем обозначение 

• д , дф 1 . дФ 
дх ( 1 - Т м ) 

Тогда для оценки остаточного члена в L2 достаточно по­
казать, что в L2 будет ограничено выражение 

1ПП 
ч) R n t) R n J R n я) R n J 6i 

r1 r l 

Л d n - . A 
*>0 " 0 

е гФ(я , у, р)-гут!+г^(зс-^), 
| P l / 2 < h | < 2 6 i | p | 

X M-1 
drM/p ( TM5 + -щ- (1 — tM) 

|*м| Р М£,у,р)- D(T|) 

(i + hl2) 
— dndi/dpd£d£, (2.18) 
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где р = 2М - /, / = О, 1,. . ., ЛГ, и d, (£, 2/, р) - Функ­
ция с компактным носителем по £ и г/, удовлетворяющая 
оценке 

a w + M d . ( g , y , р) 
m я ,Л я,..* дСФдр 

м Ж'1 | M+W 
<с,(1 + М ) 2 2 (2-19) 

для любых тп, /с, / и некоторой константы Cj. 
Для любого g ]> 0 справедливо равенство 

е ^ И ) = (1 + | х I29)'1 ( l + (i-щ - £)2QW(*-*>. 

Подставим это равенство в (2.18) и проинтегрируем по ча­
стям по £, тогда выражение (2.18) примет вид 

1 с с с ( ( е':Ф(£> i/. р Н г п + ^ Ч ) . 

С 1 С 

R'" " R " V R'-

T M - 1 

fiilPl < h i < 2 6 i | p | 

dxM I TLM 
о 

дФ Тм£ + -щг-(1 — T M ) 

- d A S . g t r t ^ ^ ^ i ^ d y d p d e d S , (2.20) 

где функция Fpg, согласно соотношениям (2.8) и (2.7), 
удовлетворяет оценке 

f^(^Ml + ~^(i— тм) 

< с р д 

< 

1 + ISI 23 

1 + 
д Ф |2 \P-s /2 (2.21) 

Справедлива 
ЛЕММА 2.2. Пусть выполнены условия теорем 1 и 2, 

тогда для функции v$q(x,4\), заданной равенством 

= - г С С £ С e i o ^ ' У» Р И У Л + 1 Е ( * Ч ) . 
1 + I # |2Q J „ n «3 та п J D n «3 R V R " V R 

1 ••TM-1 S I /»TM-1 

d x i . . . \ dxM I т м |p <FRO • 
TM? f - ^ - (1 - T M ) ) d, (£, y, p) dp d</ d£ d|, (2.22) 

571 



где Р = 2М — /", / = О, 1, . . ., М и q — любое положи­
тельное число, справедливы неравенства 

S Jv'te (*> Vi) I <Ь < egg, J n | v ĝ (a:, TJ) | drj < 4 » (2-23) 
R R 

где cpg — некоторая константа. 
Из этой леммы, лемм 1.3 и 2.1 следует, что 

I \n)Rn ) ̂
£L<hl<awp| 

е*Ф(*. у, РЬЧ/Л [ i ? ^ a (ж, у, р)] -

• и (TJ) drj dy ( Ы < с || у UL2 < С || И ||Я8-
Теорема доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 2.1. Рассмотрим 
|| /7- (Ф, а)и ||яв, где / = 1, 2 и операторы /7- определены 
равенствами (2.2) и (2.3). Заметим, что Соболевские про­
странства вложены друг в друга, поэтому существует 
такое целое число А,0, что Н2Хо d Hs d #2А*-2 и || ||я2?и_2 < 

< | | l k < | | | | H 2 V тогда 
|| Ij (Ф, а) и \\Hs < || Ij (Ф, а) и ||я2,о = || (1 - Л)*° /у (Ф, а) и ||L2. 

По формуле коммутации гамильтониана с экспонентой 
(см. [3, 6]), получаем 
| | (1~А)^ / . (ф ,а ) К | | Ь 2 = 

•а(х,у,р)й(ц)&г\&уАр§Ьл> 
где /,/ = 1,2 и Й1 = {т): h | < 8 i | p | / 2 > > й2 = 
= { Л : | л | > 2 в 1 | р | } . 

Для оператора (1 + (— г-^ + - ^ - ] 1 справедливо 
разложение (2.7), причем остаток (2.8) равен нулю при 
М^2Х01 поэтому справедлива оценка 
| | ( 1 - А ) />(Ф,а) М |и ,< 

<4\ Л Лп em*'v>p)-iyl«b)„(x,y,p)U(r))d4dydpl . 

где &я,в (#» У, Р) принадлежит пространству $$?(1{пх 
xRnxRn). 
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Заметим, что на области Qi справедливо соотношение 
| дФ/ду — л | > IЛ | 

и на области Q2 — соотношение 
| дФ/ду — л I > I Л |/2. 

Повторяя рассуждения леммы 1.2, получим, что при 
| Л I ^ 1 справедлива оценка 
\\(1-А)Ь°1}(Ф,а)и\\Ьг^ 

< | К \ \ етх,у,р)-№Н(х, у, р, Ti) v (-л) dj/dr) dp , 

def 
где v (л) = (1 + I Л l2)^""1^ (л),, а функция Я (я, г/, р, л) 
имеет компактный носитель по i и по i/, a no p и по л 
при М > 2Х0 + ^ + £ удовлетворяет оценке 

1Я(*,у,р,т1) |<с ( {1^' |)р|)п+Е . 

где 8 > 0, с — некоторая константа. По неравенству 
Коши—Буняковского при | л I ̂  1 справедлива оценка 

||(1-Д)^Ф,«И11<<МИ|1, 
Аналогично лемме 1.2 при | л I > 1 получим, что 

| | ( 1 _ Д ) ^ - ( Ф , а ) М | и , < 
< C I S J „ L *m*-VtP)-iv1lB(x,y,p,r\)V{i\)Ai)iyup\ , 

II R R " / I'J-J2 

где г; (л) = (1 + | л!2)^0"1^ (л)>4 а функция Я (х, г/, р, л) 
имеет компактный носитель по ж и по у, а по р и л при 
М ;> 8^0+ 4д и 7V;>6A,0 +'Зтг + 1 удовлетворяет оценке 

I Я (я, у, р, л) К с (1 + | р | )— е (1 + | л l)-n~8, 
где е ̂ > 0, с — некоторая константа; с учетом неравен­
ства Коши—Буняковского получаем, что при | л I ̂ > 1 
| | (1_Д)*»/,(ф, a)ufL2^c\\v\\l2. Таким образом, 
II h (Ф. а) и fHs < ъ || (1 - A)*- Ij (Ф, а) и \\1 < с2 \\ v fu = 

= с,\\(1 + \ц\^^и\\1^с4и\\2н8, 

где си с2, с3 —некоторые константы. Лемма 2.1 доказана. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 2.2. Пусть 
дФ дФ \ ^ 1 

тогда 
|TAf? + ~^р(1 — %м) > тм(£ — 

дФ дФ 

к 
> 

> 
1 М — 1 дФ 

д£ > \ 
дФ 

Мы воспользовались тем, что 0 < ! т м < ^ 1 . Согласно со­
отношениям (2.19), (2.21) и (1.5) справедливы неравенства 

Ц * Грд (тм5 + - ^ (1 - TM))dy (£, у, р) (1 + | т!|2)-/2 

1 + 1*Г 5S < 

< ;(i + uiM)(H-lp|)M- j /4(S.y)/[(i + l«r)-

ЗФ 

ЙФ |2 

"её 

1 + гм1 • к (1 — тм) 
п+1 

2\ 2 
^ 

<(1 + иГ)фК.»)1*(^£.у.р.5,л)|/((1 + |«|я+1)' 

•(1 + 
п + 1 n-j-1 

2) 2 (1 + М2) 2 • 

. ( . + t I д ф /Л 

п + 1 

-^м) Г 
где ф (£, #) — неотрицательная функция с компактным 
носителем, а для функции я|)м (#, С, У, Р, I, ц) справедлива 
оценка 

|i$f (я, £»У» P. S, Л )1 < c o n s t 

при М > 6 (д + 1), g > [(л + 1)/2]. 
Считая, что Л / > 6 ( л + 1) и д > [(/г + 1)/2], получим 

доказательство утверждения леммы 1.1 в случае § — ^ - <, 

Рассмот-<4 дФ . Пусть 

рим оператор 

Le2L'(l + 1-

теперь j. дФ >± дФ 

дФ 
Ъ г с+£>--* 
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Имеем е1ф&> v> P)+*I<*4) = Це1ф&> У> Р>+*<*Ч) . Подставим это 
равенство в (2.23) и проинтегрируем по частям. Повто­
ряя эту операцию т раз, получим 

егФ(£, У, p)-iyri-i | (x4) . -И П 
*^Rn *^Rn *^Rn 

С dxx. . . Г"" 1 dTM | тм |Р • (1 + ' , Т " Г / ' ( ^ Г {*"fc (тм£ + 

+ ^(1-тм))^(^у,р)]Арйу dldl 

) R n J R n J R n JjriL 2N . 
261 ^ ^ ^ 61 

>TM-1 

Учитывая, что Ф'(£> У? р) — операторная фазовая функ­
ция, получим, что для оценки функции vpg (ж, т]) до­
статочно оценить интегралы 

г.Щ \ S J 
^ т > п * та71 *> пп v | 

е*Ф(£, У» РМ1/Л-г|(я-£) 
, R n e , R n < , R n t , j 3 L < | p | < 

261 
2hi 

,,1 с%м^1^ 
U T ! . . . \ <*Т. 
Jo Jo 

| т м | р аФ ; d. (S ,y , p) 

К 
дФ 

(i + l ^ r ) ( i + hP) s / 2( i + | 

. £I, (Ьм + ^щ- (1 - тм)) (1 - т„)« dp dg d£ d», 

Где а = 0, 1,. . . m, а функция f р, удовлетворяет оценке 

дФ 
ПЛ5тм + -£Ч1-тм))|< *; 

< -
св? 

1 + аФ 2\(p+a-s)/2 ' 

где ср„ — некоторая константа. 
Из последнего неравенства и соотношений (2.19), 

(2.22) и (1.5) следуют следующие неравенства: 

9ф \т дт~а А.(£,у,р) „ / _ дФ 

К dtn •^е<Дт^ + ^ ( 1 - % ) 

(1 + |л|2)82(1 + 1^Г)(1 + К 
дФ 
К 

< 
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<(i + M)~ 
m—a—j + м | ЭФ 

(l + | TMg + "If" (1 — T*f) 

Ф(£,»)-^/[(1 + |ч|а> 
дФ i 

J3+a—s 
2\ 2 

s/2 . 

]< 
n-f-1 

.(1 + | р | г ) 2 (1 + | ж | » « ) ( 1 + | Т м £ + 

n+1 

+•?•(«• •T M ) S (2.24) 

где ф (£, z/) — неотрицательная функция с компактным 
носителем, а для функции ^ q (х, г/, т], р, £, Q при 
j > [(я + 1)/2], М > s + тг + 1 и иг > 2 (тг + 1) 

| ^Mq (Z, У, Г), JO, g, Т)) | < C O n s t « 

Выбираем Д/" > s + /г + 1, ?ю > 2 (тг + 1), g > [(тг + 1)/2], 
тогда из соотношений (2.24) и (2.25) получаем неравенства 
2.23). Лемма доказана. 
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