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áÌÇÅÂÒÁ É ÁÎÁÌÉÚ�ÏÍ 26 (2014), �6 îéöîéå ïãåîëé p-íïäõìñé ï�ïâòáöåîéñ ëìáóóá óïâïìå÷á
© ò. ò. óáìéíï÷÷ ÓÔÁÔØÅ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÓËÁÖÅÎÉÅÍ ÎÁ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÍÏÄÕÌØÎÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ. îÁ ÜÔÏÊ ÏÓÎÏ×Å ÒÅÛÅÎÁ�ÒÏÂÌÅÍÁ, ×ÏÓÈÏÄÑÝÁÑ Ë í. á. ìÁ×ÒÅÎÔØÅ×Õ (ÓÍ. [1℄), ÏÂ Ï�ÅÎËÅ �ÌÏÝÁ-ÄÉ ÏÂÒÁÚÁ ËÒÕÇÁ �ÒÉ ÔÁËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÏ ÉÈ ÁÓÉÍ�ÔÏ-ÔÉÞÅÓËÏÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ × ÔÏÞËÅ. îÁÊÄÅÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊÌÉ�ÛÉ�Å×ÏÓÔÉ.

§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÉÓÓÌÅÄÕÀÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÙÍ ÎÉÖÎÉÍ ÍÏÄÕÌØÎÙÍ Ï�ÅÎËÁÍ, ÔÅÏÒÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÍÅÎÉÍÁ Ë ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ËÌÁÓÓÁ óÏÂÏÌÅ×Á W 1;1lo
 Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÓËÁÖÅÎÉÅÍ. úÄÅÓØ ÍÙ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÉÍÓÑ ÔÏÌØËÏ �ÌÏÓËÉÍ ÓÌÕÞÁÅÍ.îÁ�ÏÍÎÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ D | ÏÂÌÁÓÔØ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ�ÌÏÓËÏÓÔÉ C, Ô.Å. Ó×ÑÚÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ 
 ÏÔËÒÙÔÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á � ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓÉ R ÉÌÉ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔÉ × D ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÛÔÒÉÈÏ×ÏÊ ÌÉÎÉÅÊ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [2, �. 6.3℄). îÁ-�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï � × R ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÎÁ-ÂÏÒÁ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×. üÔÏ ÄÁÅÔ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÕ ÄÌÑÔÅÒÍÉÎÁ ,,ÛÔÒÉÈÏ×ÁÑ ÌÉÎÉÑ\.ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï � ÛÔÒÉÈÏ×ÙÈ ÌÉÎÉÊ 
 × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏ-ÓÔÉ C. âÏÒÅÌÅ×ÓËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ � : C → [0;∞℄ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÄÌÑ �,�ÉÛÕÔ � ∈ adm�, ÅÓÌÉ
∫
 �(z) |dz| > 1 (1)ÄÌÑ ×ÓÅÈ 
 ∈ �.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: p-ÍÏÄÕÌØ, p-ÅÍËÏÓÔØ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÓËÁÖÅÎÉÅÍ, ËÏÎÅÞ-ÎÁÑ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÏÓÔØ. 143



144 ò. ò. óáìéíï÷ðÕÓÔØ p ∈ (1;∞). �ÏÇÄÁ p-ÍÏÄÕÌÅÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ
Mp(�) = inf�∈adm�∫

C

�p(z) dm(z): (2)çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï P ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ p-�.×. (�ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ) 
 ∈ �,ÅÓÌÉ �ÏÄÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÌÉÎÉÊ × �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ P ÎÅ ×ÅÒÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊp-ÍÏÄÕÌØ (ÓÒ. [3℄). �ÁËÖÅ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ �Ï ìÅÂÅÇÕ ÆÕÎË�ÉÑ � :
C → [0;∞℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÄÌÑ �, �ÉÛÕÔ � ∈ extp adm�,ÅÓÌÉ (1) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ p-�.×. 
 ∈ � (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [2, �. 9.2℄).óÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÏÎÑÔÉÅ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ÁÎÏ ËÏÌØ�Å×ÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ Ë×ÁÚÉËÏÎ-ÆÏÒÍÎÏÓÔÉ �Ï çÅÒÉÎÇÕ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [4℄). äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ D ÉD′ × C, z0 ∈ D, É ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Q : D → (0;∞), ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÇÏÍÅÏ-ÍÏÒÆÉÚÍ f : D → D′ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÖÎÉÍ Q-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏp-ÍÏÄÕÌÑ × ÔÏÞËÅ z0, ÅÓÌÉ

Mp(f�) > inf�∈extp adm�(z0;r1;r2) ∫R �p(z)Q(z) dm(z) (3)ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÌØ�ÁR = R(z0; r1; r2) = {z ∈ C : r1 < |z − z0| < r2}; 0 < r1 < r2 < d0; (4)ÇÄÅ d0 = dist(z0; �D) É � = �(z0; r1; r2) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï, ×ÓÅÈ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔÅÊ C(z0; r) = {z ∈ C : | z − z0| = r}; r ∈ (r1; r2).éÓÔÏÒÉÞÅÓËÉ ÎÉÖÎÉÍ Q-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ �ÒÅÄ-ÛÅÓÔ×Ï×ÁÌÉ Q-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÉÓØ × ÒÁÂÏÔÁÈ [5{8℄.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Q-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÅ ÔÏÞËÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ, ÉÚÕÞÁÌÉÓØ× ÒÁÂÏÔÁÈ [9{13℄.òÁÚ×É×ÁÅÍÁÑ × ÒÁÂÏÔÅ ÔÅÏÒÉÑ ÎÉÖÎÉÈ Q-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ �ÒÉÍÅÎÉÍÁ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ Ë×ÁÚÉËÏÎÆÏÒÍÎÙÍ× ÓÒÅÄÎÅÍ (ÓÍ. [14, 15℄), É Ë ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÍ (p; q)-Ë×ÁÚÉËÏÎÆÏÒÍÎÙÍ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑÍ (ÓÍ. [16℄), ËÏÔÏÒÙÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ �ÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ �ÒÏÂÌÅÍÙà. òÅÛÅÔÎÑËÁ Ï ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× óÏÂÏÌÅ×Á (ÓÍ., ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, [17{19℄).÷ ÒÁÂÏÔÁÈ [20{22℄ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÎÉÖÎÉÈ Q-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×Ë ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ É ÇÒÁÎÉÞÎÏÇÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÈ ÒÅ-ÛÅÎÉÊ Ó ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÍÉ É Ë ÚÁÄÁÞÅ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÊ âÅÌØÔÒÁÍÉ Ó ×ÙÒÏÖÄÅÎÉÅÍ. �ÁËÖÅ ÔÅÏÒÉÑ ÎÉÖÎÉÈQ-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×�ÒÉÍÅÎÉÍÁ Ë ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÓËÁÖÅÎÉÅÍ ËÌÁÓÓÁ ïÒÌÉÞÁ{óÏ-ÂÏÌÅ×Á W 1;'lo
 �ÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ëÁÌØÄÅÒÏÎÁ É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Ë ËÌÁÓÓÁÍóÏÂÏÌÅ×Á W 1;plo
 �ÒÉ p > n− 1 (ÓÍ. [23{25℄).



îéöîéå ïãåîëé p-íïäõìñ 145
§2. ï ÅÍËÏÓÔÉ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁóÌÅÄÕÑ ÒÁÂÏÔÅ [26℄, �ÁÒÕ E = (A;C), ÇÄÅ A ⊂ C | ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÉ C | ÎÅ�ÕÓÔÏÅ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅÓÑ × A, ÎÁÚÙ×ÁÅÍËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÏÍ. ëÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒ E ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌØ�Å×ÙÍ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÏÍ,ÅÓÌÉ R = A \ C | ËÏÌØ�Ï, Ô.Å. ÅÓÌÉ R | ÏÂÌÁÓÔØ, ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ

C \ R ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÚ Ä×ÕÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ. ëÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒ E ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-ÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÏÍ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-ÎÙÍ. çÏ×ÏÒÑÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒ E = (A;C) ÌÅÖÉÔ × ÏÂÌÁÓÔÉ D, ÅÓÌÉA ⊂ D. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f : D → C | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ, ÏÔËÒÙÔÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ É E = (A;C) | ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒ × D, ÔÏ (fA; fC) ÔÁËÖÅ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒ× fD. äÁÌÅÅ fE = (fA; fC).ðÕÓÔØ E = (A;C) | ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ C0(A) ÞÅÒÅÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ u : A → R
1 Ó ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ. W0(E) =

W0(A;C) | ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ u : A → R
1 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ1) u ∈ C0(A), 2) u(x) > 1 ÄÌÑ x ∈ C É 3) u �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÌÁÓÓÕ ACL,É �ÕÓÔØ

|∇u| =√(�u�x)2 + (�u�y)2: (5)ðÒÉ p > 1 ×ÅÌÉÞÉÎÕ
app E = 
app (A;C) = infu∈W0(E) ∫A |∇u|p dm(z) (6)ÎÁÚÙ×ÁÀÔ p-ÅÍËÏÓÔØÀ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒÁ E . ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØ-ÚÏ×ÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 
app E = Mp(�(�A; �C;A \ C)); (7)ÇÄÅ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× F1, F2 É F × C, �(F1;F2;F) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ËÒÉ×ÙÈ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ F1 É F2 × F (ÓÍ. [27℄ É [28, 29℄). åÍËÏ-ÓÔÉ × ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÔÅÏÒÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÈÏÒÏÛÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÉ[30℄.ðÒÉ 1 < p 6 2 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÎËÁ
app E > 
p d(C)pm(A)p−1 ; (8)ÇÄÅ d(C) | ÄÉÁÍÅÔÒ ËÏÍ�ÁËÔÁ C, m(A) | ÍÅÒÁ ìÅÂÅÇÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A,
p | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p (ÓÍ. [15, �ÒÅÄÌÏ-ÖÅÎÉÅ 6℄).



146 ò. ò. óáìéíï÷éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ 1 < p < 2
app E > 2� p2 (2− pp− 1)p−1 [m(C)℄ 2−p2 (9)(ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [31, �. 1.4℄).éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ p > 1
app E >
[inf l(�)℄p[m(A \ C)℄p−1 ; (10)ÇÄÅ l(�) | ÄÌÉÎÁ ËÒÉ×ÏÊ, ÇÄÅ � | ÇÌÁÄËÁÑ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅ-ÍÁÑ) ËÒÉ×ÁÑ, ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ � = �U ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏ-ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ C É ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏÓÑ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ Ó×ÏÉÍ ÚÁÍÙ-ËÁÎÉÅÍ U × A, Á ÔÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÔÁËÉÍ � (ÓÍ. [15,�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5℄).

§3. ëÒÉÔÅÒÉÊ ÄÌÑ ÎÉÖÎÉÈ Q-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ �ÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÅÍÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÓÏÇÌÁÛÅ-ÎÉÊ: a=∞ = 0 ÄÌÑ a 6= ∞ É a=0 = ∞ ÄÌÑ a > 0 É 0 · ∞ = 0 (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,[32, Ó. 6℄).ðÕÓÔØ (X;�) | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅÒÏÊ � É �ÕÓÔØ' : X → R | ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁE ⊂ X ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ
−
∫E '(x) d�(x) = 1�(E) ∫E '(x) d�(x) : (11)ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÌÅÍÍÕ Ï ÎÉÖÎÉÈ Q-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ, �ÒÉ×ÅÄÅÍ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÌÅÍÍÕ 2.1 ÉÚ ÒÁÂÏ-ÔÙ [33℄ (ÓÍ. [2, ÌÅÍÍÁ 9.2℄).ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ (X;�) | ÉÚÍÅÒÉÍÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÍÅÒÏÊ�, q ∈ (1;∞), É �ÕÓÔØ ' : X → (0;∞) | ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. ðÏÌÏÖÉÍI('; q) = inf� ∫X '�q d� ; (12)ÇÄÅ ÉÎÆÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÉÚÍÅÒÉÍÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ � : X → [0;∞℄ ÔÁ-ËÉÍ, ÞÔÏ ∫X � d� = 1 : (13)



îéöîéå ïãåîëé p-íïäõìñ 147�ÏÇÄÁ I('; q) = [ ∫X '−� d�]− 1� ; (14)ÇÄÅ � = q′q ; 1q + 1q′ = 1; (15)Ô.Å. � = 1=(q − 1) ∈ (0;∞). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÎÆÉÍÕÍ × (12) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ �0 = 
 · '−�; (16)ÇÄÅ 
 = (∫X '−� d�)−1: (17)îÉÖÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ × C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÖÎÉÍQ-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ × ÔÏÞËÅ.ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ D | ÏÂÌÁÓÔØ × C, z0 ∈ D, É �ÕÓÔØ Q : D → (0;∞) |ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. çÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ f : D → C Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÖÎÉÍ Q-ÇÏ-ÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ × ÔÏÞËÅ z0 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ �ÒÉ p > 1 ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
Mp(f�) >

r2∫r1 dr
‖Q‖ 1p−1 (z0; r) ; (18)ÄÌÑ ×ÓÅÈ 0 < r1 < r2 < d0 = dist(z0; �D), ÇÄÅ

‖Q‖ 1p−1 (z0; r) = ( ∫C(z0;r) Q 1p−1 (z) |dz|)p−1; (19)� = �(z0; r1; r2) | ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ C(z0; r) = {z ∈ C :
| z−z0| = r}, r ∈ (r1; r2). éÎÆÉÍÕÍ × (3) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ�0(z) = Q(z)

‖Q‖ 1p−1 (z0; |z − z0|) : (20)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �(z) ∈ extpadm�(z0; r1; r2) ÓÌÅÄÕ-ÀÝÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ A�(r) := ∫C(z0;r) �(z) |dz| 6= 0 �.×. (21)



148 ò. ò. óáìéíï÷É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ �Ï �ÁÒÁÍÅÔÒÕ r, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ æÕÂÉÎÉ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï A�(r) ≡ 1 �.×. ×ÍÅÓÔÏÕÓÌÏ×ÉÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÓÔÉ (1), Éinf�∈extp adm� ∫R(z0;r1;r2) �p(z)Q(z) dm(z) = r2∫r1 ( inf�∈I(r) ∫C(z0;r) �p(z)Q(z) |dz|)dr; (22)ÇÄÅ I(r) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ�(z) ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉC(z0; r)ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ∫C(z0;r) �(z) |dz| = 1: (23)éÔÁË, ÌÅÍÍÁ 2 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1 �ÒÉX = C(z0; r), �| ÄÌÉÎÁ ÎÁ C(z0; r),' = 1Q |C(z0;r).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (18) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ ÄÌÑ ÎÉÖÎÉÈ Q-ÇÏ-ÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (18) ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅ�ÉÓÁÔØ × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÏÍ ×ÉÄÅ, ËÏÔÏÒÙÊÉÎÏÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÅÎ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ.ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ Q : D → (0;∞) | ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ É f : D → D′ |ÎÉÖÎÉÊ Q-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ × ÔÏÞËÅ z0 ∈ D ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ �ÒÉp > 1, ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ 0 < r1 < r2 < d0 = dist (z0; �D)
Mp′ (f (�(C1; C2;D))) 6

( r2∫r1 dr
‖Q‖ 1p−1 (z0; r))− 1p−1 ; (24)ÇÄÅ 1p + 1p′ = 1, É

‖Q‖ 1p−1 (z0; r) = ( ∫C(z0;r) Q 1p−1 (z) |dz|)p−1: (25)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÕÓÔØ 0 < r1 < r2 < d(z0; �D) É Ci =C(z0; ri); i = 1; 2: óÏÇÌÁÓÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ èÅÓÓÅ É ãÉÍÅÒÁ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,[27℄ É [34℄)
Mp′ (f (�(C1; C2; D))) 6

1
M

1p−1p (f (�(z0; r1; r2))) ; (26)�ÏÓËÏÌØËÕ f (�(z0; r1; r2)) ⊂ �(f(C1); f(C2); f(D)) ; ÇÄÅ �(z0; r1; r2) ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÅÔ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ z0; ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ-ÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ C1 É C2; Á � (f(C1); f(C2); f(D)) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ



îéöîéå ïãåîëé p-íïäõìñ 149×ÓÅÈ ËÒÉ×ÙÈ × f(D); ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÈ f(C1) É f(C2): éÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (26) �ÏÌÅÍÍÅ 3 �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ
Mp′ (f (�(C1; C2;D))) 6

( r2∫r1 dr
‖Q‖ 1p−1 (z0; r))− 1p−1 : (27)

�ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ Q : D → (0;∞) | ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ
‖Q‖ 1p−1 (z0; r) 6= 0 ÄÌÑ �.×. r ∈ (0; d0); d0 = dist (z0; �D) É f : D → D′ |ÎÉÖÎÉÊ Q-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ × ÔÏÞËÅ z0 ∈ D ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ �ÒÉp > 1. ðÏÌÁÇÁÅÍ �0(t) = 1=I · ‖Q‖ 1p−1 (z0; t); (28)ÇÄÅ I = I(z0; r1; r2) = r2∫r1 dr

‖Q‖ 1p−1 (z0; r) : (29)�ÏÇÄÁ I− 1p−1 = ∫R(z0;r1;r2) Q 1p−1 (z) · �p′0 (|z − z0|) dm(z)
6

∫R(z0;r1;r2) Q 1p−1 (z) · �p′ (|z − z0|) dm(z) (30)ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ � : (r1; r2) → [0;∞℄, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊÕÓÌÏ×ÉÀ r2∫r1 �(r)dr = 1: (31)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ I = ∞, ÔÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (30) ÒÁ×ÎÁÎÕÌÀ, É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. åÓÌÉ I = 0, ÔÏ ‖Q‖ 1p−1 (z0; r) =
∞ ÄÌÑ �.×. r ∈ (r1; r2), É ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (30) ÒÁ×ÎÙ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ�Ï ÔÅÏÒÅÍÅ æÕÂÉÎÉ. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ 0 < I < ∞. �ÏÇÄÁ ‖Q‖ 1p−1 (z0; r) 6= 0 É�0(r) 6= ∞ �.×. × (r1; r2). ðÏÌÁÇÁÑ�(r) = �(r) · ‖Q‖ 1p−1 (z0; r) (32)É !(r) = [‖Q‖ 1p−1 (z0; r)℄−1; (33)



150 ò. ò. óáìéíï÷�Ï ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÑÍ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ, ÞÔÏ �(r) = �(r)!(r) �.×. ×(r1; r2) É ÞÔÏC := ∫R Q 1p−1 (z) · �p′ (|z − z0|) dm(z) = r2∫r1 �p′(r)!(r) dr: (34)ðÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï éÅÎÓÅÎÁ Ó ×ÅÓÏÍ (ÓÍ. [35, ÔÅÏÒÅÍÁ 2.6.2℄) Ë ×Ù�ÕË-ÌÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ '(t) = tp′ , ÚÁÄÁÎÎÏÊ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ 
 = (r1; r2), Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊÍÅÒÏÊ �(E) = 1I ∫E !(r) dr; (35)�ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ
(
−
∫ �p′(r)!(r)dr) 1p′

> −
∫ �(r)!(r) dr = 1I ; (36)ÇÄÅ ÍÙ ÔÁËÖÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÉ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ �(r) = �(r)!(r) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (31). �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,C > I− 1p−1 ; (37)ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (30). �ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÌÅÍÍÙ 3 É 4, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ.ìÅÍÍÁ 5. ðÕÓÔØ Q : D → (0;∞) | ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ

‖Q‖ 1p−1 (z0; r) 6= 0 ÄÌÑ �.×. r ∈ (0; d0); d0 = dist (z0; �D) É f : D → D′ |ÎÉÖÎÉÊ Q-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ × ÔÏÞËÅ z0 ∈ D ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ �ÒÉp > 1, ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ 0 < r1 < r2 < d0
Mp′ (f (�(C1; C2;D))) 6

∫R(z0;r1;r2) Q 1p−1 (z) · �p′ (|z − z0|) dm(z) (38)ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ � : (r1; r2) → [0;∞℄, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊÕÓÌÏ×ÉÀ (31).ìÅÍÍÁ 6. ðÕÓÔØ Q : D → (0;∞) | ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ
‖Q‖ 1p−1 (z0; r) 6= 0 ÄÌÑ �.×. r ∈ (0; d0); d0 = dist (z0; �D) É f : D → D′ |ÎÉÖÎÉÊ Q-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ × ÔÏÞËÅ z0 ∈ D ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ �ÒÉp > 1. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÄÅÓÁÔÏÒÁ E = (B(z0; r2); B(z0; r1)), ÇÄÅ 0 <r1 < r2 < d0, ÉÍÅÅÍ
app′fE 6

∫R(z0;r1;r2) Q 1p−1 (z) · �p′ (|z − z0|) dm(z) (39)



îéöîéå ïãåîëé p-íïäõìñ 151ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÚÍÅÒÉÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ � : (r1; r2) → [0;∞℄, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊÕÓÌÏ×ÉÀ (31).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØ�Å×ÏÊ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒ
E = (B(z0; r2); B(z0; r1)) (40)Ó 0 < r1 < r2 < d0 É ËÏÌØ�ÏR = R(z0; r1; r2) = {z ∈ C : r1 < |z − z0| < r2}: (41)�ÏÇÄÁ fE = (fB (z0; r2) ; fB (z0; r1)) | ËÏÌØ�Å×ÏÊ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒ × D′, É ÓÏ-ÇÌÁÓÎÏ (7) ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
app′(fB(z0; r2); fB(z0; r1)) = Mp′(△(�fB(z0; r2); �fB(z0; r1); fR); (42)Á ××ÉÄÕ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ f ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

△ (�fB (z0; r2) ; �fB (z0; r1) ; fR) = f (△ (�B(z0; r2); �B(z0; r1);R)) :éÚ ÌÅÍÍÙ 5 ×ÙÔÅËÁÅÔ Ï�ÅÎËÁ (39). �

§4. äÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÓÔØ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ D É D′ | ÏÂÌÁÓÔÉ × C É f : D → D′ | ÎÉÖÎÉÊQ-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ �ÒÉ p > 2 Ó Q(z) ∈ L 1p−1lo
 (D).�ÏÇÄÁ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÍ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ × D.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁÄ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÂÏÒÅÌÅ×-ÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× B × D, �(B) = m(f(B)). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏ-ÓÔÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÕÂÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ× (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,[36, III.2.4℄) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ ÄÌÑ �.×. z ∈ D'(z) = lim"→0 �(B(z; "))m (B(z; ")) ; (43)ÇÄÅ B(z; ") | ËÒÕÇ × C Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ z ∈ D ÒÁÄÉÕÓÁ " > 0. ÷ÅÌÉÞÉÎÁ'(z) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂßÅÍÎÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f × ÔÏÞËÅ z.ðÕÓÔØ z É � ∈ D; �ÏÌÁÇÁÅÍL(z; f) = lim sup�→z |f(�)− f(z)|
|� − z| : (44)ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ òÁÄÅÍÁÈÅÒÁ{óÔÅ�ÁÎÏ×Á (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [32, Ó. 311℄) ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ.



152 ò. ò. óáìéíï÷ìÅÍÍÁ 7. ðÕÓÔØ D É D′ | ÏÂÌÁÓÔÉ × C É f : D → D′ | ÎÉÖÎÉÊ Q-ÇÏ-ÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ Ó Q ∈ L 1p−1lo
 (D). �ÏÇÄÁ �ÒÉ p > 2L(z; f) 6 
p ' 1p (z) Q 1p (z) ÄÌÑ �.×. z ∈ D; (45)ÇÄÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ 
p ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØ�Å×ÏÊ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒ
E = (B(z; r2); B(z; r1)) (46)Ó 0 < r1 < r2 < d0 É ËÏÌØ�Ï R = R(z; r1; r2) = {� ∈ C : r1 < |� − z| < r2}.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ�(t) = { 1r2−r1 ; t ∈ (r1; r2);0; t ∈ R \ (r1; r2); (47)ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (31). �ÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 6 ÉÍÅÅÍ
app′ fE 6 (r2 − r1)−p′ ∫R(z;r1;r2) Q 1p−1 (�) dm(�): (48)äÁÌÅÅ, ×ÙÂÉÒÁÑ × (48) r1 = " É r2 = 2", �ÏÌÕÞÉÍ
app′(fB(z; 2"); fB(z; ")) 6 "−p′ ∫B(z;2") Q 1p−1 (�) dm(�): (49)ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÓÉÌÕ (8) �ÏÌÕÞÁÅÍ
app′(fB(z; 2"); fB(z; ")) >

(Cp dp(fB(z; "))m(fB(z; 2"))) 1p−1 ; (50)ÇÄÅ Cp | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p, d(A) | ÄÉÁÍÅÔÒ, Á m(A) |ÍÅÒÁ ÌÅÂÅÇÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A × C.ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ (49) É (50), �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏd(fB(z; "))" 6 
p(m(fB(z; 2"))m(B(z; 2")) ) 1p(−∫B(z;2")Q 1p−1 (�) dm(�)) p−1pÉ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �.×.L(z; f) 6 lim sup"→0 d(fB(z; "))" 6 
p ' 1p (z) ·Q 1p (z) < ∞:
�
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§5. ëÏÎÅÞÎÁÑ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÏÓÔØ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ çÅÒÉÎÇÁ Ï ÌÉ�ÛÉ�Å×ÏÓÔÉÄÌÑ ÎÉÖÎÉÈ Q-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,[39, ÔÅÏÒÅÍÁ 2℄).ðÕÓÔØ D | ÏÂÌÁÓÔØ × C. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ f : D → C Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÙÍ, ÅÓÌÉL(z; f) = lim sup�→z |f(�)− f(z)|

|� − z| < ∞ (51)ÄÌÑ ×ÓÅÈ z ∈ D. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÌÉ�ÛÉ�Å×Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑËÏÎÅÞÎÏ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÙÍ.îÉÖÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÁ ÌÅÍÍÁ Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÏÓÔÉ× ÔÏÞËÅ ÄÌÑ ÎÉÖÎÉÈ Q-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ �ÒÉ p > 2.ìÅÍÍÁ 8. ðÕÓÔØ D É D′ | ÏÂÌÁÓÔÉ × C, Q : D → [0; ∞℄ | ÌÏËÁÌØ-ÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × ÓÔÅ�ÅÎÉ 1p−1 É f : D → D′ | ÎÉÖÎÉÊ Q-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ × ÔÏÞËÅ z0 ∈ D Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍQ0 = lim sup"→0 (
−
∫B(z0;")Q 1p−1 (�) dm(�))p−1 < ∞: (52)�ÏÇÄÁ �ÒÉ p > 2 ÉÍÅÅÍL(z0; f) = lim supz→z0 |f(z)− f(z0)|

|z − z0| 6 �pQ 1p−20 ; (53)ÇÄÅ �p | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØ�Å×ÏÊ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒ
E = (B(z0; r2); B(z0; r1))Ó 0 < r1 < r2 < d0 É ËÏÌØ�Ï R = R(z0; r1; r2) = {� ∈ C : r1 < |� − z0| < r2}.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ�(t) = { 1r2−r1 ; t ∈ (r1; r2);0; t ∈ R \ (r1; r2);ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (31). �ÏÇÄÁ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 6 ×ÙÔÅËÁÅÔ Ï�ÅÎËÁ
app′ fE 6 (r2 − r1)−p′ ∫R(z0;r1;r2) Q 1p−1 (�) dm(�): (54)



154 ò. ò. óáìéíï÷äÁÌÅÅ, ×ÙÂÉÒÁÑ r1 = 2" É r2 = 4", ÉÍÅÅÍ
app′(fB(z0; 4"); fB(z0; 2")) 6 (2")−p′ ∫B(z0;4") Q 1p−1 (�) dm(�): (55)ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÓÉÌÕ (9) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á Ï�ÅÎËÁ
app′(fB(z0; 4"); fB(z0; 2")) > Cp [m(fB(z0; 2"))℄ p−22(p−1) ; (56)ÇÄÅ Cp | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p:ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ (55) É (56), �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏm(fB(z0; 2"))m(B(z0; 2")) 6 
p[−∫B(z0;4") Q 1p−1 (�) dm(�)] 2(p−1)p−2 ; (57)ÇÄÅ 
p | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p.äÁÌÅÅ, ×ÙÂÉÒÁÑ × (54) r1 = " É r2 = 2", ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ
app′(fB(z0; 2"); fB(z0; ")) 6 "−p′ ∫B(z0;2") Q 1p−1 (�) dm(�): (58)ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (8) �ÏÌÕÞÁÅÍ
app′(fB(z0; 2"); fB(z0; ")) > C̃p( dp(fB(z0; "))m(fB(z0; 2"))) 1p−1 ; (59)ÇÄÅ C̃p | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p:ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ (58) É (59), ÎÁÈÏÄÉÍd(fB(z0; "))" 6 
p(m(fB(z0; 2"))m(B(z0; 2")) ) 1p(p−1) (
−
∫B(z0;2")Q 1p−1 (�) dm(�)) p−1p ;ÇÄÅ 
p | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p:üÔÁ Ï�ÅÎËÁ ×ÍÅÓÔÅ Ó (57) ÄÁÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïd(fB(z0; "))" 6 �p(−∫B(z0;4")Q 1p−1 (�) dm(�)) 2(p−1)p(p−2) [

−
∫B(z0;2") Q 1p−1 (�) dm(�)] p−1p :ðÒÉ �ÅÒÅÈÏÄÅ Ë ×ÅÒÈÎÅÍÕ �ÒÅÄÅÌÕ �ÒÉ " → 0 ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÚÁ-ËÌÀÞÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙL(z0; f) = lim supz→z0 |f(z)− f(z0)|

|z − z0| 6 lim sup"→0 d(fB(z0; "))" 6 �pQ 1p−20 ;ÇÄÅ �p | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p. �



îéöîéå ïãåîëé p-íïäõìñ 155�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ D É D′ | ÏÂÌÁÓÔÉ × C, Q : D → [0; ∞℄ | ÌÏ-ËÁÌØÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ × ÓÔÅ�ÅÎÉ 1p−1 É f : D → D′ | ÎÉÖÎÉÊQ-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ D Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍlim sup"→0 −
∫B(z0;")Q 1p−1 (z) dm(z) < ∞ ∀z0 ∈ D: (60)�ÏÇÄÁ �ÒÉ p > 2 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÙÍ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÌÅÍÍÏÊ 10.6 × [2℄ ËÏÎÅÞÎÏ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÙÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÂÌÁÄÁÀÔ N -Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏ×ÙÈ ÍÅÒ É, ÔÁ-ËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ÎÁ ËÒÉ×ÙÈ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ D É D′ | ÏÂÌÁÓÔÉ × C É f : D → D′ | ÎÉÖÎÉÊQ-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ D Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ Q(z) 6 K ÄÌÑ �.×.z ∈ D. �ÏÇÄÁ �ÒÉ p > 2L(z0; f) = lim supz→z0 |f(z)− f(z0)|

|z − z0| 6 �pK 1p−2 ∀z0 ∈ D; (61)ÇÄÅ �p | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p, ÄÒÕÇÉÍÉÓÌÏ×ÁÍÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÙÍ.
§6. ç�ÅÌØÄÅÒÏ×ÏÓÔØ ÎÉÖÎÉÈ Q-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ D É D′ | ÏÂÌÁÓÔÉ × C, f : D → D′ | ÎÉÖÎÉÊQ-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ �ÒÉ p > 2 É Q(z) ∈ Ls(B0),B0 = B (z0; 14dist(z0; �D)), s > 2p−2 . �ÏÇÄÁ

|f(z)− f(z0)| 6 �p‖Q‖
1p−2s |z − z0|1− 2s(p−2) (62)ÄÌÑ ×ÓÅÈ z ∈ B0 É ‖Q‖s = ( ∫B0 Qs(�) dm(�)) 1s | ÎÏÒÍÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅLs(B0), �p | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØ�Å×ÏÊ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒ

E = (B(z0; r2); B(z0; r1))Ó 0 < r1 < r2 < d0 É ËÏÌØ�Ï R = R(z0; r1; r2) = {� ∈ C : r1 < |� − z0| < r2}.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ�(t) = { 1r2−r1 ; t ∈ (r1; r2);0; t ∈ R \ (r1; r2);



156 ò. ò. óáìéíï÷ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (31). �ÏÇÄÁ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 6 ÓÌÅÄÕÅÔ Ï�ÅÎËÁ
app′ fE 6 (r2 − r1)−p′ ∫R(z0;r1;r2) Q 1p−1 (�) dm(�): (63)ðÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ç£ÌØÄÅÒÁ, ÉÍÅÅÍ
app′fE 6

(�r22) sp−s−1s(p−1)(r2 − r1)p′ ‖Q‖
1p−1s ; (64)ÇÄÅ ‖Q‖s = ( ∫B0 Qs(�) dm(�)) 1s .äÁÌÅÅ, ×ÙÂÉÒÁÑ " = |z − z0|, r1 = 2" É r2 = 4", �ÏÌÕÞÉÍ
app′(fB(z0; 4"); fB(z0; 2")) 6 
1‖Q‖
1p−1s · " ps−2s−2s(p−1) ; (65)ÇÄÅ 
1 | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÓÉÌÕ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (9) ×ÙÔÅËÁÅÔ Ï�ÅÎËÁ
app′(fB(z0; 4"); fB(z0; 2")) > 
2 [m(fB(z0; 2"))] p−22(p−1) ; (66)ÇÄÅ 
2 | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p.ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ (65) É (66), �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏm(fB(z0; 2")) 6 
3‖Q‖

2p−2s " 2(ps−2s−2)s(p−2) ; (67)ÇÄÅ 
3 | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p.äÁÌÅÅ, ×ÙÂÉÒÁÑ × (64) r1 = " É r2 = 2", �ÏÌÕÞÉÍ
app′(fB(z0; 2"); fB(z0; ")) 6 
4‖Q‖
1p−1s · " ps−2s−2s(p−1) : (68)ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (8) ÓÌÅÄÕÅÔ
app′(fB(z0; 2"); fB(z0; ")) >

(
5 dp(fB(z0; "))m(fB(z0; 2"))) 1p−1 ; (69)ÇÄÅ 
5 | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p.ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ (67), (68) É (69), ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØd(fB(z0; ")) 6 
p‖Q‖
1p−2s "1− 2s(p−2) ;ÇÄÅ 
p | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p. ï�ÅÎËÁ (62)�ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ád(fB(z0; ")) > |f(z)− f(z0)|:

�
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§7. ï ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ Ç�ÅÌØÄÅÒÏ×ÏÓÔÉìÅÍÍÁ 9. ðÕÓÔØ D É D′ | ÏÂÌÁÓÔÉ × C É f : D → D′ | ÎÉÖÎÉÊ Q-ÇÏ-ÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ D �ÒÉ p > 2 Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ
∫R(z0;r1;r2) Q 1p−1 (�) dm(�)

|� − z0|p′ 6 Cz0 · ln� (r2r1); � < p′; (70)ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ 0 < r1 < r2 < dist (z0; �D). �ÏÇÄÁ �ÒÉ p > 2 ÉÍÅÅÍ
app′ (fB(z0; r2); fB(z0; r1)) 6 Cz0 · ln�−p′ (r2r1): (71)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØ�Å×ÏÊ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒ
E = (B(z0; r2); B(z0; r1))Ó 0 < r1 < r2 < d0 É ËÏÌØ�Ï R = R(z0; r1; r2) = {� ∈ C : r1 < |� − z0| < r2}.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ�(t) = { 1t ln( r2r1 ) ; t ∈ (r1; r2);0; t ∈ R \ (r1; r2);ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ (31). �ÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 6 ÉÍÅÅÍ
app′ fE 6 ln−p′ (r2r1) ∫R(z0;r1;r2) Q 1p−1 (�) dm(�)

|z − z0|p′ : (72)õÞÉÔÙ×ÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ (70), �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ p′-ÅÍËÏÓÔÉ (71). ��ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ D É D′ | ÏÂÌÁÓÔÉ × C É f : D → D′ | ÎÉÖÎÉÊQ-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ �ÒÉ p > 2 Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ
∫R(z0;"1;"2) Q 1p−1 (�) dm(�)

|� − z0|p′ 6 Cz0 · ln� ("2"1); � < p′; (73)ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ 0 < "1 < "2 < dist (z0; �D). �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍm(fB(z0; ")) 6 �0C 2(p−1)p−2z0 ln− 2(�+p−�p)p−2 (1") (74)ÄÌÑ ×ÓÅÈ " < Æ0 6 min{1; dist2 (z0; �D) }, ÇÄÅ �0 = �(p; �) | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÁÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p É �.
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E" = (B(x0;√"); B(x0; ")):éÚ ÌÅÍÍÙ 9 ×ÙÔÅËÁÅÔ Ï�ÅÎËÁ
app′ fE" 6 2p−�Cz0 · ln�−p (1"): (75)éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (9), ÉÍÅÅÍ
app′ fE" > 
p [m(fB(z0; "))] p−22(p−1) ; (76)ÇÄÅ 
p | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p: ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ (75) É (76), �Ï-ÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ m(fB(z0; ")) 6 �0C 2(p−1)p−2z0 ln− 2(�+p−�p)p−2 (1"); (77)ÇÄÅ �0 = �(p; �) | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ pÉ �. ��ÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ D É D′ | ÏÂÌÁÓÔÉ × C É f : D → D′ | ÎÉÖÎÉÊQ-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ D �ÒÉ p > 2 Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ

∫R(z0;"1;"2) Q 1p−1 (�) dm(�)
|� − z0|p′ 6 Cz0 · ln� ("2"1); � < p′; (78)ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ 0 < "1 < "2 < dist (z0; �D). �ÏÇÄÁ

|f(z)− f(z0)| 6 �0C p−1p−2z0 ln−�+p−�pp−2 1
|z − z0| (79)ÄÌÑ ×ÓÅÈ z ∈ B(z0; Æ0), ÇÄÅ Æ0 6 min{1;dist4 (z0; �D)} É �0 = �(p; �) |�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p É �.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÁÇÁÅÍ " = |z − z0| < Æ0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒ

E" = (B(z0;√"); B(z0; ")):÷ ÓÉÌÕ (71) ÉÍÅÅÍ Ï�ÅÎËÕ
app′ fE" 6 2p′−�Cz0 · ln�−p′ (1"): (80)ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (8) �ÏÌÕÞÁÅÍ
app′ fE" > Cp( dp(fB(z0; "))m(fB(z0;√"))) 1p−1 ; (81)ÇÄÅ Cp | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p.



îéöîéå ïãåîëé p-íïäõìñ 159éÚ (80) É (81) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏd(fB(z0; ")) 6 �p;� · C p−1pz0 · ln−�+p−�pp (1")m 1p (fB(z0;√")): (82)÷ ÓÉÌÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ÉÍÅÅÍ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÑ �ÌÏÝÁÄÉ ÏÂÒÁÚÁ ËÒÕÇÁ B(z0;√")m(fB(z0;√")) 6 
0C 2(p−1)p−2z0 ln− 2(�+p−�p)p−2 (1"): (83)îÁËÏÎÅ�, ËÏÍÂÉÎÉÒÕÑ (82) É (83), �ÏÌÕÞÁÅÍ
|f(z)− f(z0)| 6 d(fB(z0; ")) 6 �0C p−1p−2z0 ln−�+p−�pp−2 1" : �óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. ðÕÓÔØ D É D′ | ÏÂÌÁÓÔÉ × C É f : D → D′ | ÎÉÖÎÉÊ Q-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ �ÒÉ p > 2 Ó Q(z) ∈ L 2p−2 (B(z0; Æ0)).�ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ

|f(z)− f(z0)| 6 �p‖Q‖
1p−12p−2 ln− p2(p−2) 1

|z − z0| (84)ÄÌÑ ×ÓÅÈ z ∈ B(z0; Æ0), ÇÄÅ Æ0 6 min{1;dist4(z0; �D)} É
‖Q‖ 2p−2 = ( ∫B(z0;Æ0) Q 2p−2 (�) dm(�)) p−22 (85)| ÎÏÒÍÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L 2p−2 (B(z0; Æ0)) É �p | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ �ÏÓÔÏ-ÑÎÎÁÑ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ç�ÅÌØÄÅÒÁ, �Ï-ÌÕÞÁÅÍ

∫R(z0;"1;"2) Q 1p−1 (�)dm(�)
|� − z0|p′

6

( ∫R(z0;"1;"2) Q 2p−2 (�) dm(�)) p−22(p−1)( ∫R(z0;"1;"2) dm(�)
|� − z0|2) p2(p−1) :óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

∫R(z0;"1;"2) Q 1p−1 (�) dm(�)
|� − z0|p 6

( ∫B(z0;Æ0) Q 2p−2 (�) dm(�)) p−22(p−1)(2� ln("2"1)) p2(p−1) :ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 5 
 � = p2(p−1) É Cz0 = (2�) p2(p−1) ‖Q‖
1p−12p−2 , �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎ-ËÕ (84). �



160 ò. ò. óáìéíï÷�ÅÏÒÅÍÁ 6. ðÕÓÔØ D É D′ | ÏÂÌÁÓÔÉ × C É f : D → D′ | ÎÉÖÎÉÊQ-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ �ÒÉ p > 2 É
‖Q‖ 1p−1 (r) 6 Qz0r ÄÌÑ �.×. r ∈ (0; Æ0): (86)�ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ
|f(z)− f(z0)| 6 �pQ 1p−2z0 ln− 1p−2 1

|z − z0| (87)ÄÌÑ ×ÓÅÈ z ∈ B(z0; Æ0), ÇÄÅ Æ0 6 min{1;dist4 (z0; �D)} É �p | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÁÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ (86) É ÔÅÏÒÅÍÕ æÕ-ÂÉÎÉ, �ÏÌÕÞÁÅÍ
∫R(z0;"1;"2) Q 1p−1 (�) dm(�)

|� − z0|p′ = "2∫"1 r−p′‖Q‖p−11p−1 (r) dr 6 Qp−1z0 ln "1"2 :
�

§8. éÓËÁÖÅÎÉÅ �ÌÏÝÁÄÉ ËÒÕÇÁ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÔÏÞÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ �ÌÏÝÁÄÉ ÏÂÒÁÚÁ ËÒÕÇÁ �ÒÉÎÉÖÎÉÈ Q-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ. ÷�ÅÒ×ÙÅ Ï�ÅÎËÁ �ÌÏ-ÝÁÄÉ ÏÂÒÁÚÁ ËÒÕÇÁ �ÒÉ Ë×ÁÚÉËÏÎÆÏÒÍÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ × ÍÏ-ÎÏÇÒÁÆÉÉ í.á.ìÁ×ÒÅÎÔØÅ×Á [1℄. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ �ÏÌÁÇÁÅÍ Br = B(0; r) =
{z ∈ C : |z| < r} É B = B(0; 1) = {z ∈ C : |z| < 1}.�ÅÏÒÅÍÁ 7. ðÕÓÔØ f : B → B | ÎÉÖÎÉÊ Q-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏp-ÍÏÄÕÌÑ. �ÏÇÄÁ �ÒÉ p > 2 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÎËÁm(fBr) 6 � ·

(1 + (2�)p−1(p− 2) 1∫r dt
‖Q‖ 1p−1 (t)) 22−p ; (88)Á �ÒÉ p = 2 m(fBr) 6 � exp{− 4� 1∫r dt

‖Q‖1(t)}: (89)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÌØ�Ï Rt = {z ∈ B : t < |z| < t +△t}.ðÕÓÔØ (At+△t; Ct) | ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒ, ÇÄÅ Ct = Bt; At+△t = Bt+△t. �ÏÇÄÁ(fAt+△t; fCt) | ËÏÌØ�Å×ÏÊ ËÏÎÄÅÎÓÁÔÏÒ × C É ÓÏÇÌÁÓÎÏ (7) ÉÍÅÅÍ
app′(fAt+△t; fCt) = Mp′(△(�fAt+△t; �fCt; fRt)): (90)



îéöîéå ïãåîëé p-íïäõìñ 161éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (10) ÓÌÅÄÕÅÔ Ï�ÅÎËÁ
app′ (fAt+△t; fCt) >
[inf l(�)℄ pp−1m [fAt+�t \ fCt℄ 1p−1 ; (91)ÇÄÅ l(�) | ÄÌÉÎÁ ËÒÉ×ÏÊ, � | ÇÌÁÄËÁÑ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ)ËÒÉ×ÁÑ, ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉ�ÅÊ � = �U ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á U , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ fCt É ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏÓÑ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ Ó×ÏÉÍ ÚÁÍÙ-ËÁÎÉÅÍ U × fAt+△t, Á ÔÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÔÁËÉÍ �.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 3 ÉÍÅÅÍ
app′ (fAt+△t; fCt) 6

( t+△t∫t dr
‖Q‖ 1p−1 (r))− 1p−1 : (92)ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (91) É (92), �ÏÌÕÞÉÍ[inf l(�)℄ pp−1m [fAt+�t \ fCt℄ 1p−1 6

( t+△t∫t dr
‖Q‖ 1p−1 (r))− 1p−1 : (93)äÁÌÅÅ, ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÓØ ÉÚÏ�ÅÒÉÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍinf l(�) > 2 · � 12 (m(fCt)) 12 ; (94)ÎÁÈÏÄÉÍ 2 · � 12 (m(fCt)) 12 6

(m (fAt+�t \ fCt)t+△t∫t dr
‖Q‖ 1p−1 (r) ) 1p : (95)ðÏÌÁÇÁÑ �(t) := m (fBt), ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (95) ÉÍÅÅÍ, ÞÔÏ2 · � 12� 12 (t) 6

( �(t+�t)−�(t)�t1�t t+△t∫t dr
‖Q‖ 1p−1 (r)) 1p : (96)úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 3 É ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÓÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f

‖Q‖−11p−1 (r) ∈ L1lo
(0; 1):õÓÔÒÅÍÌÑÑ × ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Å (96) �t Ë ÎÕÌÀ É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÅ ×ÏÚ-ÒÁÓÔÁÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �(t) �Ï t ∈ (0; 1), ÄÌÑ �.×. t ÉÍÅÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÎÏÊ �′(t) É 2p� p2 ‖Q‖−11p−1 (t) 6
�′(t)� p2 (t) : (97)



162 ò. ò. óáìéíï÷òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (97) �ÒÉ p > 2. éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á �Ï t ∈ [r; 1℄ É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ1∫r �′(t)� p2 (t) dt 6
22− p (� 2−p2 (1) − � 2−p2 (r)) (98)(ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [32, ÔÅÏÒÅÍÁ IV.7.4℄), �ÏÌÕÞÉÍ2p� p2 1∫r dt

‖Q‖ 1p−1 (t) 6
22− p (� 2−p2 (1)− � 2−p2 (r)) : (99)éÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (99) ×ÙÔÅËÁÅÔ Ï�ÅÎËÁ�(r) 6

(� 2−p2 (1) − 2p−1(2− p)� p2 1∫r dt
‖Q‖ 1p−1 (t)) 22−p : (100)îÁËÏÎÅ�, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ m(fB) 6 �, �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë (88).ïÓÔÁÌÏÓØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ p = 2. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (97)�ÒÉÍÅÔ ×ÉÄ 4�

‖Q‖1(t) 6
�′(t)�(t) : (101)éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (101) �Ï t ∈ [r; 1℄, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ1∫r �′(t)�(t) dt 6 ln �(1)�(r) (102)(ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [32, ÔÅÏÒÅÍÁ IV.7.4℄), �ÏÌÕÞÉÍ4� 1∫r dt

‖Q‖1(t) 6 ln �(1)�(r) : (103)é, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÍexp{4� 1∫r dt
‖Q‖1(t)} 6

�(1)�(r) ; (104)Á �ÏÔÏÍÕ �(r) 6 �(1) · exp{− 4� 1∫r dt
‖Q‖1(t)}; (105)ÞÔÏ É �ÒÉ×ÏÄÉÔ ÎÁÓ Ë ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (89), �ÏÓËÏÌØËÕ �(1) 6 �. �



îéöîéå ïãåîëé p-íïäõìñ 163úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. íÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ �ÒÉÍÅÒÙ ÔÁËÉÈ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ËÏÔÏ-ÒÙÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÏÂÅ Ï�ÅÎËÉ × (88) É (89) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍÉ.
§9. ðÏ×ÅÄÅÎÉÅ × ÔÏÞËÅ�ÅÏÒÅÍÁ, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ, �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÍ ÔÁËÖÅÏ�ÉÓÁÔØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÎÉÖÎÉÈ Q-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ × ÔÏÞËÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 8. ðÕÓÔØ f : B → B | ÎÉÖÎÉÊ Q-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏp-ÍÏÄÕÌÑ É f(0) = 0. �ÏÇÄÁ �ÒÉ p > 2 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÎËÁlim infz→0 |f(z)| · (1 + (2�)p−1(p− 2) 1∫

|z| dt
‖Q‖ 1p−1 (t)) 1p−2

6 1; (106)Á �ÒÉ p = 2 lim infz→0 |f(z)| · exp{2� 1∫
|z| dt

‖Q‖1(t)} 6 1: (107)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ lf (r) = min
|z|=r |f(z)|. �ÏÇÄÁ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏf(0) = 0, �ÏÌÕÞÁÅÍ � l2f (r) 6 m(fBr) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,lf (r) 6

(m(fBr)� ) 12 : (108)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (88) É (89), ÉÍÅÅÍlim infz→0 |f(z)|
Rp(|z|) = lim infr→0 lf (r)

Rp(r) 6 lim infr→0 (m(fBr)� ) 12 · 1
Rp(r) 6 1;

Rp(r) = (1 + (2�)p−1(p− 2) 1∫r dt
‖Q‖ 1p−1 (t))− 1p−2�ÒÉ p > 2 É

Rp(r) = exp{− 2� 1∫r dt
‖Q‖1(t)}�ÒÉ p = 2. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �



164 ò. ò. óáìéíï÷óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. ðÕÓÔØ f : B → B | ÎÉÖÎÉÊ Q-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ É f(0) = 0. �ÏÇÄÁ �ÒÉ p > 2 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÎËÁlim infz→0 |f(z)| · ( 1∫
|z| dt

‖Q‖ 1p−1 (t)) 1p−2
6 (2�)1−p(p− 2) 12−p : (109)

§10. ï ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÉ Ó ËÌÁÓÓÁÍÉ óÏÂÏÌÅ×ÁðÕÓÔØ D | ÏÂÌÁÓÔØ × C. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : D → C × CÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÓËÁÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ f ∈ W 1;1lo
 É
‖f ′(z)‖2 6 K(z) · Jf (z) (110)ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ K(z): ÷�ÅÒ×ÙÅ �ÏÎÑÔÉÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÓËÁÖÅÎÉÅÍ ××ÅÄÅÎÏ × ÓÌÕÞÁÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÌÑf ∈ W 1;2lo
 × ÒÁÂÏÔÅ [41℄. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÂÙÌÏ ÚÁÍÅÎÅÎÏ ÔÒÅ-ÂÏ×ÁÎÉÅÍ f ∈ W 1;1lo
 ; �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÝÉÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ Jf ∈ L1lo
 (ÓÍ.,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÀ [40℄).ðÕÓÔØ p ∈ (1;∞). ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ �ÏÌÁÇÁÅÍKp;f(z) = ‖f ′(z)‖pJ(z;f) ; ÅÓÌÉ J(z; f) 6= 0,1; ÅÓÌÉ f ′(z) = 0,
∞ × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ. (111)�ÅÏÒÅÍÁ 9. ðÕÓÔØ D É D′ | ÏÂÌÁÓÔÉ × C É f : D → D′ | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÓ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÓËÁÖÅÎÉÅÍ. �ÏÇÄÁ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÖÎÉÍ Q-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ z0 ∈ D Ó Q(z) = Kp;f (z).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ B | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÅ!) ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË z ÉÚD, × ËÏÔÏÒÙÈ f ÉÍÅÅÔ �ÏÌÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ Ó Jf (z) 6= 0. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ

B ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÉÈÍÎÏÖÅÓÔ× Bl, l = 1; 2; : : :, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ fl = f |Bl Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÂÉÌÉ�ÛÉ�Å×ÙÍÉÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [37, ÌÅÍÍÁ 3.2.2℄). âÅÚ �ÏÔÅÒÉ ÏÂÝÎÏÓÔÉÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Bl �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. ðÕÓÔØ B∗ | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ÔÏÞÅË z ∈ D, ÇÄÅ f ÉÍÅÅÔ �ÏÌÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌ Ó fz = 0 = f�z.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �Ï ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ çÅÒÉÎÇÁ{ìÅÈÔÏ{íÅÎØÛÏ×Á ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï B0 = D\(B∪B∗) ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÍÅÒÕ ìÅÂÅÇÁ × C (ÓÍ. [38℄ É [44℄). óÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 2.11 × [42℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÌÅÍÍÕ 9.1 × [2℄) l(
∩B0) = 0ÄÌÑ p-�.×. ÛÔÒÉÈÏ×ÙÈ ÌÉÎÉÊ 
 × D. ðÏËÁÖÅÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ l(f(
)∩f(B0)) = 0ÄÌÑ �.×. ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ 
 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ z0.



îéöîéå ïãåîëé p-íïäõìñ 165ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ f ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ�ÏÄÄÕÇÁÈ 
∩D ÄÌÑ �.×. ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ 
. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ËÌÁÓÓW 1;1lo
 Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÏËÁÌØÎÏ Ë×ÁÚÉÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÅÏÒÅÍÕ 1.1.7 × [31℄)É ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ W 1;1lo
 ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ ÎÁ ÌÉÎÉÑÈ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÔÅÏÒÅÍÕ 1.1.3 × [31℄). ðÒÉÍÅÎÑÑ, Ë �ÒÉÍÅÒÕ, �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔlog(z − z0), ÍÙ �ÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÎÁ �.×. ÏËÒÕÖÎÏ-ÓÔÑÈ 
 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ z0.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, l(
∗ ∩ f(B0)) = 0, ÇÄÅ 
∗ = f(
), ÄÌÑ �.×. ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ
 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ z0. ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ %∗ ∈ adm f(�), %∗ ≡ 0 ×ÎÅ f(D), ÇÄÅ� | ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÛÔÒÉÈÏ×ÙÈ ÌÉÎÉÊ, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÙÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍÉ×ÓÅÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ 
 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ z0. ðÕÓÔØ % ≡ 0 ×ÎÅ D É%(z) : = %∗(f(z)) (|fz|+ |f�z|) ÄÌÑ �.×. z ∈ D:òÁÓÓÕÖÄÁÑ ËÕÓÏÞÎÏ ÎÁBl, ÍÙ ÉÍÅÅÍ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 3.2.5 ÉÚ [37℄ (�ÒÉm = 1),ÞÔÏ ∫
 % ds >

∫
∗ %∗ ds∗ > 1 ÄÌÑ �.×. 
 ∈ �;�ÏÓËÏÌØËÕ l(f(
) ∩ f(B0)) = 0, Á ÔÁËÖÅ l(f(
) ∩ f(B∗)) = 0 ÄÌÑ p-�.×.
 ∈ � ××ÉÄÕ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ f ÎÁ p-�.×. 
 ∈ �. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,% ∈ extp adm�.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÝÅ ÒÁÚ ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ ËÕÓÏÞÎÏ ÎÁ Bl, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï ∫D %p(x)Kp;f (z) dm(z) 6

∫f(D) %p∗(w) dm(w);�ÏÓËÏÌØËÕ %(z) = 0 ÎÁ B∗. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏMp(f�) > inf%∈extp adm�∫D %p(z)Kp;f (z) dm(z);Ô.Å. f ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÖÎÉÍQ-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÓQ(z) = Kp;f (z)ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p-ÍÏÄÕÌÑ. �ìÅÍÍÁ 10. ðÕÓÔØ D É D′ | ÏÂÌÁÓÔÉ × C É f : D → D′ | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÓ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÓËÁÖÅÎÉÅÍ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍkp(z0) = lim sup"→0 (
−
∫B(z0;")K 1p−1p;f (z) dm(z))p−1 < ∞; z0 ∈ D:
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|z − z0| 6 �p k 1p−2p (z0);ÇÄÅ �p | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ p.�ÅÏÒÅÍÁ 10. ðÕÓÔØ D É D′ | ÏÂÌÁÓÔÉ × C É f : D → D′ | ÇÏÍÅÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÓËÁÖÅÎÉÅÍ, Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍlim sup"→0 (

−
∫B(z0;")K 1p−1p;f (z) dm(z))p−1 < ∞ ∀z0 ∈ D:�ÏÇÄÁ �ÒÉ p > 2 ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÙÍ.ðÒÉÍÅÒ 1. ðÕÓÔØ p > 2 É f : B → B, ÇÄÅf(z) = z

|z|(1 + (p− 2) 1∫
|z| dttp−1 lnp−1( et )) 12−p�ÒÉ z 6= 0 É f(0) = 0.ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ∈ W 1;1lo
 É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍÓ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÓËÁÖÅÎÉÅÍ. ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ É ÒÁÄÉÁÌØÎÁÑ ÄÉÌÁÔÁ�ÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ f ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÁÍÆT = |f(z)|

|z| = (1 + (p− 2) 1∫
|z| dttp−1 lnp−1( et )) 12−p
|z|É Ær = �|f(z)|�|z| = (1 + (p− 2) 1∫

|z| dttp−1 lnp−1( et )) p−12−p
(
|z| ln e

|z|)p−1 :ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÆT > Ær É Æp−1T = ( ln e
|z|)p−1Ær. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÍKp;f (z) = ÆpTÆT Ær = Æp−1TÆr = ( ln e

|z|)p−1:úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ lim sup"→0 −
∫B(")K 1p−1p;f (z) dm(z) = ∞:�ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ËÁË ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ ìÏ�ÉÔÁÌÑ, |f(z)|

|z| → ∞ �ÒÉz → 0, Ô.Å. ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍ f ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ�ÛÉ�Å×ÙÍ × ÎÕÌÅ.



îéöîéå ïãåîëé p-íïäõìñ 167�ÅÏÒÅÍÁ 11. ðÕÓÔØ D É D′ | ÏÂÌÁÓÔÉ × C É f : D → D′ | ÇÏÍÅÏÍÏÒ-ÆÉÚÍ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÓËÁÖÅÎÉÅÍ Ó ÕÓÌÏ×ÉÅÍ
‖Kp;f (z)‖ 1p−1 (r) 6 Qz0r ÄÌÑ �.×. r ∈ ("1; "2): (112)�ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ

|f(z)− f(z0)| 6 �pQ 1p−2z0 ln− 1p−2 1
|z − z0| (113)ÄÌÑ ×ÓÅÈ z ∈ B(z0; Æ0), ÇÄÅ Æ0 6 min{1;dist4 (z0; �D)} É �p | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÁÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ, ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÔ p.ðÒÉÍÅÒ 2. ðÕÓÔØ p > 2 É f : B → B, ÇÄÅf(z) = z

|z|(1 + (p− 2) ln 1
|z|) 12−p�ÒÉ z 6= 0 É f(0) = 0.ëÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ É ÒÁÄÉÁÌØÎÁÑ ÄÉÌÁÔÁ�ÉÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÌÅÇËÏ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔ-ÓÑ: ÆT = |f(z)|

|z| = (1 + (p− 2) ln 1
|z|) 12−p

|z|É Ær = �|f(z)|�|z| = (1 + (p− 2) ln 1
|z|) p−12−p

|z| :ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆT > Ær É Æp−1T = |z|2−pÆr. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,Kp;f(z) = ÆpTÆT Ær = Æp−1TÆr = |z|2−p:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
‖Kp;f (z)‖ 1p−1 (r) = ( ∫

|z|=r K 1p−1p;f (z)|dz|)p−1 = (2�)p−1r:�ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÍ Ï�ÅÎËÕ
|f(z)| 6 (p− 2)2−p ln− 1p−2 1

|z| :
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§11. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ âÅÌØÔÒÁÍÉðÕÓÔØ D| ÏÂÌÁÓÔØ × ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ C, Ô.Å. Ó×ÑÚÎÏÅ É ÏÔËÒÙÔÏÅ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C, É �ÕÓÔØ � : D → C | ÉÚÍÅÒÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ó |�(z)| < 1�.×. (�ÏÞÔÉ ×ÓÀÄÕ) × D. õÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ âÅÌØÔÒÁÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ×ÉÄÁ f�z = �(z)fz; (114)ÇÄÅ fz = �f = (fx + ify)=2, fz = �f = (fx − ify)=2, z = x + iy, fx É fy |ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f �Ï x É y ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. æÕÎË�ÉÑ� ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ, ÁK�(z) = 1 + |�(z)|1− |�(z)| (115)| ÄÉÌÁÔÁ�ÉÏÎÎÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (114). õÒÁ×ÎÅÎÉÅ âÅÌØÔÒÁÍÉ(114) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉK�(z) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÅÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÎÏÊ, Ô.Å. K�(z) =∈ L∞(D).îÉÖÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÁ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÚÁÉÍÏÓ×ÑÚÉ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÑ âÅÌØÔÒÁÍÉ ËÌÁÓÓÁ óÏÂÏÌÅ×Á W 1;1lo
 Ó ÎÉÖÎÉÍÉ Q-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ(ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [20, ÔÅÏÒÅÍÁ 1℄).�ÅÏÒÅÍÁ 12. ðÕÓÔØ f | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ âÅÌØÔÒÁ-ÍÉ (114) ËÌÁÓÓÁ W 1;1lo
 . �ÏÇÄÁ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉÖÎÉÍ Q-ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ×ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ z0 ∈ D Ó Q(z) = K�(z).ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 12 É ÔÅÏÒÅÍÕ 8 �ÒÉ p = 2, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 13. ðÕÓÔØ f : B → B | ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ âÅÌØ-ÔÒÁÍÉ (114) ËÌÁÓÓÁ W 1;1lo
 É f(0) = 0. �ÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÎËÁlim infz→0 |f(z)| · exp{2� 1∫

|z| dt
‖K�(z)‖1(t)} 6 1; (116)ÇÄÅ ‖K�(z)‖1(r) = ∫C(0;r) K�(z) |dz| É C(0; r) = {z ∈ C : |z| = r}.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ K�(z) 6 K ÄÌÑ �.×. z ∈ B, ÔÏlim infz→0 |f(z)|

|z|1=K 6 1: (117)
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