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А. С. МАКИН 

О НЕКОТОРЫХ СВОЙСТВАХ СОБСТВЕННЫХ 
И ПРИСОЕДИНЕННЫХ ФУНКЦИИ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО 

ОПЕРАТОРА ВТОРОГО ПОРЯДКА 

В настоящей работе для общего несамосопряженного эллиптического 
оператора второго порядка с произвольными краевыми условиями уста­
навливаются оценки антиаприорного типа, связывающие 12-нормы соб­
ственных и присоединенных функций. 

Рассмотрим эллиптический оператор 

N N 

заданный в произвольной области G пространства RN. Коэффи­
циенты a,ij(x) будем считать вещественнозначными функциями, все 
остальные коэффициенты, вообще говоря,— комплекснозначными. Сле­
дуя В. А. Ильину [1], под собственной функцией оператора (1), отве­
чающей комплексному собственному значению А,, будем понимать любую 

о 
не равную тождественно нулю комплекснозначную функцию и(х) из 

о 
класса D 2 ) (G) , являющуюся регулярным решением уравнения Lu-\-

о 
+Хи = 0. 

Аналогично под присоединенной функцией порядка п, м = 1 , 2, . . . , 
о 

отвечающей тому же Я и собственной функции и(х), будем понимать 
п 

любую комплекснозначную функцию и(х) из класса 0 2 ) ( G ) , являющую-
п п п—1 

ся регулярным решением уравнения Lu-\-ku = и. 
Пусть выполнены следующие условия: 
1) коэффициенты aij(x) оператора (1) удовлетворяют условию 

эллиптичности, т. е. ац(х) =a,ji(x) и для любого компакта К области G 

inf Е М * ) £ & > 0 , 
l£l = l, х$К i, j=l 

где £— вещественный вектор с обычной нормой; 
2) функции ац(х), ddij(x)/dxi, bt(x), с(х) непрерывны в области G. 
Обозначим через р тот квадратный корень из X, действительная 

часть которого неотрицательна. 
Т е о р е м а 1. Для любого комплексного А, любого номера п} п = 

= 1, 2, . . . , и любых компактов К и К' области G, первый из которых 
лежит строго внутри второго, справедлива оценка 

\\Пи\\Ь2{Щ^С(К, К'){п+Ъер)Ци\\ь2{к>). (2) 
m 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим функцию г (у) =yme-w, где 
m 

m= [ R e p / 2 ] . Если R e p ^ 2 , то функция | z (у) | монотонно возрастает 
на отрезке [0, у0] и монотонно убывает на отрезке [уо, 1], где #о=* 
= m / R e p . Отсюда следует, что для любого интервала (а, Ь) такого, что 
(a, 6 ) d ( 0 , 1), уоё(а, Ь), имеет место неравенство 

m m 
II Z | | L 2 ( 0 , Z Ць 2 (а ,Ь) , (3) 
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где постоянная с\ зависит лишь от а и Ь. Очевидно, что при 0 ^ R e p < 2 
оценка (3 ) справедлива для любого интервала (a, fc)cz(0, 1). Заметим 
также, что всегда 1 / 4 ^ г / о ^ 1/2. Кроме того, при выполнении условия 
З г а ^ а | р | для любого интервала (a, ft)с:(0, 1) имеет место неравен­
ство 

т 3 т 
Н || Z || L 2 (a , 6 ) ^ у 11 Z' 11 L 2 ( a ' b ) - W). 

m 

Из определения функции z (у) следует, что она является присоеди­
ненной функцией порядка т оператора L0z = z//

i отвечающей собствен-
i ' г i—i 

ному значению —А,, т. е. имеют место равенства L0z—Xz= z (i=mt ... 
о о 

. . . , 1), Loz—Xz=0. 
Л е м м а 1. Пусть L\U и L2v— дифференциальные операторы, 

заданные соответственно в области G\ пространства RN^ и в области G 2 

'П 

пространства RN*, функция и(х) является присоединенной функцией 
порядка п оператора Ьь отвечающей собственному значению Хи а функ-

m 
ция v (у) — присоединенной функцией порядка m оператора Ь2, отве­

ть m 

чающей собственному значению Х2. Тогда функция u(x)v(y) является 
присоединенной функцией порядка п-\-пг оператора L\\L2, заданного 
в области GiXG2 пространства RN^xRN2

f отвечающей собственному 
значению X i+Ju . 

Лемма доказывается по индукции. Пусть n-\-m=k. Если k=0, то 
утверждение леммы проверяется непосредственно. Предположим, что 
лемма справедлива при k=p. Пусть n-\-m = p-\-l. Имеем 

п rn п m п m 

Li(u(x) v (y))+L2(u(x) v (y)) + (ki+X2)u(x) v (y) = 
n—l m n m—l 

! =U (X)V (y)+U(x) V (y) 

n—l m—l n—l m 

( и (x) = 0, если n=0\ v (y) = 0, если m = 0) . Функции и (x) v (у) 
n m—l 

и u(x) v (у), согласно предположению индукции, являются присоеди­
ненными функциями порядка р оператора L i + L 2 , откуда вытекает 
справедливость леммы. 

n - f m п m 

Из "леммы 1 следует, что функция v (х, y)=u(x)z(y) является 
присоединенной функцией оператора L + L 0 порядка /г+m, отвечающей 

n+m—k—\ n-\-m—k 

собственному значению К = 0. Обозначим v = ( L i + L 0 ) v 
(k = 0, 1, . . . , n+m— 1). 

Продолжим коэффициенты оператора (1) на все пространство RN 

так, чтобы полученные функции йц(х), bi(x), с(х) совпадали соответ­
ственно с функциями a,ij(x), bt(x), с(х) на компакте Л'', удовлетворяли 
во всем RN тем же условиям на гладкость и чтобы оператор L с коэф­
фициентами Ш](х), Bt(x)9 с(х) удовлетворял условию 

inf Е ац(х)Ыд^Ь>Ъ. 
1Б1=1,*еВ^ i ' ' j = = 1 

Пусть компакт К лежит строго внутри компакта Ки лежащего строго 
внутри компакта К', а числа a, аи b, Ьх удовлетворяют неравенствам 
0 < a i < a < l / 4 , 1 / 2 < 6 < 6 I < 1 . Обозначим символом ц(х, у) так назы­
ваемую «срезку», т. е. 

« / r и \ = { 1 П Р И (*. 0 )6 / ( iX[a i , bi], 
1 0 при (x9y)GK'X[0, 1], 
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0 ^ t i ( x , y)^l> ц{ху y)£C(2)(RNx ( — oo, o o ) ) . Введем в рассмотрение 
оператор L : 

<32ф _ 
^ Ф = ~gf2 ^ ф - ^ о ф , (5) 

действующий в пространстве RN+2(x, у, t). Обозначим 
n + m 

2 f2k+l n+m-k 

ft=0 -(WfijT v { x ' y ) -

Рассмотрим две задачи Коши для оператора (5 ) : 

£ф=£(т}(л;, у)Р(х, у, t)), 

дф п + т 

ф| / = о = 0 , 
dt t=0 

У) v (х, у); (6) 

£ ф = 0 , ф|/=о = 0, 
дф n + m 

t=0 
=к){х, у) v (х, у). (7) 

Поскольку оператор (5) гиперболический, то (см. [2]) решение задачи 
(7) существует, единственно и для него справедлива оценка 

max ( | ! Ф ( Х , у, /) l lwi<ji^+i)+ | | - ^ -ф(х , у, t) У ) ^ 
(8) 

<C(T) | | - А ф ( х , у , 0 ) | | 

Так как £(т|(*, У)Р(х, У, 0 ) = ° П Р И (*» У> 0 6 ^ i X [ a b fti] X (—оо, оо), 
то по теореме об области зависимости (см. [2]) решения задач (6) и 
(7) совпадают при (х, у, t)GKx[a, b] X [0, Го], где Г 0 — некоторое до­
статочно малое число ( Г 0 > 0 ) , стало быть, на этом множестве ф(х, уу 

t)=P(x, у, t). Из последнего равенства, оценки (8) и нечетности по t 
функции Р(х, у, t) вытекает неравенство 

(\\Р(х, у, t)\\ i + ~Р(х, у, t)\\ ) <g 
L 2 (KX[f l ,b ] ) 

(9) 

max x * 7 , - * 11 j . j 
U K T o 2 L 2 ( K X [ f l , b ] ) 

n + m 

<C*H v l l M ^ X ( o , i ) ) -
Из (9) следует, что 1 

|| Q ||2 n + m 

w * 0 lUi^i) < С З" '° W D I ' ( 1 0 ) 

n + m 

т а х Я ( 0 < с 4 | | t> I I L ™ , , ) ' <П> 
1 с1 ̂  -/ о 

II d n + m II2 

где Я ( / ) = | | — Р ( х , у, 0 - о (*, y ) | | L 2 ( J C X [ a | b ] ) - Л е г к о в и Д е т ь > ч т о 

Я( / ) есть многочлен степени 2 ( n + m ) , причем 
n + m — 1 

# ( 4 ) ( 0 ) = 6 И v I I 2 

U " И Ь 2 ( К Х [ а , Ь]) 

Согласно неравенству Маркова, |Я( 4)(0) | ^ с 5 ( п + т ) 4 т а х Я ( / ) , откуда 

в соединении с (11) следует, что 
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n + m - 1 n+m 

n + m — 1 n m—1 n—l m 

Так как v = и z + и z, то из (12) получаем 
n - l m n m - l 

II " 2 " l ^ X t a , Z » i . s ( K X [ a , b ] ) + 
n m 

+ C e ( n + m ) * | | a z | | L 2 ( J t , x ( 0 i l ) ) . - (13) 

m—l 

Поскольку 2 (y)=m(m—1)г/ ' " - 2 е-м-у—2тце-^ , то из (13) имеем 
n—l m 

II « 1 к а ( К ) | | 2 | и , ( „ , Ь ) < т 2 | | 4 Г - 2 ^ » | | ь 2 ( „ , ь ) Х 

Xll и | | L , ( K ) + 2 m | | i | | | j r^ 1 e - ' 4 ' | | L 2 ( a , b ) l l " 11мю+ 
n m 

+ C 7 (n+ m )2| | M | | L 2 ( K ) | | z | | L 2 ( 0 | 1 ) . (14) 
Из оценки (10) при помощи аналогичных рассуждений, связанных 
с применением неравенства Маркова, легко получить следующее нера­
венство : 

F) n + m 112 n + m 

-Щ- v ( ^ ) | L ( K x [ a > b ] ) <^п+т)Ч v | | . w x ( 0 i l ) ) , (15) 
n m n m 

откуда следует, что || и \ \ L 2 ( K ) \ \ z' \\ь2(а, b)^C9(n+m) | | M | | L 2 ( K ' ) I I Z | | L 2 ( O , I> . 

Отсюда и из неравенств (3), (4) имеем 
п (n+m) п 

II и \\ь2(к)<с10 \ , - [ II и ||ь2(ко.. (16) 

Из неравенств (3), (14), (16) сразу вытекает оценка (2). Теорема 1 до­
казана. 

С л е д с т в и е 1. Если n ^ C o R e p , где с0 — некоторая постоянная 
п—1 п 

(с0>0), то имеет место неравенство \\ и \\ь2(к)^С(К, К')п2\\ и | | ь 2 ( Х ' ) -

С л е д с т в и е 2. Если с' У Re \х^п^с0 Re р, где со, c'Q— некоторые 
п—1 

постоянные ( с 0 > 0 , с£ Х ) ) , го справедлива оценка \\ и | | L 2 ( X ) ^ 

^С(К, ^ ^ R e p l U l l b ^ ) . 
З а м е ч а н и е . Из неравенства (9) аналогичным способом уста­

навливается следующая оценка для производных присоединенной функ­
ции: 

II " 1Ц(ю * ' ) |х) || I ||ь2(хо, 

справедливая при любых значениях п и р . 
Т е о р е м а 2. Пусть выполнены следующие условия: 
1) | I m ( x | < A l i ; 

2) / г ^ М 2 у | р | , где М2 — некоторая постоянная, зависящая лишь 
от коэффициентов оператора (1) и компактов К и К'. 

Тогда для любых номеров п и k, таких, что 0 < & ^ п , справедливо 
неравенство 

\\Пйк\\ь2(к)^С(К, К') У я > | | х | ) * | | и | | Ь 2 ( Х > (17) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Определим функцию Нп(я, t) равенством 
п t 

и (х) J v (x)dxy 

j = 0 о 

где 

Исходя из свойств функций Бесселя, нетрудно проверить, что 

Нп{х, 0 ) = 0 , (д/дг)Нп(ху 0)=и{х) при xGG, (d2/dt2-L)Hn(xy t)=0 
при (ху ^)6Gx (—оо, оо). Используя энергетические оценки для решения 
задачи Коши для гиперболического уравнения, рассуждениями, анало­
гичными тем, которые проводились при доказательстве теоремы 1 (см. 
также [3]), легко получить следующее неравенство: 

Отсюда и из нечетности по t функции Нп(ху /) следует неравенство 

т | х | | Г ( х , 0 1 1 1 2 ( к ) ^ С 2 | Г " 1 1 2

Д А , (19) 

где 
п 11 j n—j 

W(xy t)= % v ( 0 и (х). 
j = 0 

j 
Из равенств (18) вытекает, что функции v (t) ( / = 1 , . . . , п) образуют 
цепочку присоединенных функций оператора LoV = v", отвечающих соб-

о j 3 
ственному значению <к = \х2 и собственной функции v (/), т. е. L0vJ

rXv = 
j - i о р 

= v (j = n, . . . , 1), L0v+Xv = 0. 
п 

Отсюда следует, что функция W(xy t) является присоединенной 
функцией порядка п оператора L 0 , отвечающей тому же собственному 

к k k-л! 

значению Ху т. е. справедливы равенства L0W-\-'kW= W (k = ny . . . , 1),. 

L0W+KW=0. Заметим также, что W(x, 0)=u(x) (k = 0, 1, . . . , л ) . 
Зафиксируем произвольное J C G G . Тогда из представления для функ-

п 

ций Бесселя полуцелого индекса следует, что W(xy t)=Pn(t)ei^t-{' 
+Qn{t)e-i^xt

y где Pn(t) и Qn{t) являются многочленами степени не 
п п п 

выше п. Обозначим ср (t)=Pn(t)eM, ^ у)=(}пу)е-м. Тогда <р (t) и 
п 

^(t) —присоединенные функции порядка не выше п оператора L 0 , отве­
чающие тому же собственному значению К. Соответствующие им цепочки 

k к 

обозначим ф (/) и -ф (/) (&=0, 1, . . . , п— 1). Легко видеть, что 

nW(x, /) = V ( 0 + V ( 0 ( й = 0 > 1, . . . , я)- (20) 

По индукции докажем, что 

\k(t)=eM 2 1 C™P(b+™){i){2i\i)k-m. (21) 
m = 0 

1 2 0 



При k=\ равенство (21) проверяется непосредственно. Предполо­
жим, оно верно при k = ko. Докажем его справедливость при k=k0-{-l. 
Используя свойства биномиальных коэффициентов, будем иметь 

п - f e 0 — 1 п—ko n—k0 k0 

ф = L o Ф +Х ф = е** ( 23 С™ Р(*о-ип+2)^) х 

X (2/р) ko~™+ 2 С т Р<*° + т + 1 ) ( 0 (2t|x) ft°-m+1) = 
т=0 

k0~l 

т=0 
+ P ( V H ) ( ^ ) ( 2 r » * o + l + 2 C™P(bo+m+V(t) (2щ)ко-т+1) = 

e i H ( P ( f e 0 + i ) ( f ) (2ip,)* 0 + 1 + J ] ( C ^ - 1 + C ^ ) P ^ o + m + i ) ( ^ ) ( 2 * » * o - m + i + 

-|_P(2ft0+2)(/\\_e»>* 2 ] Qm+i P(*o+m+D(f) (2tp) f eo-^+l. 
m=0 

Аналогично доказывается, что 

n ^ * ( f ) = e - w J ] , C™P(*+™)(/) (—2 ip )* - m . 
?n=0 

Из неравенств для производных многочлена (см., например, [4, 5]) 
следует, что 

k 

I % С™Р&+тЦ0) {2i[i)k-m\^ 
т—0 

k 

^ УУ ck+mCm

knk+™(2\\x\)h-m max | P n ( O I < 
m=.Q Ui<T ' 0 /2 

max | P n ( 0 | Z С™л 2 ™(2я|р|)*-™= 
l t l<T f l /2 m=0 

= cf (ni+2n IЦI) * max | P „ ( 0 | < c * ) yTi (n*+2n | ц | ) »«||Рп1к,(-х в,то). 
U K T o / 2 

Из последнего неравенства и условия 1) теоремы получаем 

| " i * (0) | < с * у л ( п 2 + 2 я | ц |) *|| J | |ь, (_т„ го). (22) 

Аналогичное неравенство имеет место для функции ty(t) : 

I V (0) | < с * у п ( п Ч - 2 п Ы )*|| Ф Нь.(-та, то). (23) 

Из (20), (22), (23) вытекает, что 
и—к n—k п—к n—k n—k 

I W (x, 0 ) | = | ф; ( 0 ) + * ( 0 ) | ^ | Ф (0) | + | ф ( 0 ) | < 

< с * уп" (п*+2п | ц | ) * ( | | ф | |ь 2(_ Г о , т0)+11 i II L 2 ( -T„, т 0 ) ) . (24> 

Подчеркнем, что постоянная С7 не зависит от точки х. 

1 2 1 



Из известных свойств многочленов [4, 5] следует, что 

|(ф, ? ) ь 2 ( - г о , Т о ) | = I ]Pn{t)Q^t)e^dt 

- и 

\РпУ)ЩГ)е>т\%\/2\»\ + - ± т - J \{Pn(t)Qjt))'e*w\dU 

п2 

^ C 8 — - j — j — | |Рп1и 2(-Г 0, r 0 ) | | Q n | | z . 2 ( — Г 0 , Т 0 ) ^ 
п п 

^С9 ' . . И ф | | ь 2 ( - Г о , Г о ) | | ф 1 к 2 ( - Г 0 , Г 0 ) < 

Я 2
 71

 2 П 2 
^ 9 , . (II Ф 11ь2(-т0,т0)+|| г|) | | ь 2 ( - Г о , г о ) ) . 

2 | | i | 

Постоянная с 9 в последнем неравенстве зависит лишь от постоян­
ной Mi из условия 1) теоремы и числа То, которое зависит только от 
коэффициентов оператора (1) и компактов К и К ' . Выбирая в условии 2) 
теоремы постоянную М 2 = с 9 /2 , получим 

7 1 ТЬ ТЬ ТЬ 

| (ф, Ф ) Ь 2 ( - Г О , Т О ) | < (II Ф Нь2(-Го,Го)+11 Яр | | ь 2 ( - Г о , Г о ) ) / 4 . (25) 
Используя неравенство (25), будем иметь 
7 1 2 7 1 П П 2 7 1 7 1 

II Ф |и2(-Г0,Го)+11 ̂  Нь2(-Го,Го)<11 Ф+Ф 11ь2(-Г0,То) + 2 | ( ф , i | ? ) L 2 ( - r 0 , r 0 ) | < 
5 1 П 2 П 2 7 1 2 

<11ф+г1>11ь2(-То,То)+(11ф11ь2(-Го,т0)+11 ф 11ь2(-т0,То))/2, 
откуда следует, что 

ТЬ 7 1 7 1 7 1 

II ф I I L 2 ( - T O , Т О ) + Н яр ||ь 2(-т 0, г о )< 2 1 | <р+ф | |ь 2(-г 0 > г 0). (26) 

.Из (20), (24), (26) вытекает 

| V ( * , 0 ) | 2 ^ с 2 ^ ( м 2 + 2 п | р | ) ^ | | ^ ( х , f) | | L

2

2 ( - r 0 , г о ) . (27) 

Интегрируя неравенство (27) по компакту К и сопоставляя с оцен­
кой (19), получаем неравенство 

II V | | ^ m < c » * n ( / i » + 2 n | | i | ) a * | l 2 ||ь2(хо, 
откуда следует утверждение теоремы 2. 

Далее рассмотрим произвольную полную в L2(G) и минимальную 
систему {ип} собственных и присоединенных функций оператора (1). 
Тогда существует и притом единственная биортогонально сопряженная 
к ней в L2(G) система {vn}. Считая, что числа Хп не имеют конечных 
точек сгущения, занумеруем их в порядке неубывания \%п\ и для любой 
функции f(x) из класса L2(G) составим спектральное разложение ее 
в биортогональный ряд oi(x, f) = 2 J ( / , vn) ип(х). 

1 А , П 1 < Я 

Т е о р е м а 3 . Пусть выполнены следующие условия: 
I) система {vn} состоит из собственных и присоединенных функций 

оператора L * v , формально сопряженного к оператору (1) в области G, 

отвечающих собственным значениям кп; 
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2) для любого компакта К области G существует постоянная С (К) 
такая, что для всех номеров п \\ип\\ьц(в)\\Уп\\ь2(к)^С(К); 

3) l im—p—r-^j- = 0 , где h(Kn)—максимальный порядок присоеди-

пенных функций системы {vn}, отвечающих собственным значениям, 

равным Хп; __ 
4) I Im iXn I < С , для любого Х>0 Ц l ^ M A A / 2 ; 

\кп\<к 
5) коэффициенты ац(х), bi(x), с(х) оператора (1) принадлежат 

классу aN+v(G); 
6) функция f(x) имеет в области G компактный носитель и принад­

лежит классу С. Л. Соболева W^+l(G). 
Тогда 

lim | |а я (*, f)—f{x)\\L2(G)=0. 

Данная теорема при условии равномерной ограниченности порядка 
присоединенных функций системы {ип}, являющемся более сильным, 
чем условие 3), была доказана В. А. Ильиным в работе [6] . Там же 
были установлены достаточные условия абсолютной и равномерной схо­
димости биортогонального ряда о^(х9 f) к функции f(x). При наличии 
оценки (17) доказательство теоремы 3 проводится так же, как и в ра­
боте [6]. 

n—l 

Отметим, что справедливость оценки || и \\ь2(к)^С(К, К\ е) ( 4 + 
п 

+ е ) п ( | р | + 1) || и | | ь 2 ( К ' ) при произвольном е > 0 была установлена в ра­
боте [1]. 

Автор выражает глубокую благодарность В. А. Ильину за поста­
новку задачи и полезное обсуждение ее результатов. 
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УДК 517.947 

Е. И. МОИСЕЕВ 

О РАСПОЛОЖЕНИИ СПЕКТРА КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
СО СМЕШАННЫМИ КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ 

Введение. В работе рассматривается следующая краевая задача на 
собственные значения: 

Аи+Хи=0 в Я (1) 

&и ди \ I 
-75 -5—) = 0 , (2) 
Оу OX I I у=оу о<Ос<1 

где D — область на двумерной плоскости, ограниченная сегментом 

M | y = 0 , - ( 

1 2 3 


