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Исследуется трудоемкость алгоритма последовательного декодирова­
ния при использовании изменяющегося во времени линейного сверточ-
ного кода. Получена асимптотическая верхняя граница для распределе­
ния числа вычислений, производимых декодером в начальном узле ко­
довой решетки, с точностью до константы совпадающая с известной гра­
ницей для линейных древовидных кодов [1]. 

§ 1. Постановка задачи и формулировка основного результата 

Рассматривается передача информации с помощью изменяющегося во 
времени линейного сверточного кода, имеющего длину кодового ограниче­
ния v и скорость i?=ln 2/n0 нат на символ канала по ДСК с переходной ве­
роятностью р. Пусть и = (ии и2, . . . ), х = (хи х2,.. . ) и у = (уи г/2,. . . ) , где 
ttjG{0, 1}, xh #j£{0, 1}По, / = l , 2, . . . обозначают информационную, кодовую 
и принятую последовательности соответственно. Каждой информационной 
последовательности взаимно однозначно сопоставлен путь в кодовой ре­
шетке сверточного кода. Поэтому переданную информационную последо­
вательность будем называть также правильным путем, а последовательно­
сти, которым сопоставлены пути, отличающиеся от правильного во всех 
ребрах,— путями из первого неправильного поддерева. Пусть 

Uj=(us-V, . . . , Uj), Xr=(Si, . . . , Si), y;=(*/i, • . . , й ) , / Ч 2, . . . , 

где гг0=к-1= . . . =&_v+1=0. Тогда в силу линейности кода имеем 
(I) Xj-nfij, / = 1 , 2 , . . . , ; 

где Gj — двоичная матрица размерности (v+l)Xft0. Обозначим через 
MG[-] осреднение по ансамблю матриц Gu G2, . . ., каждый элемент кото­
рых выбирается случайно и независимо от остальных элементов с вероят­
ностью 1/2. 

Пусть декодирование принятой последовательности производится по 
алгоритму Фано [2] с приращением порога А. Это означает, что если де­
кодер в некоторый момент времени находится в у-м узле пути и, то цена 

Т^п)=-^х^у5)Ы((1-р)/р)+п0][1п2(1~Р)-Н] 
сравнивается с текущим значением порога и в зависимости от результата 
сравнения принимается решение о дальнейшем движении вперед (F-npo-
верка), назад или вбок {d(xj, у,) обозначает расстояние Хемминга между 
n0j символами в Xj и у3-). 

Число вычислений, производимых декодером Фано для построения 
оценки переданного сообщения, является случайной величиной в ансамбле 
шумов канала. Хорошо известно [2—4], что приближением для расйреде­
ления вероятностей этой случайной величины является распределение 

n(L)=Pr{W>L}, L = l , 2 , . . . , 

где W — число F-проверок, которые выполняет декодер при исследовании 
путей из первого неправильного поддерева. 
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В настоящее время известно [1, 4, 5 ] , что верхняя граница для распре­
деления я асимптотически совпадает с распределением Парето, показатель 
которого один и тот же как для сверточных кодов, выбранных из полностью 
рандомизированного ансамбля, так и для изменяющихся во времени ли­
нейных древовидных кодов (имеется в виду сверточный код, при исполь­
зовании которого оценка переданного сообщения выдается получателю, 
когда декодер достигнет некоторого яруса на глубине, меньшей, чем длина 
кодового ограничения). Для изменяющихся во времени линейных сверточ­
ных кодов со скоростями, меньшими вычислительной, до настоящего мо­
мента была известна более слабая граница [2, 3 ] . Цель данной работы — 
доказательство справедливости границы работы [1] для изменяющихся во 
времени линейных сверточных кодов *. 

Т е о р е м а . Существует v0<°° и изменяющийся во времени линейный 
сверточный код с v>v0 , для которого справедливо неравенство n(L)^CL~p 

для всех р<р д . Здесь С — константа, pR — корень уравнения 

R=E0(pR)/pR 
и 

E o ( p ) = p l n 2 - ( l + p ) l n ( p 1 / ( 1 + p ) + ( l - / ? ) 1 / ( 1 + p ) ) 

— функция Галлагера. 

§ 2. Доказательство теоремы 

Пусть Di — множество путей из первого неправильного поддерева, со­
стоящие из I ребер. Тогда если считать, что получателю будет выдана пра­
вильная оценка переданного сообщения и (длина кодового ограничения v 
достаточно велика), то в l-ж узле пути и '^А может быть произведено h 
F-проверок лишь в том случае, когда для некоторого ттг=0, 1, . . . справед­
ливо неравенство [2] Гг(и ' )^Г т (и)+( /г—2)А. Поэтому 

ОО ОО ОО 

(2) ^ ^ XJ Xl 1 Ш % {̂  (и') ^Гт (u) + (й-2) Д}. 
/ i = l l==i u'G£>f m = 0 

Здесь и всюду в дальнейшем %{•} обозначает индикаторную функцию со­
бытия, записанного в фигурных скобках. Применяя в (2) хорошо извест­
ную оценку для индикаторной функции [4, 5 ] , получим 

(3) w<c , Ё £ Ё ( ^ ж ) - х 
1 = 1 u'GDi m=0 Р\У1)Р\Угп\*т) 

x e xp{^(™-4'p > o ' 
где 

C i = = e-A/(i+p ) / ( 1_ e-A/(i+p)^ p ( y j ) = 2 - ^ , / = 1 , 2 , . . . 

и считается, что xm и х/ — начальные отрезки кодовых последовательно­
стей, полученных из информационных последовательностей и и и' по фор­
муле (1). 

Теорема будет доказана, если показать, что р-й момент случайной ве­
личины W, вычисленный в ансамбле шумов канала и в ансамбле порож­
дающих матриц Gu G2, . . . , конечен при всех р<рд. Обозначим этот мо­
мент через Wp и ограничимся рассмотрением случая р д > р > 1 . Тогда, при-

1 Внимание автора на эту проблему было обращено К. Ш. Зигангировым. 
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меняя в (3) неравенство Минковского, получим [1, 5] 
со 

(4) №~>У«<с£ ехр{ ^— (Е0(р)-рЮЛ X 

оо 

xE[E/ ( ,+p, /p(p)]1/ (1+P>e4-i^z} 

/(р)-Мв
Г(£р | /<|+" ,(У«|х« ,))Р]. 

Пусть га — целое число, выбранное из условия 
п— 1<р<п, 

и пусть Unt — матрица размерности пХ1, i-я строка которой ul~(Ui\..., щг) 
является путем из Д . Пусть х /= (xi\ . . . , х*) — кодовая последователь­
ность, сопоставленная пути u', i = l , п. Тогда на основании неравенства 
Иенсена [2] и отсутствия памяти в канале связи имеем: 

i 

(5) / (р)<{£м*[П*^^ 
Unl г = 1 Unl j = l 

п 

Ф Д Р ) = М 0 [ П Р , / ( 1 + Р , ( ^ 1 ^ ' ) ] . 

Отличие изменяющихся во времени линейных сверточных кодов от кодов, 
выбранных из полностью рандомизированного ансамбля, проявляется в 
исследовании правой части (5). Во втором случае операция MG[-] заме­
няется на операцию осреднения по ансамблю, в котором каждый символ 
последовательностей #/, г=1, п, выбирается случайно и независимо от 
остальных символов, после чего математическое ожидание произведения 
записывается как произведение математических ожиданий. Для линейных 
сверточных кодов этот переход в общем случае неверен. 

Зафиксируем матрицу Uni и обозначим 

(6) и /=(в , .Л , . . . , в / ) , г=1, и, 

где, как и ранее, считается, что 

(7) и0
{=и-^=... = Й Д + 1 = 0 , *=1,гс, /=1 ,* . 

Заметим, что на основании (1) линейная зависимость между векторами 
и/, . . ., и/1 определяет также линейную зависимость между подблоками 
Xj\ . . . , Xjn. Пусть kj — ранг матрицы, строками которой являются векторы 
и/, . . ., и/\ / = 1 , Z, и пусть 

k(Unl) = (ku...,h). 
Вектор к (Uni) назовем вектором рангов матрицы UnU 

Вскоре для дальнейших рассуждений потребуются некоторые важные 
свойства вектора рангов. Поэтому сделаем небольшое отступление от хода 
доказательства и приведем эти свойства. Прежде всего заметим, что при 
любом выборе матрицы Uni компоненты вектора k(Unt) являются положи­
тельными целыми числами, не превосходящими п, причем каждая после-
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.дующая компонента отличается от предыдущей не более чем на единицу: 
(8) \kr-ki+i\<l, 7 = 1, Z—1. 
Кроме того, на основании (7) заключаем, что первые v+1 компонент 
ки . . ., kv+i не убывают, и при Z<v+1 вектор k{k=k{Um)) однозначно 
задается своей композицией: 

i 

(9) #*(к) = £х№=0, *=Г^ 

Пусть ЖП1 — множество целочисленных векторов длины I таких, что 
Для каждого к£ЖпХ существует матрица Unh имеющая к в качестве векто­
ра рангов: k=k(Uni). Пусть Кт=\ЖП1\ и пусть if (к) — число матриц Unh 
которые приводят к одному и тому же вектору рангов к, к^Жпи В Прило­
жении доказана следующая 

Л е м м а. Справедливы неравенства 

(10) if„z<((Za/v)eM(1/v,)r, 
п 

(11) M(k)^2n4l/iy+i)+i) exp{n0R^itfi(k)}, 
г = 1 

где 
Т=2п-п-1, H(z) =-x In х-(l-z)ln(l-x) 

и Ni(k), i=l, n, определены в (9). 
О б с у ж д е н и е . 1. Используя неравенство (8), величину Kni можно 

оценить сверху функцией 3Z. Однако, как показывает неравенство (10), 
число возможных векторов рангов существенно меньше по крайней мере 
для больших v. 

2. Из (10) следует, что \im\&Kni/l при фиксированном п мажори-

руется сверху монотонно убывающей функцией от v. 
3. Неравенство (11) можно усилить в случае, когда в векторе рангов 

найдутся убывающие компоненты. Однако усиление оценки (11) не при­
водит к усилению результата теоремы, поскольку наибольшие вычисли­
тельные затраты связаны с просмотром путей с неубывающими компонен­
тами вектора рангов. 

Вернемся к доказательству теоремы. Зафиксируем некоторое / и мат­
рицу Unh в которой /-я компонента вектора рангов равна к: 
(12) к,=к. 
Пусть векторы и/ , . . ., иД определенные в (6), занумерованы таким об­
разом, что первые к векторов линейно независимы. Тогда 

Ufa= 2шА <4au/, а=Л+1, и, 

причем для всех а найдется минимальный индекс ia, при котором a M a = l . 
Пусть 

1+^ЗС{*а=0» е с л и i=^k, 

1, если i=k+l,n. 
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и пусть 
/ к = { 1 , 2 , . . . , Л } , /d-(/k \{i«})U{a}, : а=Л+1,и. 

Тогда перегруппировка сомнбн&гтелей в правой части (5) и использование 
неравенства Гельдера [2] приводит к следующей оценке: 

a=h г'б/a 
(13) Ф,(р)=Мо[ПП 

«ПЫП 

r , l / ( * t ( i + p ) ) (у. •№)]•• 

(n-ft+i)/(«t(i+p)) 

№а 
iv№) ]} 

l/(n-ft+l) 

По построению, векторы u/, №1а, линейно независимы, причем это утверж­
дение справедливо для всех а=&, п. Вследствие (1) это означает, что в 
рассматриваемом ансамбле порождающих матриц d, G2,. . . кодовые под­
блоки Xj\ №Ia, статистически независимы в совокупности. Поэтому опе­
рацию осреднения и произведения по i^Ia в правой части (13) можно по­
менять местами, после чего получим 

(Щ « М Р Х П Ш Z 2 ~> ¥ ( 1 + Р ) №) 
a = K i 6 I a

L
x 6 , 0 j l } n 0 

l/(n-fc+l) 

=2-*- П П 
•x6{0,l}n« 

P(^|^)P" •(1+Р-|,-)/(1+Р) Ы*) 
1/(п-Ш) 

2_кя ,П n f I ] Р1 / ( 1 + Р )Ы*) 
a=*K гб!0 

nd+p-Sp/(P(n-fc+D) 

Lx6{0,l}n" 

где 'Е){={п-~к+1)/и и, поскольку ^ [ 1 , 1+р), i = l , rc, использовано нера­
венство Иенсена. Из-за симметрии рассматриваемого канала связи выра­
жение в правой части (14) не зависит от у, и может быть записано через 
функцию Галлагера, определенную в условиях теоремы: 

(15) фДр)^2-"п° expire, Г pin2-£„(р) у у 1+p-g, \ 
у° i+р" ^i^f P(n-k+i) У 

* a=h гбГа r N ' 

=2-f t"«exp{72o[pln2-£o(p)][(l+p)fc-"]/(l+p)p} = 
=2- (-" ) /<1+r texp{-(n./p)(fc-ra/(l+p))Eo(p)}, 

где использовано очевидное равенство 

2_j 2-1 tt=*n{n-k+1). 
a=k г'6/a 

Для произвольного дискретного канала без памяти такой переход неверен. 
Однако в этом случае доказательство можно продолжить, следуя методам 
анализа, развитым в [1], в результате чего получается результат, анало­
гичный приведенному в теореме. 

Разобъем множество матриц Uni на подмножества в соответствии с век­
торами рангов. Тогда, вспоминая условие (12) и подставляя (15) в (5). 
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получим 
Г Г 1 I i/(i+P) Г Г1 

(16) [ 2 J /(1+p)/p(p) J <2ne' /(1+p) [ 2 J ' i f (k)2-""-l/(1+p)X 

Определение композиции вектора к формулой (9), оценка (11) и нера-

п 
венство / , iNi(k)^l дают возможность записать (16) в виде 

г = 1 (17) | Х /(,+р)/р(р) ]1/('+PU2"('/'-+"+'>exp{ "°* Е0(р)\х L ^ 7 J lp(l+p) ' 
п 

X [ Tt exp{ - — (Е, (р) -рД) Xi iNt (k) } ] '% 
1 ргс р(1+р) J 

Для того чтобы завершить доказательство теоремы, остается подста­
вить (17) в (4) и использовать оценку (10): 

(18) (W^y<C2Yi{— ) r Vexp{Ze(v)}X 

где 
C2=C1/[l-exp {-n0(E0(p)-pR)}], 
e(v) = (2T/n)H(i/v)+n/(v+l). 

Функция e(v) монотонно убывает с ростом v. Поэтому, так как тг<1+р,. 
величину v0 можно выбрать таким образом, что 

e (v 0 )< l / re - l / ( l+p) . 
Тогда при всех v>v0 ряд в правой части (18) сходится и, следовательно, 
р-й момент случайной величины И7, вычисленный в ансамбле кодов и ан­
самбле шумов канала, конечен при всех р<рд. Это утверждение доказыва­
ет теорему. 

Заметим в заключение, что приведенные рассуждения могут быть пере­
несены как на произвольный канал без памяти, так и на случай произволь­
ной скорости передачи (R¥=ln 2/n0). 

Автор признателен К. Ш. Зигангирову и Б. Д. Кудряшову за полезные 
обсуждения результатов работы. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы . 1. Неравенство (10) устанавливается с 
помощью анализа матрицы Uni, построенной последовательным присоеди­
нением строк. Пусть Uni — двоичная матрица размерности пХ1, 
(£+1)- , . . . , п-я строки которой состоят из одних нулей, и пусть k(Uu) -~ 
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вектор рангов матрицы Uu. В линейное подпространство, натянутое на 
строки матрицы Uit, входит не более 2'—1 ненулевых векторов; обозначим 

Пусть u'+1 — некоторый вектор длины I. Обозначим через £Л+м матрицу, 
1, 2, . . ., £, (Н-2), . . ., п-я строки которой совпадают с соответствующими 
строками матрицы Uu, а (гИ)-я строка равна ui+1. Пусть, как и ранее, 

Ujm= (ty-v, •. •, Щт), wz=l, i+1 
ж пусть 

v/=(i;A,...,i;/), *—1,2*—1, /=lTI 

Тогда у-я компонента вектора рангов к(С/г+1,г) матрицы Ui+iii равна у-й 
компоненте вектора к ([/"«) лишь в том случае, когда найдется £ такое, что 

В противном случае, ]-я компонента вектора k(Ui+iti) на единицу больше, 
чем j-я компонента вектора к(Е/«). Формально эти условия можно запи­
сать следующим образом: 

(П.1) k(Ui+ill)=k{Uu)+b(ni+i, Uu), 
где 

2 * - 1 

(П.2) A(u<+1,tf„) = AMuJ ,+1,vf), 6(u*+1,v*) —(6t в«), 

10, если Uj =Vj-, 
1 1, если u3 ^v / , 

Д обозначает операцию покомпонентного логического умножения бинар­
ных векторов. 

Если векторы иг+1, v \ . . . , v2f-i интерпретировать как пути в кодовой 
решетке сверточного кода с длиной кодового ограничения v, то по тер­
минологии работы [6] вектор 6(ul'+1, v*) называется конфигурацией пу­
тей u m и v* в решетке сверточного кода. Важное свойство конфигурации 
состоит в том, что если 5j_i=0 и 6 ;=1, то 6i+1= . . . =6 j+v = l, т. е. отре­
зок из единиц в векторе 6(u*+1, v'), разделенных нулями, обозначает 
петли в решетке. 

Для оценки числа конфигураций воспользуемся рассуждениями ра­
боты [7]. Пусть конфигурация путей ui+i и v* состоит из т петель 
(заметим, что m<Z/(v+l)). Существует не более C£LV возможностей 
для выбора ярусов, на которых начинаются эти петли. Столько же 
возможностей существует для выбора ярусов, на которых рассматривае­
мые петли заканчиваются. Кроме того, не более чем Z—m(v+l) спосо­
бами может быть выбран ярус, на котором начинается сегмент послед­
него несовпадения путей u,+1 и \\ не являющийся петлей. Поэтому если 
Li — число всех возможных конфигураций двух путей в решетке свер­
точного кода, то 

(П.З) L,< X i ( J - w ( v + l ) ) ( 0 ^ ( P / v ) e " H ( 1 ' v \ 
m=0 

тде [zJ — наибольшее целое число, не превосходящее z. 

м 



Поскольку (П.1) справедливо для люОых векторов и 1 , . . . , u'+I, 
используя (П.2), получим 
(П.4) K^^KuiLt)*-1. 

Подставляя в (П.4) Кц=1 и оценку (П.З), получим 
n - i г 

2 (2г-1) 
Km < Lt1 < ((Z2/v) e*m/r))2n-n-i, 

что доказывает неравенство (10). 
2. Пусть c=Z/(v+l) является целым числом. Разобьем матрицу Unt 

ка подматрицы £/а, а = 1 , с размерности wX(v+l) 
г7я1—(«7f г/е) 

и представим их в виде 

C/a=Za^4a, a = l , с, 
где Za и Л« — двоичные матрицы размерности пХп и raX(v+l), соответ­
ственно. Если к = (Л4,... ,kt) — вектор рангов матрицы Unh то сущест­
вует линейное преобразование над строками Аа и столбцами Za, после 
которого не более Av+j первых компонент /-го столбца матрицы Аа будут 
отличны от нуля, a'=(a— 1) (v+1), / = 1 , Z. Число матриц Аи...,Ас, обла­
дающих этим свойством, оценивается сверху величиной 

2 iiv i(k) с п , 

2 = 1 = e x p | i i 0 f l 2 j ^ ( k ) / ' 

а общее число матриц Zu ... ,ZC есть 2п2% откуда следует неравенство 
(11). Обобщение доказательства на случай, когда Z не кратно v+1, оче­
видно. 
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