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УСПЕХИ МАТЕМАТИЧЕСКИХ НАУК 

О ПОЛНОТЕ СИСТЕМ ФУНКЦИИ ВИДА 
{/>(* + О } и {/<*>(*)} 

Ю. А. К а з ь м и н 

В заметке с помощью бесконечных систем линейных уравнений иссле­
дуются вопросы, связанные с проблемой полноты систем функций вида 
{/(z+a„)} и {/<">(*)}. 

Обозначим через AR
 г) комплексное координатное пространство точек 

х(хг, х2, . . . , хп, . . . ) , удовлетворяющих условию 

UmV\xn\<jf> 
п->оо 

а через Ля —условию 
' Т-.— пп г . 1 
lim у | хп | < -щ- . 

Очевидно, что Л# изоморфно пространству функций, аналитических в круге 
| z | < R, a AR — в замкнутом круге | z | < Д. Поэтому в дальнейшем соответ­
ственные пространства аналитических функций мы будем обозначать теми же 
символами. Из текста всегда будет ясно, что понимать под AR или AR в том 
или ином случае. 

Т е о р е м а 1. Пусть /(z) — функция, аналитическая в круге \ z\ < R, а 
{ап} (/г = 0, 1, 2, ...) —бесконечное множество различных точек, причем 
sup | ап | = а, а < R. Тогда системы функций 

п 

{/(z + O } и {/(«)(z)} (n = 0, 1,2, . . . ) 

одновременно полны или нет, в круге | z | < r , r=R — a. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для того чтобы первая система функций {/(z-+-ап)} 

была полной в Аг, необходимо и достаточно, чтобы для всякого линейного 
функционала F[y] в АТ из выполнения условий 

*•[/(* + «„)]=--0 (п = 0, 1, 2, . . . ) 

вытекало, что F[y] = 0 для любой функции y(z)£AT [2], а это эквива­
лентно тому (учитывая общий вид линейного функционала в J r [3]), что 

г) Символика заимствована из работы [1]. 
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бесконечная система линейных уравнений 

/ К ) ж. о/ Л о 
/' Ы „ , /" Ы 

U Л1 т 21 2 I • • • — и> | 

f ыъ+-*-??• *i + 2! ж2 + . =о, 
(1) 

имела бы в ^4i/r единственное решение. 
Предположим, что система функций {f(z-\-an)} не является полной 

в Аг, тогда система (1) имеет в A\jr нетривиальное решение {хп}, 

lim Y\ xn I = Р < г-

ПреДСТаВИВ Tj7 ( fe)(an) в В И Д е 

^ K ) = Si-J 
14=1 

(А = 0, 1, 2, . . . ; » = 0, 1, 2, . . . ) , 

где p + a < / < . f i , перепишем систему (1) следующим образом: 

я 5'«>[Аг »1 i + хк Vr. + 
1С 1 = 1 

(п = 0, 1, 2, . . . ) • 

]<£ = 0 

Рассмотрим функцию 
# 1 

С - 2 ! ( С - 2 ) 2 + • • • Л — + 1 rfC; (2) 
1С 1 = 1 

Ф (z) регулярна в замкнутом круге | z | < a [4] и на множестве {an} обра­
щается в нуль. Учитывая характер множества {an}, отсюда мгновенно за­
ключаем, что Ф(;г) = 0. Найдем последовательные производные Ф (z) [4]: 

®<*>(Z)=-L С ЦП [5L 5L (п + 1)! ^1 

к м 
1! (С — *)1 Я+2 "Г • • • 

к\ rr —z\n+k+i + ...]<% 
(» = 0, 1, 2, . . . ) . 

Все Ф(п) (z), очевидно, тождественно равны нулю; в частности, 

Ф(п)(0) = 0 (и = 0, 1, 2, . . . ) . (3) 

Но (3) как раз является бесконечной системой линейных уравнений 
F[fW(z)] = 0 

(п = 0, 1, 2, . . . ) , 
соответствующей второй системе функций. Следовательно, если система (1) 
имеет в Ai/r нетривиальное решение, то и система (3) имеет также нетри-
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виальное решение в том же пространстве. Таким образом, мы показали, что 
если первая система {/(з + осп)} не полна в Аг, то и вторая система {/<n) (z)} 
тоже не полна в Аг. Но мы установили большее: зависимость между 
полнотой обеих систем. Теперь ясно, что обе системы полны или нет в Аг 

одновременно: если {/<n) (z)} — полная система в Аг, то, предполагая, что 
система {/(z + an)} не полна в Аг, и следуя по изложенному выше пути, 
мы придем к противоречию (система (3) имеет в i i / r нетривиальное реше­
ние); если же {/(з + оеп)} полна в Аг, то, предполагая, что система {/(n) (z)} 
не является полной в Аг, и отправляясь от равенств (3) в путь, обратный 
изложенному, мы опять придем к противоречию. Теорема доказана. 

С л е д с т в и е 1. Если относительно множества {ап} известно только 
то, что оно имеет предельную точку а*, | а* | < R, то системы функций 

U(z + an)} и {/<«>(*)} 
полны или нет одновременно в круге | z \ < г9 

r = R — |а*| — е, где е > 0 — 
сколь угодно малое число. 

П р и м е ч а н и е . При R = оо получается результат, установленный 
А. И. Маркушевичем в [3]. 

Т е о р е м а 2. Если система функций {/<n> (z)} полна в некотором круге 
l z-Yol< r; Ы + ^ Д , 

то она является полной в любом круге 
\z — YI<P» ?<r> IYI + P < ^ -

В самом деле, допустим, что система функций {/<n) (z)}, полная в круге 
\z— Yo I < г> неполна в некотором круге \z — у | < р, р О . Тогда бесконеч­
ная система линейных уравнений 

Ф(П)(Т) = 0 (Л = 0, 1, 2, . . . ) , _ (4) 
где функция Ф(£) определяется формулой (2), имеет в А\/? нетривиальное 
решение {хп}, lim \f\ хп \ = р0 < р. 

п->оо 

Отсюда без труда заключаем, что функция Ф (z) является аналитиче­
ской в замкнутом круге k: \z\ < R — р, а благодаря (4) Ф(;г) = 0 (так 
как ч£к)- Тогда 

<D(n)(Yo) = 0 (Л = 0, 1, 2, . . . ) (5) 
(YOGA;). НО ИЗ (5) немедленно вытекает, что система функций {/<n) (z)} не 
является полной в круге | z — Yo I < г> ч т 0 абсурдно. 

Ясно, что для системы функций {/(z + an)} справедливо предложение, 
аналогичное теореме 2. 

В заключение отметим, что локальная полнота во всей области анали­
тичности системы функций {ff(z)} (/ = 0, 1,2, . . . ) , вытекающая из пол­
ноты этой системы в некотором фиксированном круге (как это имеет место 
(см. теорема 2) для последовательных производных {f^ (z)}(n = Q, 1, 2, . . .) 
и для {f(z + an)}) наблюдается и у некоторых других систем функций. 
Этим свойством, например, обладают: {/(Cnz)}> {zn /(n> (z)} и др. 

Поступило в редакцию 20 октября 1955 г. 
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