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И З В Е С Т И Я А К А Д Е М И И Н А У К O0GP. 1931. 
В И Ь Ь Е Т Ш B E L ' A C A D É M I E D E S S C I E N C E S D E L ' U R S S 

Classe de s J8 eie ne es Отделение математических 
mathémat iques et;iiaturelles ж естественных наук 

S ü ß I /APPROXIMATION TEIGONOMÉTEIQUE DES FONCTIONS DANS 
F I N T E R Y A l b E INFINI 

Par m BOGOLIUBOV 

(Présenté par N. Kryloff, membre de VAcadémie des Sciences) 

PEEMÏÊEE PAETIB 

§ 1, Dans ce paragraphe nous allons réunir quelques définitions et 
théorèmes dont on aura besoin pour l'obtention des principaux résultats du 
présent mémoire. 

Soit 
Vn(t), ( n = l , 2, 3,...fc,...) 

une suite quelconque de fonctions définies sur tout axe réel; si uniformément 

dans chaque intervalle fini la limite 

t t 

(1) lim f<pn(t)dt= fcf(t)dt 
^ ° ° о 0 

existe, alors nous dirons que la suite <pn (t) converge vers <f(t) au sens géné­
ralisé ou que <p(t) est la fonction limite de la suite <pn(tf) au sens généralisé. 

S i la relation (1) a lieu au moins pour une suite spéciale v 1 ? v 2 , . . . v Ä , . . . 
des valeurs de n (et pas, en général, pour toutes les valeurs de n) alors nous 
dirons que <p (t) est une fonction d'accumulation de la suite cpn (t) au sens 
généralisé. 

Si, enfin, on a 

( 2 ) f k ( 0 - ? ( ' ) l 3 ^ - * o 
t—1 

— 23 — 
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uniformément sur tout axe réel, nous dirons que la suite ç n (t) converge en 

moyenne vers la fonction <p (/), ou que 9 ( 0 est la fonction limite moyenne 

de la suite çn(tf). 

Théorème L Soit (w = 1, 2, 3 , . . . fc, . . .) une suite de fonctions 

définies sur tout axe réel et soit v 1 ? v 2 , . . . . . . une suite arbitraire de 

nombres entiers positifs. Si à chaque nombre positif L on peut faire corres­

pondre la suite vf}, v£X), vf\ . . . vf \ . . appartenant à la suite v 1 5 v 2 , v 8 , . . . 

v Ä , . . . , de façon que la limite 

lim fit) 
existe dans l'intervalle (—Ц alors de la suite n = 1 , 2 , 3, . 
on peut extraire une telle suite (л17 [л 2,. . . . . . qu'on a partout 

n P-n-^co 

otff(t) est une fonction définie sur tout axe réel. 
D é m o n s t r a t i o n . Soit v x

( 1 ) , v 2

( 1 ) , . . . v Ä

( 1 ) , . . . la suite des valeurs 
de n choisie de façon que la limite 

lim fm(t) 

existe partout dans l'intervalle ( — 1 , -+-1). Considérons la suite v®\ 
v s

( 2 ) , . . . v / > , . . . (appartenant à la suite v 2

c l ) , v 8

( 1 ) , . . . v f c

( 1 ) , . . . ) telle que 
la limite 

lim ty(f) 

vf ->oo 

existe dans l'intervalle ( — 2 , - H 2 ) . En raisonnant ainsi on obtient la suite 
v i ( : p ) > Л • ••• \ { p \ • . - , extraite convenablement de la suite v/*"*>, v s<*~*>,.., 
v Ä

( p ~ 1 } , . . . telle que la limite 

lim ty)(t) 
existe dans l'intervalle ( — ~ ь ^ ) . 

Cela étant, envisageons la suite ^ = f*2 = v / } , . . . (x = v ^ , 
appartenant à toutes les suites vk

(pK En remarquant à présent que 
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on voit par conséquent que la limite 

existe dans chaque intervalle ( — p , -*-jp), c'est-à-dire partout dans Taxe 
réel, c. q. f. d. 

Comme simple corollaire de ce théorème découle la proposition suivante: 

Théorème IL Soit v 1 ? v 2 , . . . v A , . . . une suite arbitraire de nombres 

entiers positifs. 

Si à chaque nombre positif L on peut faire correspondre la suite 

. . . v f } , . . . choisie de la suite v 1 ? v 2 , . . . vv ... de façon que la limite 

lim fV(L)(f) 

existe uniformément dans l'intervalle ( — L , alors il existe une 

telle suite (x15 fx2,... [ л й , . . . de nombres entiers et positifs que uniformé­

ment dans chaque intervalle fini (de l'axe réel) on a 

où f(t) est une fonction définie sur tout axe réel, uniformément continue 

dans chaque intervalle fini. 
Théorème III (généralisation du théorème de Hilbert). 

Soit 

3) %{t\%{t\®M<*. «Mu­
la suite des fonctions à variation bornée. 

Supposons qu'à chaque nombre positif L on peut faire correspondre 

de tels nombres positifs A L et BL que 

(4) j M<M*)I<A; t - 2 ^ * * - 2 * 

Alors il existe une telle suite fxx, f i s , . . • f V • • d e nombres entiers 

et positifs que la limite 

І і т Ф 0 ) = Ф(<) 
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existe partout et soit une fonction à variation bornée vérifiant les inégalités 

+x 

(5) j \аФЩ<Аь\ \Ф®\<ВЬ {-L<tg + L). 

- X 

D é m o n s t r a t i o n . En effet quel que soit le nombre positif i , on s'assure 
il) JL) JL) . V к ? * d'après le théorème de Hilbert qu'on peut choisir la suite \ v2 \ 

appartenant à la suite arbitraire v 1 5 v t , . . . vÄ, . •. de nombres entiers posi­

tifs de manière que la limite 

ИтФ ѵ р(Х) = Ф ( х ) (Х) 

existe partout dans l'intervalle (— L, -+- L) et soit une fonction à variation 
bornée vérifiant le inégalités 

+x 

j \аФщ(і)\<А(£); \Ф(Ь)(Щ<В{Ь) 

- L 

Par conséquent, en vertu du théorème I , on peut choisir une telle 

suite fXj, ( A s , . . . . . . des valeurs de w = 1, 2, 3, . que la limite 

lim Ф (t) — Ф (t) 

existe partout. Or, d'après sa construction même Ф(і) se confond dans 
l'intervalle ( — Ц avec une des fonctions Ф (t). 

Par conséquent Ф(і) est réellement une fonction à variation bornée et 

vérifie les inégalités (5), c. q. f. d. 

R e m a r q u e : Ce théorème reste valable, bien entendu, si au lieu 

d'une seule suite Фг, Ф 3 , Ф 8 , . . . Фь . . . on considère plusieurs suites 

Ф 1 ? Ф 2 5 . . . Ф А , . . . ; f17 f%, . . . 4 , . . . ; . . . ф і , ? 2 ) . . < p Ä , . . . véri­

fiant les conditions analogues. 

Théorème IV. Soit fn(t) (n = 1, 2, 3 , . . . k,...) la suite des fonc­
tions définies sur tout axe réel. 

Supposons qu'à chaque nombre positif L on peut faire correspondre 
un nombre positif A L tel que 

+x 

(6) / | Ш 2 ^ < ^ ; 
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alors on peut construire une suite v x , v 2 , . . . v Ä , . . . de nombres entiers 
et positifs telle que, uniformément dans chaque intervalle fini, on ait 

t t 

f f4(t)dt-»(f(t)dt, 
0

 Ä О 

où f (£) est une fonction vérifiant l'inégalité 

f\m\*dt<AL. 
-L 

D é m o n s t r a t i o n . Pour la démonstration de ce théorème il suffit, 

en tenant compte du théorème I I , d'établir l'existence d'une telle suite 
v ? \ vsf\• • • v f \ • • • appartenant à la suite v 1 ? v 2 , . . . v Ä , . . . des valeurs 

arbitraires de n — 1, 2 , . . . ft,... que uniformément dans l'intervalle 

( — i , - h i ) on ait 
* t 

о о 

où f (t) est une fonction vérifiant l'inégalité 

Or cela peut être établi à l'aide du raisonnement suivant. 
Par la simple application de l'inégalité de Schwarz on arrive à l'inégalité 

* J ¥i 

Jf4(f)dt\<Y(t"-t')[\f4(t)\' dt, tr-L&u*** 
(7) 

*' 

d'où l'on obtient 
t" 

\ff4{f)dt <ALsJ{f-H), 
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ce qui montre que les fonctions 

dt 

sont également continues et bornées dans l'intervalle ( — Z , 

Par conséquent, d'après le théorème d'Arzela, on s'assure qu'on peut 

extraire de la suite v 1 3 v 2 , . . . v f c , . . . une telle suite v^ , v[L\ ... J k

L \ ... 

que uniformément dans l'intervalle (— Ц -t- i ) on ait 

t 

Ò 

où (tf) est une fonction continue dans l'intervalle ( — L , -+-L). 

Remarquons à présent que si (ocv ßf) sont des intervalles quelconques 

appartenant à l'intervalle ( — i , 4 - Х ) qui ne s'empiètent pas, alors en 

vertu de l'inégalité (7) on reçoit 

2|/^(<)*|<л\/2і?*'-««и 
d'où en passant à la limite on obtient 

Or cette inégalité nous montre que W (t) est la fonction absolument 

continue dans l'intervalle (— L , ч - L\ de sorte que dans cet intervalle 

où f (t) est une fonction intégrable. 

D'autre part de (6) on a 

e ~£ dt 

-L 

dt<A* 
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On a en outre 

, Î17Ï Jill 

vu que 

о ' Г - * - * о 

Par conséquent en passant à la limite dans (8) on arrive à l'inégalité 

n=~p „ i 

valable pour chaque valeur entière de p . 

D'ici à l'aide du 

carré intégrable et que 
D'ici à l'aide du raisonnement habituel on s'assure que f (t) est de 

H-Z 

- x 
c. q. f. d. 

Théorème V. Soit fx (t)9 / 2 (Q,. . . / f c (tf ), . . . la suite des fonctions 

définies sur tout axe réel. Supposons qu'à chaque nombre positif E on peut 

faire correspondre le nombre entier ne de façon que 

t+i 

(9) j\LV)—fMadt& 
#-1 

toutes les fois que m > n > w e ; alors il existe une telle fonction f(t) que la 

suite considérée converge en moyenne vers cette fonction. 

D é m o n s t r a t i o n . Fixons en effet le nombre L arbitrairement grand. 

On a d'après (9) 

+x 

Jl4(0-f,(^)l 2^<^^ 1) £ е м * ) . 
- X 
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Par conséquent d'après le théorème de Riesz-Fischer, il existe dans 

l'intervalle ( — i , ч-L) une telle fonction f(t) que 

Or, le nombre X étant arbitrairement grand, la fonction f(t) est définie 

sur tout axe réel. 

En passant donc à la limite dans la relation (9) pour w—*oo, on 

obtient ainsi la conclusion voulue, c. q. f. d. 

Théorème VI Soit pn(x) (n— 1, 2, 3 , . . . ) une suite de fonctions définies 

dans un intervalle fini (a, h). 

Supposons qu'il existe un tel nombre К que pour toute valeur de n 
on ait 

ъ 
(10) j\d9n(x)\<K. 

Supposons aussi que la suite рл(ж) converge en chaque point de l'inter­
valle (a, b) vers une fonction p (x) vérifiant l'inégalité 

(11) j\d?(x)\<K. 

Alors, si p (x) est une fonction quelconque continue et bornée dans 
l'intervalle (a, ft), on а 

D é m o n s t r a t i o n . Envisageons en effet les points 

> Ъ — a . ^ . = = а н — J (i - 0, 1,2,...m) 



SUR I/APPROXIMATION TRIGONOMETBIQUE DES PONCTIONS 81 

et remarquons que 
ъ m - l 

(12) \jp^)d9n(x) — ^p(x^ jd?n(x) = 
a І = 0 xj 

. ГО-1 X M 

= 2 J ( p ( * ) - j p ( ^ ) ) t f p n W < (̂4r)' 
où co (e) est le module de continuité de la fonction p (x). 

Or il est aisé de voir que (12) peut être reécrite sous la forme 

ъ m-l 

Fixant à présent le nombre positif t arbitrairement petit, prenons le 
nombre m de façon que 

e 

et prenons en correspondance le nombre positif ne de sorte que pour 
tout я > we on ait 

I Pn P fy) I ^ 4mmax|i>(a?)| (/ = 0,1,... m). 

Alors pour chaque w > we on aura 

m - l »i-l 

2 f D». ̂  - Pn(^)] - 2 * Ф l>(iW - р(жЛ 
i=o i=o 

Donc en tenant compte de (13) et de (14) on reçoit 

f i> (*) ^P n (*) - 2 *(*i> & (Vi) - ? ЗДрТ 

pour toute valeur (entière) de w!>w £ . 

s i -
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'b-a)<U. 
Ainsi à chaque nombre positif t on peut faire correspondre un tel 

nombre positif nt que pour tout w > n $ on ait 

b ь 

I J i > (*) rfp„ (*) —jp (x)d? (x) I <• £> 
a ' л 

с. q. f. d. 
Théorème VII (généralisation du théorème précédent au cas de l'inter­

valle infini). Soit рл(£), (n = 1, 2 , . . . & , . . . ) la suite des fonctions 

définies sur tout axe réel. 

Supposons qu'en chaque point de cet axe la suite pn(t) converge vers 

une fonction p (t). 
Si les fonctions pft(tf), p(£) vérifient les conditions suivantes: 

1°, à chaque nombre positif L on peut faire correspondre un tel 

nombre KL que 
+ £ + Z 

j\d?n(t)\<^ j\dP(t)\<K 
(n = l, 2 , . . .* , . . . ) , 

2°, il existe un tel nombre Тш que 

| / | j P ( ^ P e e W j | < | | / | j p ( * ) < W | < - | '(« = 1, 2 , . . . & , . . . ) , 

ou j9 (0 est une fonction définie sur tout axe réel, continue dans chaque inter­
valle fini, alors 

D é m o n s t r a t i o n . En fixant à l'arbitraire le nombre positif e, pre­
nons le nombre Q — Tt^. 

D'autre part on voit immédiatement que 

Ь m-l 



SUR L'APPROXIMATION TRIGONOMETRIQUE DES FONCTIONS 33 

Q -oo 
+00 

/ И ^ р ( 0 К / н * ) < * р ( 0 ! < | -

Or en vertu du théorème V , en y posant a = — Q, b = -+-Q (ce 

théorème est applicable au cas actuel vu la condition 1°), on obtient 

l'inégalité 

•Q 
fp(t)d?n(t)—\'p(t)dP(t) 

-Q -Q 
i f 

valable à partir d'une certaine valeur de n. 

Par conséquent à partir de cette valeur de « on a 

jp(t)dPn(t)—j p(t)d9(t) 

с. q. f. d. 
Théorème VIII. Si <o, j , t sont les nombres réels dont o> est positif, 

alors on a 

a») 2 2 
fc=- 00 

et aussi 

(16) J ( « ^ ) V * d x = 

—oo 

ИМЕН 1931 

о, si |й! > 2 H , | г К 2 | « | < 

^ , s i | ï | = 0, | e | < ^ 

2TC 

CI) 

0, s i | s | > 2 | £ | 

4, si | f l | = o ; | . | < i . 

On a, en vertu des conditions du théorème, 
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0 < g < — > 0 < Î ^ 2 E < ^ , 3 _ 2 e < — 

alors 

Jfc=—oo 

|~8ІП uhi!* iuqic j rc» g(tt> g) I 

[_ «Se J — А Н " | 6 « а

£

а 4e 2 f" 

( g - ^ 2 6 ) ( ^ - g - 2 ^ ) | 
2|6tóse2 4e2 f 

( (g - 2 e ) (^ - -g -b2^1 ( g - 2 6 ) ( ? - g •+" 2 s ) i 
2 

Dans le cas où 

2 = 0, 0 < £ < ^ , 
on reçoit 

•MO _ , oo 

Sin (ukf]* jtaqk j те2 COS ah 2e У Г -
Äas —OO 

6 C D 2 S 2 (ù*J<?ê 
*=1 

D é m o n s t r a t i o n . En effet on constate aisément que 

HhOO со 

oo oo oo 

2cos o)Äg 1 І^гі cos tùh (^-ь2е) ^ cos cafc (g — 

Or, comme il est bien connu, 

s i . „ , . ^ — ) • 

1 
pour 

Par conséquent si 
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Nous avons donc démontré la première partie du théorème en question 
dans le cas où g et s sont des nombres positifs. 

Or, en remarquant que la fonction 

-f-OO 

^ /sin (ùke\2
 imqlc 

h—— co 
ne varie pas quand on change les signes de e et de on conclut de ce qui 

précède que la première partie du théorème est établie dans toute sa 

généralité. 

L a 2-me partie se démontre à l'aide du simple passage à la limite 

dans la relation (15) pour (*>—>(). 

§ 2. Les théorèmes préliminaires de caractère tout à fait élémentaire 

étant établis, on peut aborder à présent les propositions fondamentales de 

ce mémoire. 

Théorème L Soient 

1 S

( M \ pg

(m) (s = — w, + ( ш - 1 , ' 2 , . . . | 

les deux suites des nombres dont p t

m peuvent prendre les valeurs complexes 
qui vérifient les inégalités 

-h m 

—m 

où a, A , В sont des constantes positives. * 
Soint f (t),(m== 1, 2 , . . . ) la suite des fonctions ДеАщз m tout 

axe réel; supposons que ces fonctions vérifient l'inégalité 

щ J |4 (Oi 2 ^<0= const 

pour tout Q">Am. 
Alors à chaque fonction F(t) d'accumulation généralisée de la suite 

Fm{t\ où 

—m 
8* 
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on peut faire correspondre une telle fonction Ф(Х) définie sur tout axe réel, 

à variation bornée dans chaque intervalle fini, que F(t) peut être approchée 

en moyenne par l'expression 

+A 

-M 

D é m o n s t r a t i o n . Montrons d'abord que la suite 

admet au moins une fonction d'accumulation généralisée. 

A cet effet fixons à l'arbitraire un nombre positif L et remarquons que 

Cette inégalité montre que les fonctions Fm(t) vérifient les conditions 

du théorème I V du § 1 et par conséquent elles admettent réellement au 

moins une fonction d'accumulation généralisée. 

Soit F(t) une fonction d'accumulation' généralisée et soit v 1 5 v 2 , . . . 

V f c , . . . la suite des nombres entiers choisie de façon que uniformément dans 

chaque intervalle fini on ait 

о v * ^ ° ° о 

Cela étant, remarquons qu'où a 
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•OÙ 

-b-2Avk 

Ci) 1 2.4 V 

de sorte que 

(17) 2^(<)~ 5 ^ Ы ^ _ ^ < ^ - ^ Л ѵ , , 

ou 

Par conséquent 

-f-OQ 
(18) V ËLifîàf R W < 

< 
/ -+-CO 

y 2 Sin £(ùhs\2
 ( | 47* . W 6 t ü ) f c s x W 

< 1 2 1 = ^ 2* 
- V f c 

Or, en posant 

. |.si < a , • ^ > | s j , ;.. 

on trouve aisément, en tenant compte du théorème V I I I du § 1, 

-V* 

; i sm sous 

S = — OO — 
2 * (v*) /щв^к) 

M=—Vfc r = —Vjfc —oo 

•2 к' (V*) 
! -я 2 AB 

Donc, d'après (18)Ion reçoit 

(19) 
^ * - * i • i / 2 ABC 
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Soit à présent L un nombre positif et soit iL le plus petit des nombres 

On a évidemment pour 
A 4 > k l > 

+00 , 

(20) > В ™ < max --— > * _ i J S ; i j < T \ / ~ 

Cela étant, envisageons les fonctions 

(21) Ф„ 4(Х) = 

2 ^ * 1 si X > 0 
0<Stt )£<À 

si 0 > X > — Wf 

(22) T V i ( X ) = 

2 2 ? ^ si X < - t o f c 

2 |А ( І а
 «i x>o 

si 0 > X > — w,. 

(О 

qui sont évidemment à variation bornée et vérifient les inégalités suivantes 
tirées de (19), (20) 

-KL _ _ _ _ _ -1-00 

(23) 
—x 

•+0O 

Les relations (23) montrent que les fonctions ФА(Х) et ^ ( X ) vérifient 

les conditions du théorème I I I . Par conséquent de la suite v i r v 2 , . . . v f c , . . . 

on peut choisir la suite [л15 p i 2 , . . . . . . de façon que 

(24) Ф ^ ( Х ) - * Ф ( Х ) , ^ ( Х ) - ¥ ( л ) , 
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(25) 

J £i 
. . /2 ABC . , , . 

< Y — 7 - SI | £ | ^ a -

E n utilisant à présent le théorème V I du § 1, on s'assure donc 

Ъ b 

(26) J e A i аФ^(к)-* f e i U аФ (X) 
JJLÄ->OO a 

quels que soient les nombres a et b. 
Cela étant, envisageons l'expression 

M *2 

t-l 

OU 

2A™ 

On a évidemment 

< 

- O O s = * s l 

r^Si 8=81 

\rs\<u 
où Y f c est le nombre entier le plus petit vérifiant l'inégalité 

où Ф(Х) et W(k) vérifient les relations 

-1-Х -hCQ 

j |<*Ф(Х ) |<4У^, j\dW(l)\<G, 
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Or on a 

2 2 І ^ І К І < 4 { [ 2 І ^ І _ 
Г~8г S*8i Г~8г 

fmS1 8*êi 

2 

où l est le pins grand nombre entier vérifiant l'inégalité 

D'autre part 

[ 2 l * w l j £ 2 К М Г 2 < 
^ l + ^ P Y f c s=« 1+2pY^ г**8г+2ру -щс 

4 25 A H 1 - 6 « 

r-*l+2(jp+l)Yfe +00 
sm z-brh 

—oo 

25 A I r I I . r j o . 1 ^ 2 5 L ™ w * Zà \Лг | > 

où Z0 est le plus petit des nombres 1, 2a. 

Ainsi 

î ( « , ^ < . g ) ' ^ ( 2 + v ) 2 K « r , 
° Г~8г 

d'où l'on tire 

Я / ^ 4 * < 4 ( і у . ^ ( » * ^ ) 2 і ^ 

< Ä { ^ u ( & ) — Y n ( a ) } , S = const. 

En passant ici à la limite pour pk—>oo on obtient de (24) et de (26) 

«4-1 Ь 

j | J е А ^ Ф ( Х ) Г ^ < 5 [ ^ ( & ) _ y (a)]. 
t-l а 
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Par conséquent 

й-1 Л" 

^ е ш а Ф ( к ) Ä < e A S où Л " > Л ' , £ A ^ 0 , 

car la fonction W (X) est, d'après la loi même de sa construction, non décrois­

sante et bornée. 

Or, vu le théorème V du § 1, la relation obtenue montre qu'il existe 

une telle fonction <px (£), de carré intégrable dans chaque intervalle fini, que 

(27) 

t-l 0 A-^-oo 

Tout pareillement on s'assure qu'il existe une fonction 9, (t) de carré 

intégrable dans chaque intervalle fini telle que 

M 

(28) 

t-l - M 

De (27) et de ( 2 8 ) on tire 

**1 A 

dt<*M-* о • 
M~>00 

( 2 9 ) f I ?i (t) H- ? , (*) —j Е Ш
 d* 0) dt< 2 (£A ЧцѴ 

M - M 

D'autre part, en intégrant la relation (17) et en présentant la série 

sons la forme de l'intégrale de Stiltj es, on trouve 

pour 

où t est un nombre positif fixe < 1 . 
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En passant ici à la limite pour f/. / c->oo on reçoit, en tenant compte 

du théorème V I I du § 1, 

(30) f J - W * = / ( f c î ) V ' » w , 

car 

о 

Remarquons à présent que 

L 
14"" 

irre &-г<ь ia. 

< 
/ tf+e й-е A 

VÓI f l ^ - J ^ W 
" t-» t-E - M 

< 1 / - ^ - max I U i H - Ç j — Г 
- oo<#<+oo 1 *i ̂  - M 

/

й-1 A 

- max Г к - " - < р , - Г в ш * Ф ( Х ) 
#-1 ~ м C'est-à-dire que uniformément sur tout axe réel on a 

t*t t+s Л 
, f ff m m 1 Л» _ 

4e 

de sorte que 

t+6 t+e 
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d'où Ton conclut que presque partout on a 

(31) С і ч - < р я — j ? = 0 . 

De (29) et de (31) on tire finalement 

Ul A 

f —f еШ*Ф(к)2 ^ < . 2 (E A H - u M ) - * 0 , 
^ i J A o o - M 

A->oo 
M-»oo 

ce qui montre que jF(f) peut être approchée en moyenne par l'expression 

A 

J V x * d 4 > ( X ) 

- M 

A. -*oö 
M~»oo > 

c. q. f. d. 
Corollaire. Si les fonctions /^ (Q, tout en vérifiant les conditions du 

théorème ci-dessus démontré, satisfont aussi à l'inégalité 

( 3 2 ) ^ J IС $ !' ̂  < ^ = const> <* = i, a,. . . ), 
- e 

où ф est un nombre positif quelconque <Am1 alors à toute fonction F(f) 
d'accumulation de la suite Fm(t) on peut faire correspondre une telle fonc­
tion Ф (X) à variation bornée que uniformément sur tout axe réel on a 

-*-A 

», . A-»oo 
- M M->oo 

E n comparant cette égalité avec (30), on trouve 

t+& t+e 

4ef 
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L a fonction Ф (X) doit en outre vérifier la relation 

(32,) ] > Ф ( Х ) | = fini. 

D é m o n s t r a t i o n . En effet d'après la condition (32) on constate 

que les fonctions Fm(t) sont également continues dans chaque intervalle fini. 

Par conséquent les fonctions d'accumulation généralisées, dont l'exis­

tence a été établie plus haut, sont dans le cas actuel des fonctions d'accu­

mulation ordinaires. 

Soit F(t) une telle fonction; alors en appliquant les raisonnements du 

théorème précédent au cas de la suite dérivée fm (t), on s'assure qu'il existe 

une fonction Фг (X) à variation bornée dans chaque intervalle fini vérifiant 
l'inégalité 

(S3) sin S.1 

< 2 ABB 

telle que imiformement dans tout axe réel on a 

ui л 

(34) П ~ ' ~ j\^Ff(t)—jeatd<ï>1(k) 
t-l - M A - » œ Л -»oo 

M - » o o 

D'autre part en vertu du théorème I lui-même, il existe une fonction 
Ф(Х) vérifiant l'inégalité 

I sin el 
( 8 5 ) j 

—00 

ainsi que la relation 

(36) J | i ^ ) _ j V x * ^ ( X ) 

ЛВС 

M 

t-l - M A ->oo 
M - » o o 
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(37) F(t + A) _ jpp _ ft) j = j > * 5 ^ * (X) 

et de (36) on tire la relation (qui a lieu uniformément) 

(38) j ^-[Fit^h) ~ F{t — h) - рхЧт\каФ{\) 
t-l - M A - » o o 

M->oo 

En comparant à présent (37) et (38) on trouve 

ХЛФ(Х) = ^ Ф 1 ( Х ) Ѵ 

Or, quelle que soit la fonction и (t), on a toujours 

й-1 Ul t+l 

и 
t-l * /-1 /-1 t-l 

Par conséquent 
A й-1 

1 - M t-l -Ж 

i~~uï л t+l ~A : 

21/ ^F(t) — СетаФ(к)\*с№ j ^Ц)~^и\аФ(к) 
* t-i - M *-i - M 

45 

et d'ici à l'aide de (34), (36) on s'assure que uniformément sur tout axe 

réel on a 
A 

fetad<t>Q)-»F(t). 
- M A-»co 

M-»oo 

L a relation (32x) découle immédiatement de (33) et (35). 

Remarquons aussi que le théorème I de ce § ainsi que son corollaire 

peuvent se présenter respectivement sous la forme suivante des théorè­

mes I I et I I I . 

Cela étant, d'après (34) on conclut que 
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Théorème IL Si jp f

( m ) , т , ( т ) vérifient les conditions du théorème I et si 

dans l'intervalle (-H 2 Am, —2 Am) on a 

•+•00 

ou 

alors à chaque fonction F(t) d'accumulation généralisée de la suite 

— m 

on peut faire correspondre une telle fonction à variation bornée (dans chaque 

intervalle fini) Ф(А) que F(t) pourrait être approchée ев moyenne par 
l'expression 

A 

- M 

de plus on peut extraire de la suite m une telle suite р. г, f* 2.. . . . .que 
pour chaque valeur réelle de 1 

où 

Ц„-»-0О 

)еш^}Ы si 1>0 24 w 2*. w 

Л ы 2 ^ ы o ^ x > - W ( j i n 
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uniformément et absolument convergente. 

Théorème IV. Soient 

V W ) > К™' S s

i m \ P s

m = - m - H l , . . . + 4 = 2 , . . . ) 

les suites des nombres, dont ts

{m\ b s

m sont réels; supposons qu'ils vérifient 

les conditions restrictives suivantes : 

—m -h m (39) 

où a, J . et В sont des constantes positives. 
Soit fm (t) une suite de fonctions définies sur tout axe réel vérifiant 

l'inégalité 

v -Q 
Alors à chaque fonction F(t) d'accumulation généralisée de la suite 

•+-« -t-m 

—m —m 

on peut faire correspondre deux telles suites des nombres 

Ai, AS) . * • A 2 , . . • 

Théorème III. Si toutes les conditions du théorème I I sont vérifiées 
et si en outre 

—OO 

alors à chaque fonction F(t) d'accumulation de la suite Fm(t) on peut faire 

correspondre la fonction Ф(к) de façon que F(t) pourrait être représentée 

sur tout axe réel par l'intégrale 
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-m ~*~Q 

Or d'après l'inégalité 

\Ь?п)\<Апь ( r « - » . 

[qui résulte immédiatement des conditions (39)] on remarque que 

-Q -(Ç+Am) 
donc 

-t-(Q+Am) 

Par conséquent si 

alors 
-из 

^ J ' | ^ ( * ) | в « < 4 д а 

Remarquons à présent que 
-*-m 

dont \ j Х я , . . . sont réels, que F(t) peut être approchée en moyenne à l'aide 

des sommes 

У Ak e i h t м->оо 
- M < X Ä < A 

D é m o n s t r a t i o n . Envisageons en effet les fonctions gm(t) définies 
à l'aide des relations suivantes : 

— m 

On a évidemment 
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| Ѵ Х ^ Ф ( Х ) , A-»oo t 

M->oo * 
- M 

Ainsi, pour démontrer le théorème en question, il nous reste à prouver 

que Ф(Х) et une fonction purement discontinue. Cela aura sûrement lieu si, 

en fixant à l'arbitraire le nombre positif i , on pouvait trouver deux suites 

(en général infinies) X 1 ? X 2 , . . A ^ A 2 J . . . , de façon que pour chaque 

fonction cp (t) continue dans (— L, - f - L) on aurait identiquement 

Pour démontrer cette identité remarquons que 

+00 

OU 

8 2 = ' ^ e i / / » « ^ " ' * . 

Alors 
+00 + W / \ 

(40) gm(t) o o 2 & ( " ° e ' f t ü > m 8 s ) е** а т*'~~ 2 Л т -
„oo —m 

On a évidemment 

(41) 2 i ^ w 2 2»(M> е і Ь > я Л ^ c 2 1 ^ ( m ) I < 3 B a 

-00 ' —m — w 
En appliquant donc au cas actuel le théorème I I , on démontre qu'on 

peut construire la suite [л15 ( л 2 , . . . de nombres entiers et positifs de façon 
que pour chaque valeur réelle de X 

ИМЕН 1931 4 

E n appliquant donc au cas actuel le théorème I , on s'assure que la 

suite Fm (t) admet au moins une fonction d'accumulation généralisée et qu'à 

chaque telle fonction F(t) on peut faire correspondre la fonction Ф (X) à varia­

tion bornée dans chaque intervalle fini de façon que F(t) puisse être approchée 

par l'expression 
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OU 
(Л„->СО 

У Я , ^ " * si Х > ( ) 

si и > л > — ш 

et où 

• Ы — A W V « Ы > i * » * V A " ' V « 0**.) > и и * 8 Г В ' . 

-Un -V-n 

Cela étant, d'après le théorème V I du § 1 ou constate que 

(42) 2 В * Ы * ( И п > = / т Ю ^ О О ^ f <Р(«)^Ф«-

Reénumerons à présent toutes les A^n^ pour lesquelles 

! 4 J < X 

de manière à construire la suite A „ telle que 

Soient Х Р ) Ц п ; ^ les кш^ et correspondant à Âp On a 

évidemment d'après (42) 

(43) ~ 

p Hn->oo 

I l est aisé de voir qu'on a aussi 

+CÛ 
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de sorte que 
V f 
-i-m 

— w —w 

Envisageons les suites des nombres 

Pi î̂ n ' Pi f*n 
JJ.„-»00 JJ.N-»00 

bornés dans leur ensemble d'après ce qui précède. 

I l existe évidemment une telle suite p 1 ? p 2 , . . . extraite convenablement 

de la suite (л2,. . . que pour chaque valeur entière et positive de p on 

aurait 

(44) 
p n->co 

où л р , Др sont respectivement les valeurs d'accumulation des suites 

Remarquons maintenant que 

2 < 

< 
où £0 est le plus petit des nombres L \ a. 

On a donc 

С 36 2 I p j ^ V* 25 
#2* 

•+-Pn / + -Pn 

- P n -Pn 

<гИч/— — = — 

4* 

ce qui donne 
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OU 

S = ^ ABsJC' 25 

D'ici à l'aide du passage convenable à la limite (pour pri—»• oo) on 

trouve 

(45) 

Cela étant, fixons à l'arbitraire le nombre positif г et prenons 
l'entier h de façon que 

(46) 

alors 

(47) 

S ^ e . 
V'ir—3 max |<p(tf)|' -L<t<+L 

1 

JP=1 

Or de (43) et de (44) il résulte que pour chaque valeur fixée de e. 

и, Pn 0, 

vpn - 1 2 p̂. PU ? cv. p») - j 9 юda> w H 
On peut donc fixer le nombre entier nt de manière que 

(48) Upn + v?n<~ pour р » > р л , . 

De (47) et de (48) on tire donc 
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et d'ici, en remarquant que £ peut être fixé arbitrairement petit, on reçoit 

finalement 

со 

с. q. f. d. 
Si l'on applique au cas du théorème démontré le corollaire au théo­

rème I , on arrive à la proposition suivante. 

Théorème V. Si les conditions du théorème I V sont vérifiées et si 

de plus 

alors chaque fonction d'accumulation F(t) de la suite 

Fm (*) = 2 2 ^ У ™ f* (t - -

peut être représentée sur tout axe réel par la série 

-i~O0 

2 Bv <avt 

— OO 

absolument et uniformément convergente. 

Les théorèmes I V et V peuvent être présentés évidemment sous la 

forme suivante. 

Théorème VL Si ps

{m\ qs

{m\ T , ( W ) , %s

m
 vérifient les conditions du 

théorème I V et si dans l'intervalle (н- ЗАт, — ЪАт) on a 

-ьоо 

4©~2^(m)et'fc<üm*' 
—oo 

d'où, vu (45), (46), on conclut 
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OU 

2 ! ^ ( W ì i 2 = c = = c o n s t i **™m I = a i = c o n s t ' 
-oo 

alors à chaque fonction J 7 ^ ) d'accumulation généralisée de la suite 

-i-m -h m 

—w —m 

on peut faire correspondre de tels nombres В } л que Fit) peut être appro­

chée en moyenne par l'expression 

De plus, on peut construire la suite p1? p 2,. . . de nombres entiers de 

façon que 

Pn -Pn -Pn 

^Pn ^ P n " " * ^ ( i ) = l , 2 , . . . ) , 

où hj^ sont les suites des nombres entiers. 
Pn 

Théorème VIL Si toutes les conditions du théorème V I sont vérifiées 

et si en outre 
4-00 

2 l 4 ( T ^ < < D = const, 
—OO 

alors chaque fonction F(t) d'accumulation de la suite Fm(t) peut être repré­
sentée sur tout axe réel par la série 

2 V 
absolument et uniformément convergente. Bp et \ p vérifient les relations. 


