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SUR I’APPROXIMATION TRIGONOMETRIQUE DES FONCTIONS DANS
I’INTERVALLE INFINI

Par N. BOGOLIUBOV

(Présenté par N. Kryloff, membre de U Académze des Sciences)
PREMIERE PARTIE

§ 1. Dans ce paragraphe nous allons réunir quelques définitions et
théorémes dont on aura besoin pour ’obtention des principaux résultats du
présent mémoire.

Soit ‘

9, (@), n=1,2,3,...k...)

une suite quelconque de fonctions définies sur tout axe réel; si uniformement
dans chaque intervalle fini la limite

4 ¢
(1) lim f o, (t) dt = f o (1) dt

existe, alors nous dirons que la suite ¢, (f) converge vers ¢ (£) au sens géné-

ralisé ou que ¢ (f) est la fonction limite de la suite ¢, (f) au sens généralisé.
Silarelation (1) alieu au moins pour une suite spéciale v, vy, ... vz, --.

des valeurs de » (et pas, en général, pour toutes les valeurs de ») alors nous

dirons que ¢ (f) est une fonction d’accumulation de la suite ¢, (f) au sens

généralisé. :
Si, enfin, on a

t+1
@ [lety—s@p dt—0
t~1
—_ 93 —
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uniformement sur tout axe réel, nous dirons que la suite ¢ (¢) converge en
moyenne vers la fonction ¢ (f), ou que 9(f) est la fonction limite moyenne
de la suite ¢, (?).

Théoréme I. Soit f,({) (n=1, 2, 3,...k, ...) une suite de fonctions
définies sur tout axe réel et soit v, vg,...v,... une suite arbitraire de
nombres entiers positifs. Si & chaque nombre positif Z on peut faire corres-
pondre la suite v\, v, v{?, .. v ... appartenant  la suite v,, vy, Vs, . . -
Vg« - -, de fagon que la limite

lim f(?)

L)—) (o] V}CL)

(¢
vk

existe dans l'intervalle (— L, —+ L), alors de la suite n =1,2,3, ...k, ...
on peut extraire une telle suite w,, w,,. .. py,. .. quon a partout
£, O—r @),
" pp—>o
ou#f () est une fonction définie sur tout axe réel.

Démonstration. Soit v®, v®, ... v® ... la suite des valeurs
de n choisie de facon que la limite

lim f;;‘n(t)

v,(‘l) ->m®

existe partout dans l'intervalle (—1, +-1). Considérons la suite v,®,
ve®, . v ®, ... (appartenant & la suite v,@, v®, . .. v, ...) telle que
la limite

lim f,(7)
)

(
vy —>00

existe dans I'intervalle (— 2, + 2). En raisonnant ainsi on obtient la suite
VP v® v extraite convenablement de la suite S AR A
v, .. telle que la limite

lim fvip)(t)

vPs o0
existe dans I’intervalle (—p, —+ p).

. . —_— (1) —_— 8) .
Cela éta:nt, envisageons la suite p, = w®, p=v®, . .. p =v® .

appartenant a toutes les suites v,”. En remarquant & présent que

P, > P —> 00,
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on voit par conséquent que la limite

lim f“p @
Pp—>0
existe dans chaque intervalle (—p, +p), c’est-a-dire partout dans 1’axe
réel, c. q. f. d.
Comme simple corollaire de ce théoréme découle la proposition suivante:
Théoréme II. Soit v,, vy, ...v,, ... une suite arbitraire de nombres
entiers positifs.

Si & chaque nombre positif Z on peut faire correspondre la suite v¥,

Vo, w2, .. choisie de la suite v,, v, ... v,,... de facon que la limite

lim fv,(‘L) ®

v >0

existe uniformement dans l'intervalle (— L, -+ L), alors il existe une
telle suite (1., @,,... @y, ... de nombres entiers et positifs que uniforme-
ment dans chaque intervalle fini (de 1’axe réel) on a
=1,
Pf=> 0

ol f(t) est une fonction définie sur tout axe réel, uniformement continue
dans chaque intervalle fini. '

Théoréme III (généralisation du théoréme de Hilbert).

Soit
3) D, (1), ©,(t), Py(®), - .- Pp(),---

la suite des fonctions & variation bornée.
Supposons qu’a chaque nombre positif L on peut faire correspondre
de tels nombres positifs 4, et B, que

+L
(4) f]dcb”(t)}ngL; |, )| <B, (—ILgts+1L)
L

Alors il existe une telle suite &, fgy . .- P - - - de nombres entiers
et positifs que la limite
lim @, @)=2(

pg—>00
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existe partout et soit une fonction & variation bornée vérifiant les inégalites
+L
(5) [1ae®i<4,; |0)]<B, LeteaD

Démonstration. Eneffet quel que soit le nombre positif L,on s’assure
d’aprés le théoréme de Hilbert qu’on peut choisir la suite v, v° ), IS
appartenant i la suite arbitraire v;, v_,... v;,... de nombres entiers posi-
tifs de maniére que la limite

lim ® (L)O\) = (I)( 5 )

(L)—->oo
existe partout dans 'intervalle (— L, + L) et soit une fonction & variation

bornée vérifiant le inégalités
+L

J' ‘ dq)(L) ® l ..S__ 'A(L); , q)(L) (t)l .S._ B(L) (—LZt=L+ 1)
-z

Par conséquent, en vertu du théoréme I, on peut choisir une telle
suite (1, g, ... Pyg,... des valeurs de n=1, 2, 3,... %,... que la limite
im0, =20
existe partout. Or, d’aprés sa construction méme & (f) se confond dans

'intervalle (— L, -+ L) avec une des fonctions @, (@)

Par conséquent @ () est réellement une fonction & variation bornée et
vérifie les inégalités (5), c. q. f. d.

Remarque: Ce théoréme reste valable, bien entendu, si au lien
d’une seule suite ®;, ®,, P,,... ®,, ... on considére plusieurs suites

4)1, Q”..a(pk,-.-; f;,f;,... fk,.--; -..?17 ?3,.- qu,...Vél'i-
fiant les conditions analogues.

Théoréme IV. Soit f,(t) m=1,2,3,...k,...)la suite des fonc-
tions définies sur tout axe réel.

Supposons qu’ chaque nombre positif L on peut faire correspondre
un nombre positif 4 tel que

+L
(®) (it ar < 42
-L
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alors on peut construire une suite v;, v,,... v;,... de nombres entiers
et positifs telle que, uniformement dans chaque intervalle fini, on ait

12

4
[t @a—[roa,
0

VE—> 0

ol f(£) est une fonction vérifiant I'inégalité
+L :
[iropa<a,
~-L

Démonstration. Pour la démonstration de ce théoréme il suffit,
en tenant compte du théoréme II, d’établir l’existence d’une telle suite
WA VP L WP .. appartenant & la suite vi, vg,... Vg,... des valeurs
arbitraires de n==1, 2,... k,... que uniformement dans Iintervalle

(— L, -+ L) on ait

t t
| fun 0t — [ £, ),
0 0
ol f,,, (t) est une fonction vérifiant I'inégalité
+L
[ a0 < 4.
i

Or cela peut étre établi & I’aide du raisonnement suivant.
Par lasimple application de I’inégalité de Schwarz on arrive  1'inégalité

t”

I
(7) ‘ff;k(t)dt‘_-é_—_‘/(t”_t')j‘lka (t)l2 dt, (—L<t <L),
174 M
d’ot1 Von obtient

o d]<a, =D,
/



28 N. BOGOLIUBOV

ce qui montre que les fonctions
t
J 1 ®ai
0

sont également continues et bornées dans Iintervalle (— L, + L).
Par conséquent, d’aprés le théoréme d’Arzela, on s’assure qu’on peut
extraire de la suite v,, v,,... v;,... une telle suite v, vi°,... v, .

que uniformement dans P’intervalle (— L, -+ L) on ait
t
0

ol ¥ (t) est une fonction continue dans l'intervalle (— L, —+ L).
Remarquons & présent que si («,, 3;) sont des intervalles quelconques
appartenant a l’intervalle (— L, + L) qui ne s’empiétent pas, alors en

vertu de I'inégalité (7) on regoit

B: —_—
S|t @t <4, /Slg—el,
d’ott en passant & la limite on obtient
D, B)— T, @) <4, Y 2 bi—al.

Or cette inégalité nous montre que W, (@) est la fonction absolument

continue dans D’intervalle (— L, —+ L), de sorte que dans cet intervalle

17
¥, 0= [ f,0d
0

ol f, (t) est une fonction intégrable.

D’autre part de (6) on a

'n=+
L

® 5 ; Ufm(t)e I dt‘ Lfm(t)' it < 4.
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On a en outre

+L + 1

n7r n'ﬂ
fe z f(L) t)a’zf—-»fe Z f(,(t)dt
IL Whsoo —L

vu que
t

17
f f @) i — [ £t
0 ka -> 00 6

Par conséquent en passant & la limite dans (8) on arrive & I’inégalité

n=-+p

)L > U foy@)e’ T dt! <4

n=—=p -

valable pour chaque valeur entiére de .
D’ici & l’aide du raisonnement habituel on s’assure que fm (¢) est de

carré intégrable et que

+L
(1,001 a2,
-L

¢. q. f. d.

Théoréme V. Soit f,(¢), f3(®),... [, (%) ... la suite des fonctions
définies sur tout axe réel. Supposons qu’a chaque nombre positif € on peut
faire correspondre le nombre entier n_ de facon que

t+1

® [ Vtwty—t, ) de <
t—1

toutes les fois que m >n>mn,; alors il existe une telle fonction f(¢) que la

suite considérée converge en moyenne vers cette fonction.
Démonstration. Fixons en effet le nombre L arbitrairement grand.
On a d’apres (9)
+L
[IACE AU AL m

v
b3
v
&



30 N. BOGOLIUBOV

Par conséquent d’aprés le théoréme de Riesz-Fischer, il existe dans
Iintervalle (— L, + L) une telle fonction f(?) que

+L
[Iho—r@ra<@+1e 02 ng.
~L

Or, le nombre L étant arbitrairement grand, la fonction f(7) est définie
sur tout axe réel.

En passant donc & la limite dans la relation (9) pour m— oo, on
obtient ainsi la conclusion voulue, c. q. f. d.

Théoréme VI. Soit p, (z) (n=1, 2, 3,...) une suite de fonctions définies
dans un intervalle fini (a, b).

Supposons qu’il existe un tel nombre K que pour toute valeur de »
on ait

b
(10) {lae,@)| < K.

Supposons aussi que la suite p, () converge en chaque point de ’inter-
~valle (a, b) vers une fonction p (2) vérifiant 'inégalité

b
(1) [lap@| < K.

Alors, si p(x) est une fonction quelconque continue et bornée dans
I'intervalle (a, b), on a

Nn->C0

b b
[p@ do, @~ [ dp (o)

a
Démonstration. Envisageons en effet les points

[ b—a. .
gl=a+— G=0,1,2...m)
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et remarquons que

b Mo 41
(12) [r@ e~ Sp@) [ dr,0) =
a J=0 x5
=]m§ ﬁo@_m» dp,@) < Ko(*22),
=0 gz

oll w () est le module de continuité de la fonction p (2).
Or il est aisé de voir que (12) peut étre reécrite sous la forme

m

b m—
05) | [26) 30,0 — S 26) [0 010 — 0 @] <Ko (52)
a =0 ‘

Fixant & présent le nombre positif ¢ arbitrairement petit, prenons le
nombre m de fagon que

(14) Kw(b_a>__<_-i-

m

et prenons en correspondance le nombre positif n, de sorte que pour
tout n>n, on ait

€
102 (%)= ®)| < Grmax T @ (=0,1,.0.m).
alx<b

Alors pour chaque n > #, on aura

m—1

m—1
| 0@ [ea @) — 0] — 2@ (o003 —2(5)]
7=0 =0

€
S
Done en tenant compte de (13) et de (14) on regoit

m—1

b
(2@ de,0)— 3 @) — @) < T
a J=0

pour toute valeur (entiére) de % >n,.
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D’antre part on voit immédiatement que

Up(x)dp@)—}jp(x) [e o) —p @) | < Ko (25 ) < 3e.

Ainsi & chaque nombre positif ¢ on peut faire correspondre un tel
nombre positif », que pour tout n > n, on ait

b b
[r@dn@—[r@d@)| <

¢. q. f. d.

Théoréme VII (généralisation du théoréme précédent au cas de V'inter-
valle infini). Soit p,(), (n=1, 2,... k,...) la suite des fonctions
définies sur tout axe réel.

Supposons qu’en chaque point de cet axe la suite p, () converge vers
une fonction p (2).

8i les fonctions p, (%), p(¢) vérifient les conditions suivantes:

1°, & chaque nombre positif L on peut faire correspondre un tel
nombre K, que

+L +
f\d?n(t)l,_é_Kp fldp(t)iSKL m=12,...k...),
-L

2°, il existe un tel nombre 7, que

Ujp(t)dpn(t)llg—i ‘}Tp(t)dp(t)llgé =19 k...,
=T += T,

ol p (%) est une fonction définie sur tout axe réel, continue dans chaque inter-
valle fini, alors

f p(t) de, (O j PO )

n-—>co

Démonstration. Enfixant i V'arbitraire le nombre positif e, pre-
nons le nombre ¢ = T%.
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On a, en vertu des conditions du théoréme,

+00 -@Q
[le@de, 01+ [ @) de, 01 <5
Q -0

+00 -

Q
fll’(t) dp(t)i—r—flp(t) dp ()] < 5
Q %

Or en vertu du théoréme V, en y posant a=—@, b=+ Q (ce
théoréme est applicable au cas actmel va la condition 1°), on obtient
Pinégalité

+Q +¢
| [20de,0— [ 00 do()| <5
9 -Q

valable & partir d’une certaine valeur de n.
Par conséquent & partir de cette valeur de » on a

| T;’ @) dey (t>~+fmp<t) ap®)| <,

c. q. f. d. ‘
Théoréme VIII. Si o, g, = sont les nombres réels dont w est positif,

alors on a

. 2
bereo | sl 20 o2l <T
(15) 2 < - ) eu»k!:
wke ~ . : K
o =, sifg] =0, j¢|<—
©€ @
et aussi
+Cc0O e { 07 Si Iq\z2‘e\
sin Ae\? i)g
16 { ¢ dd=
( ) _°o< Ae ) { -—:—7 si lgl:o, !Elsl.

HIMEH 1931
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Démonstration. En effet on constate aisément que

sin wke )2 FOtk sin wke
Z [mke] —1+22[ ]coswkq.—-

k=—c0

(o] (oo} o o]
. cos wkg 1 cos ok (g4 2¢) cos ok (g —2¢)
=1+ kZI eBg T 2 {152_1 wikie? +kzl o¥fe? }

Or, comme il est bien connu,

2% :
i_}_cosmkw-—— 752 _.x__(..—é:_t_f)
- o' S 4

pour
=== @
Par conséquent si
O__<_=q§_-2£a 0§q+2e§—2§, q—2~s=_<_g§,

alors

RE S
sin wke ™) RLT L L q(To— “q)
kf-‘oo wke =1 Meetd T T 4& _

Y (amsy

2 |60t 4
1 3 (q-—2s) (-—-—-—-q+2e)
—_—-{ﬁmsez 4¢2 }20'

Dans le cas ou

4=0, 0<Le<2T,
on recoit

Z sin ke ]? T L 7 < cos ok 2¢
Toke - +6m252—_2 RE

kz=—oc0 k=1

=1+_’°_2____{

Bole? 6 wc? 42 oc

2 2‘“—_._(3_—25)}:1.
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Nous avons donc démontré la premiére partie du théoréme en questlon
dans le cas oll g et ¢ sont des nombres positifs.
Or, en remarquant que la fonction

+co .
AN (sm wks)seiqu
kA-l oke
=—c0

ne varie pas quand on change les signes de ¢ et de ¢, on conclut de ce qui
précede que la premiére partie du théoréme est établie dans toute sa
généralité.

La 2-me partie se démontre & 1’aide du simple passage 3 la limite-
dans la relation (15) pour w—>0.

§ 3, Les théorémes préliminaires de caractére tout a fait élémentalre
étant établis, on peut aborder & présent les propositions fondamentales de

ce mémoire.
Théoreme I. Soient

'c'(m), p‘(m) =—my —m+1,...4+m) m=1,2,...)

les deux suites des nombres dont p,™ peuvent prendre les valeurs complexes
qui vérifient les inégalités
A = >a> 0, [t | < dm, Z |2 P m < B,

1

{

ol «, 4, B sont des constantes positives.
Soint £, (t),(m=1, 2,...) la suite des fonctions déﬁmes sur tout

axe réel; supposons que ces fonctions vérifient I'inégalité

_I_Q.f £, ()] d < C = const
¢

pour tout ¢ > Am. . ‘
Alors a chaque fonction F(¢) d’accumulation généralisée de la suite

F, (%), ol
+m
F, ()= 0" f ¢ +7"),
—m

8¢
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on peut faire correspondre une telle fonction ® () définie sur tout axe réel,
a variation bornée dans chaque intervalle fini, que F'(?) peut étre approchée
en moyenne par I’expression

+A

s ) '\ x\

J et ao), M:z
-M

Démonstration. Montrons d’abord que la suite
F (f), m=12..%k..)

admet au moins une fonction d’accumulation généralisée.
A cet effet fixons & l’arbitraire un nombre positif Z et remarquons que

+L +m +L
[z, (t)("dt<\ L flf (¢ + =2 dt =
I
+m +m L'H'(m) L+Am
=" [ a0 iﬂdt<(—+1)2;p,<m>r [ Ittopar <
—m ~m _I+,gm) ~L-Am

2L 2L+ 24m 2L 2
Cette inégalité montre que les fonctions F,, () vérifient les conditions
du théoréme IV du § 1 et par conséquent elles admettent réellement au
moins une fonction d’accumulation généralisée.
‘Soit F(f) une fonction d’accumulation’ généralisée et soit v, v,,...

iy« la suite des nombres entiers choisie de fagon que uniformement dans
chaque intervalle fini on ait

t

J () dt— F(t) d.

Vgp—>CO

Cela étant, remarquons qu’on a

]‘Vk(t)"' \W vk wkst, ~2Aka<=t__§+2Avk,

-0
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-0l
+"Avk
T _
Wy = 5y, As(v") 4AFT f ka(t)e T8yt dt,
—2.{1\)),
de sorte que
+ o
(17) F (&) ~ N B ot — Ay, <t <+ Ay,
-0
olt
~ -
-BS(Vk):A,g(Vk)Z .p/r(vk) eq'wl‘?»r $ .

—ve
Par conséquent

+00

as) >

T

Or, en posant

SiD €0y S 1 (vg)
2L EOkS B (v
gwy S §

o1 <a, o Avy > e,

=

ﬁ Sln E.(.\)ks

E.(J)LS

on trouve aisément, en tena,nt compte du théoréme VIII du § 1,

+00 ) )2
1 Vi uu,,s-r }
3 meZon

u_+vk r=+Vg

2 > pt pr“"’{Em

U=—V =—V}

=S

sin :C\)kS
EWLS

ews |

2AB

€

on |

h)vk

Done, d’apreés (1 8)1on regoit

0 STRC
(19) 2 sin coxs p (v )é\/.‘zABCQ.

€07 s €

o)

{ sin smks |2 e‘ww(fﬁ"‘)—f(,”")) } _

37
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Soit & présent L un nombre positif et soit ¢, le plus petit des nombres -

1
I’ o,
On a évidemment pour
AV}.— > IEL "
10 Jsi 6 . [24BC
SIN w,S¢ :
(20) Y‘ B (vi) < Max |— kL B (v) < -2 \/ )
)smf,gr, $ ! [ZI<1 ‘Sln 2 ;o O)k-S'EL s l 5 €,

Cela étant, envisageons les fonctions

BM™  sia>0

Ogswk,<__)\

@2 e, W= B si0>A> — o,
BM > BMWsia<—w,

AZswp=<-wy
>4 siazo
0<sw<h
22 v, =] |4M si 0> 4> —wy,
A0 — 1409 si A< — oy,
ASswp< - o

qui sont évidemment & variation bornée et vérifient les inégalités suivantes
tirées de (19), (20)

+L e
ild‘l’vﬂ)K% \/2A:G, f‘dllf‘vk()\),é(}

(23)
f sineldlp. Ql 24BC . | |
el Vi )&< c 51 ‘si.~<=a’ Av,,ZM-

Les relations (23) montrent que les fonctions &, (A) et ¥, () vérifient
les conditions du théoréme IIL. Par conséquent de la suite v,, vy,... v, ...
on peut choisir la suite w,, uy,... gy,... de fagon que
(24) 0, N —>2(), ¥, N—>¥®,

Pg=>c0 Pp=> 00
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ot ®()) et W (A) vérifient les relations

+L “+00

[1aemi<s /242, (lav e <q

iy —co

(25)

-+00

J

-0

Sme-)‘dfb(l)‘g 24580 4 le] < a

€L €

En utilisant & présent le théoréme VI du § 1, on s’assure donc que

b b
(26) f &M, ) M ae )

a pp—>c0  a

quels que soient les nombres ¢ et b.
Cela étant, envisageons 1’expression

t+1 8 .
Et, s, 8,)= f ‘Z B oo gy,
t=1 8#=81
oll
W, = T
On a évidemment
-+00 . . Sg 3
., .,
E(t s, S,) <g§ (s—ll;—z> !EBS“‘") O 8 Ok “1 de =
-0 ‘ 8=81 ‘
36r-a, ~ ) +oosin.e 2wy (r—8)
__ 990 (25 T (1g) plof (r—s)t (______) iy (r—8)z
“2522& B e 7 ) ° LS
rm=8y 8=8y -—00
36 r=8g 8=89 ( )
. () B
<z~ 2B |8,
r=81 8=8;
lr—s|<vx

ott v, est le nombre entier le plus petit vérifiant 'inégalité

, 2
Yk>;,‘k7’
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Or on a

T=g 8§=8y S1+ Yk _ r=8g
( N (1) ]
S st of Sl o] S
T8y 8=8; r=8; “r=sy+2lyy,
lr—8l=1x
ol ] est le plus grand nombre entier vérifiant 'inégalité
5, +217, <8,
- D’autre part
r=s8y+2(p+l)yy r=s142(p+1) 1y r=sp+2(pr1) YL FIE (470 2
Z ‘B'r l:l < Z lA(Wc)’ 2 l\ p(p.)k AR 7T, <
r-s1+2p‘fk s=s1+2p YL res;t2py - P-Ir .

B >[4 2

r-s1+2p'rk oo —E

(.bk’l'

2(p+1 +p.
e +w{ Yk“’k’ "l \_@ { | (07) gt [81+(2p+1)vplTy; (o ")} otk ,ka)'
T wx’

2(p+l St
P vt Sk 36 2AB TS W’)Zc () 2
’a ?

_—__~ 340N p ) [ ~|<25 Ye®%
Tor ]

r=81+2p*rk —BE r=81+2p Yk

ot J, est le plus petit des nombres 1, 2a.
Ainsi

E(ta 8 sa) < 4(2—2‘)2 T g_%(g —-l-(ok’)i ‘_Ar(“'k)r,

=81
d’ol ’on tire

t+l

it 24B (u3)
f f ¢ dcbuk(l)‘ at<4(3) = 22 (20 ) D4 <
arop/<b
<8{¥,0)—¥,@}, 8= const.
En passant ici & la limite pour g, — oo on obtient de (24) et de (26)

23

IU '“dcp(x)‘ & < S[¥ B — ¥ (@)]-
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Par conséquent

t+1 A"

. 2
ffe“fdcp(x)‘ dt<ey, ot A"> N, ey,
t-1 A N>

car la fonction W (A) est, d’apreés la loi méme de sa construction, non décro1s-
sante et bornée.

Or, vu le théoréme V du § 1, la relation obtenue montre qu’il existe
une telle fonction o, (¢), de carré intégrable dans chaque intervalle fini, que

(27) ﬂ o, (¢ ‘“d(l)(l)’ d<e, -

A->co

Tout pareillement on s’assure qu’il existe une fonction g, (f) de carré
intégrable dans chaque intervalle fini telle que

i+l

28) |

0
. i2
%(t)——f e‘”dcb(x_)] dt <y, o -

1 M M-> o0
De (27) et de (28) on tire
t+l A \
(29) f ‘Px(t)""%(t)_"f ¢ dq)()\)‘ dt < 2 (5 +ny)

-1 ~-M

D’autre part, en intégrant la relation (17) et en présentant la série
sous la forme de I'intégrale de Stiltjes, on trouve

t+e l+e +o0 2
Sin e i At
Mf fﬁ () it = f( ~ )e d®,, (N
t~e t-¢

pour
——Apk+2e_§t=<=Ay.k-—-—2;,' '

ol ¢ est un nombre positif fixe < 1.
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En passant ici & la limite pour ., — co on regoit, en tenant compte
du théoréme VII du § 1,

(30) o f Tm att = f (S‘i‘ﬁ) A de0),
t-e t-¢

car

t t
prk #) di— f F(t) dt.
0 0

Remarquons a présent que

tve tre
4ezf f{cpﬁ-cpz—-f ’“dcp(x)}dtn
t-€ t-¢
tre e
= 4s’f f ?l+%"‘f ’ktd@{l)’ ar <
- f-e

t+e A .
1 i
g‘/-—z—;-mnj?im cpl+cp,———fM ¢ 7’al(b(?\)! at <
t .

—~&

i+l
1 gt sA HNy
Y h e ~[eannf as )/ 27
-1

C’est-a~dire que uniformement sur tout axe réel on a

t+e t4e A

ia | [l alae = [(S2) Maeny—o,
b - e
de sorte que
tee tee

A [l adanJ (2] otamer

t-5 t~¢
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En comparant cette égalité avec (30), on trouve

t+e tHe

4%2 f f{cpl—-f—%-——F} s =0,
t-€ t-¢
d’ott 'on conclut que presque partout on a
(31) ¢, + 9, — F=0.
De (29) et de (31) on tire finalement

t+1 A
i\t 2
‘”F@—fed¢m'&§ﬂ%+mw»&
1 A>c0

-M M—>co

ce qui montre que F'(f) peut étre approchée en moyenne par l’expression

A
f Maopy 42,
M

¢c. q. f. d.
Corollaire. Si les fonctions f,,(f), tout en vérifiant les conditions du
théoréme ci-dessus démontré, satisfont aussi & 1'inégalité
+Q
é%fmwwﬂ§D=wm, | (m=1,2...),
-@

(32)

ol @ est un nombre positif quelconque < Am, alors & toute fonction F
d’accumulation de la suite 7, (f) on peut faire correspondre une telle fone-
tion @ () & variation bornée que uniformement sur tout axe réel on a

+4A
f ¢M 4D (0) — F(t).
M A~>oco .
- M>o
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La. fonction @ (A) doit en outre vérifier la relation
+00
(32,) f 4@ ()| = fini.
—co

Démonstration. En effet d’aprés la condition (32) on constate
que les fonctions F,, (£) sont également continues dans chaque intervalle fini.

Par conséquent les fonctions d’accumulation généralisées, dont I’exis-
tence a 6té établie plus haut, sont dans le cas actuel des fonctions d’accu-
mulation ordinaires.

Soit F'(t) une telle fonction; alors en appliquant les raisonnements du
théoréme précédent au cas de la suite dérivée [’ (£), on s’assure qu’il existe
une fonction ¥, (A) & variation bornée dans chaque intervalle fini vérifiant
Pinégalité

24BD .

€

+Q0
: in <A N
(33) [1552d0,0| <

telle que uniformement dans tout axe réel on a

t+1 A
-M A>o

M-

D’autre part en vertu du théoréme I lui-méme, il existe une fonction
® () vérifiant I'inégalité

(35) f]sm “dcb(x)|<\/2 4BC

ainsi que la relation

m A
. 2
(36) IF(t) RPN ’ dt—>0.

-M Aoscoo
M->co
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Cela étant, d’apres (34) on conclut que
+00
{F(t-.-h)— F(t_k)} [ S 4o

—C0o

(87)

2

et de (36) on tire la relation (qui a lieu uniformement)
t+1 A
1 o) "INt s 2
(38) & [F(t+h) — Ft—1) -J ¢ sin \hd® (A)| dt— 0.

t-1 -M Ao
M>co

En comparant & présent (37) et (38) on trouve
AdD(A) =d®D, (7).

Or, quelle que soit la fonction «(Z), on a toujours

t+1 t+1 i+l
|u(ms__<_~;—f lu(®)]? dt+ 2 ‘/f | (6)]2 dtﬂu'(t);ﬂ dt.
t-1 i-1 t-1

Par conséquent
A tel
!F(t)—fe"“dcb(x} <5 [
-M #-1

Ft)— f’“dd)()\)‘zdt—f—

+2‘/ T (t) — j oo dtfl F () — fAe“*mcp(x)rdt,
e

1 M -M

et d’ici & l'aide de (84), (36) on s’assure que uniformement sur tout axe
réel on a

A
f ¢ d® () — F(1).
-M ‘ A—>c

M-—>co

La relation (32,) découle immédiatement de (33) et (35).

Remarquons aussi que le théoréme I de ce § ainsi que son corollaire
peuvent se présenter respectivement sous la forme suivante des théoré-
mes II et III.
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Théoréme IL. Sip™, =™ vérifient les conditions du théoréme I et si
dans V'intervalle (-~ 2 4m, — 2 Am) on a

+00 '
fm (t) oo 2 Ak(m) e‘l,k wmt,
-0
ol

+00
2 |42 < C'=const |w,,m| < o, = const,
alors & chaque fonetion F(#) d’accumulation généralisée de la suite
+m
F, )= 2 M, -+,
—-m

on peut faire correspondre une telle fonction & variation bornée (dans chaque
intervalle fini) @ (\) que F'(¢) pourrait &tre approchée em moyenne par

I’expression
A

f IO 0);

M

de plus on peut extraire de la suite m une telle suite p.,, @, ... p,,...que
pour chaque valeur réelle de A

(DM A —o),
Bp—>00
ol
+ihn Pen)
ZA(P-n 210 (1) gieoys,, ko P si A>0
0gkoy,, S T o
+Hhn
o, =14 O(IJ-n) Z p) si 0 >A>—o,
=Mn
A(P-n Zp(un)_z A(P-n 2‘ p(”" ¢ Mnk"’s( )si A< —w,
-tn )‘<k“’}l-n<-‘”}* ~Mbn - o
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Théoreme III. Si toutes les conditions du théoréme II sont vérifiées
et si en outre

-+00 .
2 | 4,™ 2 Fw,? < D = const,
—co

alors & chaque fonction F'(f) d’accumulation de la suite ¥, (¢) on peut faire
correspondre la fonction ®(2) de fagon que F'(f) pourrait &tre représentée
sur tout axe réel par I’intégrale
-+00
f el')\t d® Q)
~00
uniformement et absolument convergente.
Théoréme IV. Soient

m
Ts(m)’ 83( )3 g:(m), pg(M) (s=—m —m=+1,... +m), (m=1, 2,...)

les suites des nombres, dont <™, 3 ™ sont réels; supposons qu’ils vérifient
les conditions restrictives suivantes:

+-m
Ta— > || < Am, 2" 'm<B
—m
(39) o
$m—3">a, |8 ‘""j < Am, g,"™ |'m <B,
—m

ol «, A et B sont des constantes positives.
Soit £,, (f) une suite de fonctions définies sur tout axe réel vérifiant

I’inégalité

+Q
s | 1O @0
-9
Alors & chaque fonction F'(f) d’accumulation généralisée de la suite
+m —+m
F, ()= 2 2 p,™q ™ f, (t 4+ 7,™ 4+ 5,™)
—-m —m

on peut faire correspondre deux telles suites des nombres

4,, 4,,... Ay Ay
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dont A, A,,... sont réels, que F'(7) peut étre approchée en moyenne & ’aide
des sommes

S‘ A, M Mo
)

_MS<A A—>co

Démonstration. Envisageons en effet les fonctions g, (f) définies
a 1'aide des relations suivantes:

In@® =D ¢, f,(t+3™).

On a évidemment

50 f;gm (o) dt<2 |g,<"'>}2 Qf |y (3.2 dt,

Or d’aprés ’inégalité
| 13,09 < dm = ... +m

[qui résulte immédiatement des conditions (39)] on remarque que

+Q +(@+dm)

[ a3 at < (1, o)
donc ¢ R

+(Q+4m)
. f lom @ dt < B2 [ |£, )
—(@+4m)

Par conséquent si
Q> dm,
alors
+Q

%@ J |9, ®)|* dt < 4 BC.
)

Remarquons & présent que

+m
m(t Z P :(m Im (t —+ ’px(m))'

—m
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En appliquant donc au cas actuel le théoréme I, on s’assure que la
suite ¥, () admet au moins une fonction d’accumulation généralisée et qu’a
chaque telle fonction F(¢) on peut faire correspondre la fonction ® (1) & varia-
tion bornée dans chaque intervalle fini de fagon que F'(¢) puisse étre approchée
par |’expression

+A

A
[eMawn), =2
-M

Ainsl, pour démontrer le théoréme en question, il nous reste & prouver
que @ (A) et une fonction purement discontinue. Cela aura sirement lieu si,
en fixant a D’arbitraire le nombre positif Z, on pouvait trouver deux suites
(en général infinies) A, A,,...; 4,, 4,,..., de fagon que pour chaque
fonction ¢ (¢) continue dans (— L, —+ L) on aurait identiquement

+L oo »
j 0 Ao (=N 4,90, (—LS)p <+ D).
-y P‘“

Pour démontrer cette identité remarquons que

+00
fu@ = 4" &Pont - — 3 4m <t <+ 3.4m,
m o Ok

—C0
ol
+3Am
™ th g, t
op =g A = [ f, 0 F Ot s
—3A4Am
Alers

-+C0 “+m . ) . )
(40) 9 (t) NZ (Ak(m)z qs(M) ezku)mas(’” ) eik“mt,.._ 2Am__<__t§+ 2 Am.
—00 -
On a évidemment
(41) S‘]A(m)z (m) zkmm
En appliquant donc au cas actuel le théoréme II, on démontre qu’on

peut construire la suite ., (1, .. de nombres entiers et positifs de fagon
que pour chaque valeur réelle de A

~( )|2 s(m)‘< 3RBC.

HMEH 1931
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o, W—> (),
P >0
ol
Nl s a>0
e q T
Oé]cwﬂné)‘
®, W= B®M s 0>r>—u,
B — N gl s L —w,
)\<kw Lo "
et oll
& k P-n) k3 (I-‘-n?
(l-‘-n (P-n)z p(ﬂn '“l’p, Te Z g, (1*n) 07"”1.:, 00,
—Hn —Hn
Cela étant, d’apres le théoréme VI du § 1 on constate que
+L +L
4 S B kae,)— fcp ®d0, @) — ot dow.
[keoy, |SL o ~> 0O -L

Reénumerons a présent toutes les Ak(“”) pour lesquelles
‘kmunl <L

de maniére a construire la suite 4, w, telle que

iA]", Hnl ZlAZ“’], P-nl'

Soient 7\1, . Bp’ up, 108 ko, et B correspondant & Ap‘ by ON 2
évidemment d’apres (42)

+L
(43) 2 BP P~n Pa P-n)_-’ J ?(t) ae (t)

Mp—> 00 -IL

I1 est aisé de voir qu’on a aussi

EIANM =-.£| I-‘-n)’2<(7
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ce qui donne

C
l Apa P-n} = 7’
de sorte que

| Byl = \/— N Ip ’”’IZ 'cz“*"’1<313\v

Envisageons les suites des nombres

A : B
Py B’ Dy ton
Pp—>0 P —> 00

bornés dans leur ensemble d’aprés ce qui précéde.
Il existe évidemment une telle suite p,, p,,. . .extraite convenablement

de la suite @, w,,... que pour chaque valeur entiére et positive de p on
aurait
(44) Ay o™ Pp> By 6™ 4ps

Pn—>0 Pn—>00

ol 7\p, Ap sont respectivement les valeurs d’accumulation des suites

()\10, lJ'n)7 (Bp, un)'

Remarquons maintenant que

+0n
ZIB an|_\/C 2 IZ (bn) gilep, ™ (Pn) {Vq(p,,) ¢ a(p,.)

p=k {2anI§L —fn {2mpnl<L ~bn

<

lwo

+
C, Sln lo)p ) (Pﬂ) q,lu)p pn)2 <Sln pr EO) [V (Pn) zlw
iy S S e S
—fn - —Fn

ol g, est le plus petit des nombres L™,

On a donc
C 36 = i = & (p)z T
EIB:pn\_— ‘55" 2!108"‘@_—?0 E!Q " é
pzk —Pn fn —fn
36, /C 24B__ S
gzg 7 % —-—k—)

4%



52 N. BOGOLIUBOV
ol

'1____72 .
S=g5 4B VO

D’ici 4 V'aide du passage convenable & la limite (pour p —> o0) on
trouve

W S
(45) Dl4,< 7
p=k

Cela étant, fixons & Darbitraire le nombre positif ¢ et prenons
V'entier &, de fagon que

(46) —_ _g _'—“—t’ :
VR omes®)
alors
ke 1
(“7) 12 P fn ?(xp, pn) _Z Bp, on® ()‘p, Pn) l-‘—<- 3 ¢
p=1

Or de (43) et de (44) il résulte que pour chaque valeur fixée de e

ke ke ,
- N\
uPnE z BP7 PnCP(APa Pn)__—z AP(PO\P) l_’ 0’
p=1 p=1 P> 00
.+ L
0, = EB,M(Z,M jep(t)dcb(tl—»o.
o —> O

On peut donc fixer le nombre entier #_ de maniére que
(48) U, v, < :;T pour pw > pm,.

De (47) et de (48) on tire donc

[fcptdd)(t)—-—\A 0 0,)| <2
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d’oll, vu (45), (46), on conclut

<s

+L
'f(p(t) ad (t) —
-1

et d’ici, en remarquant que e peut étre fixé arbitrairement petit, on regoit
finalement

ftp t)dd)(t)_.\ A,90,),
p—-l
c. q. f. d.
Si I’on applique au cas du théoréme démontré le corollalre au théo-
réme I, on arrive & la proposition suivante.
Théoreme V. Si les conditions du théoréme IV sont vérifies et si
de plus

-+
1 .
50 f \f,, OB dt <D (Q= Am),

alors chaque fonction d’accumulation F'(¢) de la suite

-“+m —+m
F @“‘Z N pmgef (,g_k,c(m)_*_g(m))

-m —~m

peut 8tre représentée sur tout axe réel par la série

-+CO
Z B, ¢ v
—00

absolument et uniformement convergente.
Les théorémes IV et V peuvent étre présentés évidemment sous la

forme suivante.
Théoréme VI. Si p™, ¢™, =™, 3™ vérifient les conditions du

théoreme IV et si dans l’intervalle (—- 34m, — 34m) on a

-+00
fm (t) o Z Ak(m) 6ik0)mt,
—~0c0
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ou
+00
2 | 4,2 < C=const |w,m|<a, = const,

~0
alors & chaque fonction F'(¢) d’accumulation généralisée de la suite

+m +m
=S S 5 7
-m —m

on peut faire correspondre de tels nombres B , que F(t) peut étre appro-
chée en moyenne par [’expression

N Dyt
:}d Bp ¢'p Ao,
~M .__<_)\ <+A M-
De plus, on peut construire la sulte 01y 24,- .. de nombres entiers de
fagon que
() O o Ko, ) ) (o) it 3o
P ) 1/]\ 8 )
Ak(p) lps " Z » —B,
fn —Pfn —Pfn
{(p)
Ko Con ™ My p=12...),

ou kpg’) sont les suites des nombres entiers.

Théoreme VII. Sitoutes les conditions du théoréme VI sont vérifiées
et si en outre

+o
4™ w,? < D= const,

alors chaque fonction ¥'(f) d’accumulation de la suite F,, (f) peut étre repré-
sentée sur tout axe réel par la série

absolument et uniformement convergente. Bp et 7‘,, vérifient les relations.



