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Пусть ßGLloc(R") и д > 0 почтивсегдав R". Говоря далее о плотности д, 
мы всегда будем предполагать эти условия выполнимыми. Пусть flCR"- огра­
ниченная область. Определим потенциал Ньютона Uß' п области £2 с плотностью д, 
положив 

U^n(x) = fß(y)E(x-y)dy, 

где 

Е(х) 

1 
- — In | х |, если п = 2, 

2ст 
Cnl \х |" ~ 2 , если п > 2 . 

Обратную задачу теории потенциала Ньютона с переменной плотностью д можно 
сформулировать следующим образом. Пусть £2Ь Î22 С R" - две ограниченные об­
ласти такие, что 
(1) tfM.ni =Uß,at н а с ^ U Й2). 

П р о б л е м а 1. Влечет ли равенство (1) совпадение областей, Sli = Çl2t 
В такой общности ответ на проблему 1 отрицательный; в случае д = const 

очевидным примером неединственности являются соответствующие концентричес­
кие шар и шаровой слой, в случае произвольной плотности д см. [1]. Поэтому разум­
но ограничить класс допустимых областей. 

П р о б л е м а 2. Выделить классы областей в R", для которых (1) влечет 
равенство S2a =£22. 

Начиная с работы П.С. Новикова [2], проблема 2 стала объектом многочис­
ленных исследований [3—6] (этот список ни в коем случае не обзор по данной 
проблеме). В [2] было доказано, что совокупность звездных областей относитель­
но некоторой точки R" является классом единственности для плотности д = 1. 
В дальнейшем этот результат был обобщен также на некоторые классы плотнос­
тей д, отличных от константы. 

В связи с этими исследованиями интересно рассмотреть следующую: пробле­
му. Назовем семейство областей B R " у н и в е р с а л ь н ы м к л а с с о м е д и н с т ­
в е н н о с т и , если для любой плотности д равенство (1) для пары областей из дан­
ного семейства влечет их совпадение. 

П р о б л е м а 3. Найти универсальные классы единственности областей R". 
В [6] мы показали, что семейство выпуклых областей R", содержащих еди­

ничный шар и содержащихся в концентрическом с ним шаре радиуса -у/27является 
универсальным классом единственности. 
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В этой работе мы предлагаем критерий того, что семейство областей является 
универсальным классом единственности. Хотя наш критерий имеет довольно абст­
рактный характер, в ряде конкретных случаев он все же позволяет проверить свойст­
во универсальной единственности. 

Пусть S2 С R" - ограниченная область. Обозначим: й(£2) С С2(£2) - под­
пространство функций, гармонических в £2; #(£2) — замыкание h(£l) в L2(Sl). 

Пусть Ùlt П2 C R " - ограниченные области. Назовем области £2Ь £22 р а з ­
л и ч н ы м и , если совокупность из двух областей П1 и £22 является универсаль­
ным классом единственности. 

Т е о р е м а 1. Две ограниченные области £2Ь £22 C R " , Î2j Ф Çl2 разли­
чимы тогда и только тогда, когда существует функция и G H(Q1 U 122), и Ф О, 
такая что 

и<0 на 0,л\£12, 
(2) 

и>0 на Œ 2 \ î2 i . 

Т е о р е м а 2. Существуют два неразличимые ограниченные области Çllt 

£22 CR 2 , 12 ! =££22, звездные относительно начала координат. 
З а м е ч а н и е 1. Как будет видно из доказательств, принадлежность д G 

С Z,2oc не является принципиальной. Можно поставить аналогичные вопросы для 
плотности р, принадлежащей другим пространствам. 

З а м е ч а н и е 2. Теорема 2, в частности, показывает, что класс плотнос­
тей ß, для которых теорема П.С. Новикова [2] остается в силе, вообще говоря, 
ограничен. 

Л е м м а 1. Пусть Î2j, £22 С R" - две ограниченные области. Равенство (1) 
выполнено тогда и только тогда, когда для любой и ЕН(Пг U £22) 

fupdx = / ußdx. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как для любой точки х0 G C(S2 i U £22) функ­
ция E(x - x0) является гармонической в S2i U Ï22 функцией, гладкой на замыка­
нии Î2j U £22, то импликация "только тогда" следует. 

Предположим, что (1) выполнено. Пусть v С A(S2t U Î22). Из определения 
пространства й следует, что функция v допускает продолжения с множества Çli U 
U Î22 в R" до функции ÏÏGC2(R"), финитной в R". Таким образом, 

v = Е*Av. 

Так как supp Av G C(S2a U S22), то из (1) следует равенство 
fvpdx = fvpdx. 

Так как пространство Н является замыканием пространства h в Z.2, то имплика­
ция "тогда" следует. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Предположим, что для некоторой 
функции и G H(ßi U £22), и Ф 0, неравенства (2) выполнены. Из этого следует, 
что для любой плотности \х 

f up dx < 0, / updx, 
^Лп1 пг\п1 

причем поскольку иФо, то одно из последних неравенство строгое; следовательно, 
fupdx< Jupdx. 
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Таким образом, согласно лемме 1 области £2j и П2 различимы. 
Обозначим: К С Z2(£2i U J22) —выпуклый конус функций и, удовлетворяю­

щий неравенствам (2). Предположим, что К П //(Œj U Г22) = 0. Тогда (см., напри­
мер, [7]) найдется гиперплоскость коразмеренности 1 Z С Z,2(Î21 U S22) такая, 
что H(Ù1 U J22)CZ,, L С\К = 0. Пусть vEL2(ßi U£22) — ненулевой вектор, орто­
гональный L. Можно считать, изменив, если необходимо, знак v, что v ф -К. Это 
значит, что существует множество А С (fij U £22)\ (ßi П £22) положительной ме­
ры Лебега такое, что i> < 0 наЛ П Î 2 b У > 0 на А П £22. Можно предположить 
без ограничения общности, что mes (Л О £2,) > 0. Допустим, что найдется множество 
В С Q,1 \ 0,г, mesB > 0 такое, что и > 0 на В. Тогда для некоторых а,Ь>0 функ­
ция v = ах(А) + Ь\(В) ортогональна v. Таким образом, vEL, vGK, что противо­
речит тому, что L Л К = 0. Итак, мы доказали, что v < 0 почти всюду на £2j \ £22 • 
Аналогично р > 0 почти всюду на fi2\^i-

Положим 
\ -v на £2j\£22, 

I j» на S22\S2i 

и доопределим д произвольно до некоторой плотности в R". Для определенной 
таким образом плотности р. справедливо равенство (1) и, следовательно, облас­
ти Î2j и Î22 неразличимы. 

Теорема 1 доказана. 
Для доказательства теоремы 2 нам потребуется следующая лемма. Обозначим: 

Вг С R2 — круг радиуса г с центром в начале координат, Sr = ЪВГ. 
Л е м м а 2 [8]. Пусть "и" - гармоническая функция в Вх, непрерыв­

ная в В1г и(0) = 0, и \s = / . Предположим, что функция / меняет знак на Sj 
к раз. Обозначим 

Gu = \хЕВи и(х)> 0 | . 

Тогда 
mes Gu > С{к), 

где константа С(к)>0 зависит только от к. 
Л е м м а 2'. Пусть "и" - гармоническая функция в Вг, непрерывная 

в Вг, х0ЕВц2, и(х0) = 0, и \s ~f. Предположим, что функция f меняет знак 
на Si k раз. Тогда 

mesGu > С'(к). 

Лемма 2' сводится к лемме 2 после дробно-линейного преобразования кру­
га Вх в себя, переводящего точку х0 в 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Пусть А, В С R2 - какие-либо две 
звездные относительно начала координат области, удовлетворяющие следующим ус­
ловиям: 

а) A U В = Вх, 
б) В1/2 ПА Ф ф, В1/2 Г)В Ф ф, 
в) cardSj ПдАПдВ = 2, 
г) mes В < С'(2), где С'(2) — константа леммы 2', 
д) mesi Sr Л А Л В < С{\ -г), для любого г < 1 и некоторой положительной 

константы С 
Докажем, что области Л и В неразличимы. Предположим противное. Согласно 

теореме 1 это означает существование гармонической в кругеВх функции« ЕL2(BX) 
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такой, что 
u < 0 на А\В, 
« > û на В\А. 

Из условий б) следует, что существует х0 &Вц2 такая, что и(х0) = 0. Обозначим: 
иг =их(А П5) , Ui=u — Ui, 
fr = " l l s r , gr •= U2 \Sr. 

Так как ux EL2(ßi),jo из д) следует существование последовательности гп < 1, 
/•„ -*• 1 при и -> °° такой, что 
(3) / | / , |ds ^ 0 при и->°°. 

Пусть и„, и„ — решение задачи Дирихле, 
Дм„ = 0 в 5Г п , u„ | 5 г п = gffi, 
Ди„=0 в ЛГп, vn \Srn = / , n . 

Из (3) следует, что vn -*• 0 при и -+ °° равномерно в любом круге Вг,г< 1. Из в) 
следует, что #Гп меняет знак на Sr ровно два раза. Поэтому, применяя лемму 2' 
к функциям м„ и переходя к пределу при п -*• <*>, получаем, что 

Gn > C ' ( 2 ) . 

Последнее неравенство противоречит г). 
Теорема 2 доказана. 
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