
•брано. Положим 6 < p m - i - 7 - Тогда из (32) получим u(f, х')^ 
т 

^ ехр £ ~- 2 Уг J , откуда и вытекает утверждение теоремы. 
С л е д с т в и е . Условия регулярности граничных точек для уравне­

ния (1) и уравнения теплопроводности Аи=щ совпадают. 
З а м е ч а н и е . Рассмотрим в ограниченной области DczRn+i сле­

дующее уравнение: 
п 

LiU=<ft(t, х) [ £ <*ik(t, x)ux.Xk—Ut\+ifz(t9 x)Lu+ 
i, k=i 
n 

+ Hdi(t, x)ux.+c(t, x)u=0, 
2 = 1 

где L — эллиптический оператор размерности (я+1) с ограниченными 
коэффициентами. Пусть выполнены условия (3) —(7) , кроме того, 
<р2(/, х)^Ь2(гР)а, а ^ 2 . Тогда теоремы 1 и 2 для эллиптико-параболи-
ческого оператора Li сохраняют силу. Они могут быть доказаны по 
приведенной выше схеме. 

Автор выражает благодарность проф. А. А. Новрузову за постоянное 
внимание к данной работе. 
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УДК 517.956.227 

П. А. МИШНАЕВСКИЙ 

ИЗУЧЕНИЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА 
ВТОРОГО ПОРЯДКА В ОБЛАСТЯХ 

С Б Е С К О Н Е Ч Н О Й Г Р А Н И Ц Е Й С П О М О Щ Ь Ю 
ОПЕРАТОРНОГО У Р А В Н Е Н И Я Ш Т У Р М А - Л И У В И Л Л Я . I 

В настоящей работе показывается, что исследование основных крае­
вых задач для эллиптического оператора второго порядка в областях 
с бесконечной границей сводится к исследованию соответствующих 
задач для операторного уравнения Штурма — Лиувилля в нецилиндри­
ческих областях, рассмотренных ранее в [1, 2 ] . 

Результаты, полученные здесь, позволяют, например, во второй части 
этой работы легко получить для соответствующих краевых задач прин­
цип предельной амплитуды и теорему о спектральном разложении по 
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собственным функциям, которые являются решениями задачи рассея­
ния, для более широкого класса областей, чем это было сделано до 
сих пор. 

§ I. СВЕДЕНИЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА 
К АБСТРАКТНОМУ ОПЕРАТОРУ 

ШТУ Р М А - Л ИУ В И Л Л Я 

Пусть / — эллиптическое дифференциальное выражение второго по­
рядка: 

N 

1и= — 2 2>i{aij2)jU)+Q(x)u, 2>j=~ V ^ T b j , 
i, i=i a X j 

x6Q, Q — область с бесконечной границей в RN, N^2. Наложим основ­
ные ограничения на коэффициенты ац(х), bj(x), Q(x) и область Q: 

1) функции aij(x), bj(x) вещественны, а^(*) 6С 2 (Й) , bj(x) 
ац — а^х для всех х б й и любых комплексных чисел (h, ...,£N): 

N 

di\l\2^ S ^ijlilj^d2\l\2

y где di — положительные постоянные, \l\2= 
i, j=l 

= f iS i l 2 ; 
1 

2) a«(*)-e«=O(|*|-°-*'0. -^-=0{\х\-1-°-Ьц), a > 0 , hi}^0t, 
s < M | * | > 1 ; 
д2а-

3 ) ~ d x i i 7 = 0 { \ x l ~ m i i ) ' 1 < t - ' 1>*>'<м> w » i ; 
aQ(x) 

5) существует m, 2^m^N-\-\, такое, что область Q удовлетворяет 
при достаточно большом R, R>0, одному из условий: 

a) Qi(R) = Q П {(хи xN) б Д " | Ц х 2 ^ # 2 } s _ f ^ ) е 

1 
JV m - l 

6 ^ 1 ( 2 > * ) « / ( Б * * ) ' • } , о < / 0 < 1 ; 

4) Q W = Q i W + Q * W , Q < W e L f o c ( Q ) , i = l , 2 , 3 - ^ i - i - 6 L 2 o c ( Q ) , 

6) Qi(tf) s { . . . , xN) 6 R*\( £ * 2 ) s£ d ( l n k ( ] / I I *2. ) ) 2 P ° } r. 
m l 

p o > 0 , £6Z, / ^ 1 , Q ^ Q i ( ^ ) , lnfe(^fe)=0, где для любого целого 
\пк(г) = In (lnft-i(г)), 1 п о ( 0 = г » a в условиях 2 ) , 3 ) : ftij^O, 1 ^ ' , . 

/ < m — 1, m < i , j ^ ' l < i < m — 1, m < / < t f ; Л -̂ = 

Т е о р е м а 1. Я/ш выполнении условий 1), 2), 5) существует С-
диффеоморфизм Г - 1 , переводящий R* в себя, и связанный с ним уни­
тарный оператор U, UL2(Q) =L2(H(r), (а0, оо), dr), такой, что UIU~L 

имеет вид, изученный в [1, 2], а именно 

UtU-*=J=-d(p-*(r)d)+2Co(r)d+A(r), д=дф- у-1 Ь(г). 

Если выполнено, кроме того, условие 3), то Г будет (^-диффеоморфиз­
мом. Здесь {0} в случае a ) , R*r =R*—S™<-2(ck) xRN~m+l

y 

если выполнено условие б) , где Sm-2(R) — (m—l)-мерный шар радиуса 
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т—1 

R с центром в начале координат, т. е. для x£R^ X I я2, ^ с 2 , в случае б);, 

а - / °' 3 ) 

а 0 = = I *\ * 
I ск, б) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Без ограничения общности можно считать, 
что aijBC2(RN), а условия 1)—3) выполняются для xGRN. 

Введем теперь ортогональную систему криволинейных координат 
(г, т|2, T]iv) = (r> ч)> связанную с декартовыми прямоугольными сле­
дующим образом: 

l/i = r-iCOST|2, ^i = ri Sin Tl2 . . . COST)t+i, Ут-1 = 

= r i s i n r i 2 , s inr im- i ( m ^ 3 ) , 

Ут=Г2cosi\m+i (ym=r2, m=N), . . . , yN=r2sinT}m+i... s inr\ N \ 
0 ^ г } г ^ 2 я , i=m— \9 N; O ^ T j t ^ j t , 2^i<^m—2, 

m - l iV 

m + l ^ i < i V - l ; / * = г * ( у ) = 2 : ^ , r 2 _ r 2 ( f / ) = 2 « / 2 > 

1 m 
причем в случае a) r 2 = r ' ° t g r ) w , r 2 + Z o r 2 = r 2 , r ^ O , т. е. п = ф г ( г , t g T | w ) , . 
/• = 1, 2 ; а в случае 6) r 2 = (In* ( r i ) ) M g i r i m , f i ^ C f c , 

n 

2 J й^г(х)ёх+р0г1=2К(п)+р0г1=Р=г^(г), 
ck 0 

k „ „ 
P C ) = П lnj(r), r > 0 , r > c f t , г, = ф,(г, tg T | m ) = q>,(r, t g rb ) ; 0 < r i m < 

l 
jt я d-ti 

< — е с л и tn = N у то |T | m | < — ; y = Я (т|) g~2 ( r , rim), где Я (rj> 
2 2 a(r, т|) 

r r m - H - / 0 ( i V - m + l ) 
от г не зависит, a g~ 2 (r, r)m) = * , / 2 2 v в случае a), f^2 (Л t |m) = У P (r) (1 + * (r)) g r 2 (r, rim) 

r p ( r ) P ( r 1 ) ( l + * M ' - K ~ 1 (ln f e (г,))" 

c ? ( P c - i ) ) a +p§ i ) 
r dp(r) в случае б) , <,(r) = Щ г ) ^ . 

Обозначим через S^-i следующее множество: 5 ^ _ 1 = i ? J X 5 m _ 2 ( l ) 
X S ^ ( l ) , где # J = (0, oo) , если тфЫ, /?* = (—oo, oo) , m = iV. Тогда, 
(i]2, . . . , r i i v ) задают систему криволинейных ортогональных координат 
на S £ - i . Для | = (go, . . . , Ы 6Sjr-i; g 0 = tg r jm, gi = cos r ) 2 , . . . , U - i = 
= sin т ] 2 . . . sin T ] m - i , . . . , l N = sin T ) m + i . . . sin т ^ . 

Определим дважды дифференцируемое отображение S R^ в себя 
следующим образом: a) Sy=x(r{y), 1(у))\ б) Sy=x(r(y), 1(у)), где 
Ш ) ^ - 1 , Ъ(У)=Уг/г1{у), Ыу)=Уг/г2{у), m^i^N, 
b(y)=r2{y)/rl*(y) в случае а) , £ 0(#) =r2(y)/(lnk{гi(у)))*• В случае б), 
a g) и x(r, I) являются решениями систем дифференциальных урав­
нений 

т—1 N 
( Ц aijXj+loJ^aijXj)r 

1 т 
df т—1 N т—1 N 

( 2 а г ^ г Х ; - + / 22-aijXiXj + 210 2 2] flij^j) 
1 m 1 m 
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dxt 

~4т 

m—l N 

i 

€ начальными условиями: 1)=щ(1, l0)h, l ^ i ^ m — 1 , ^ ( 1 , I) = 
= Ф 2 ( 1 , ^ О ) ? Ъ m^i^N, Ids*-1. Отсюда получаем: 

m—l N 

i m 

6) ^(x(f, 1))=2К(п(х))+р0г\(х)='гЦу). 
Л е м м а 1. Пусть (г, ц) — координаты, точки y£RN, x—Sy. Тогда 

а (г, r\) dx(r, г\) а (г, т}) dx(x, г\) 
dy т 2 dy 

Г 

ехр{ J f{s, n))ds] , 

m—l N m—l N 
}(s, Л)б^(0, oo), где a(r, x\) = £ a^XiXj+l^ а « д : , ^ + 2 / 0 23 Z а«*<* * 

1 m 1 m 

в случае а ) , а (г, г)) = а 0 ( / \ г ) ) / [ £ ( * ) (1 + Ч>'(0)] 2 . М ' . г\) = 
m-i N m-l N 

= 2 ^ ^ j ( P ( r i ) ) 2 + p 2 2 а^*<*,-+2роР(/ч) 2 2 f l *j***j в случае б). 
1 m 1 m 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из системы (1) дифференцированием по 
т)г, l ^ i ^ i V , T ) i= r , получаем в случае а ) : 

2V iV 

+ 2 aisXsXtdtdsr-^ir, л) — 2 3 s a i s * s ra- 2 (r , т)) — f l j r > ^ } , 

i<t , n^N, di= I!' l^i^m— 1, 
o, m^i^N; 

N 

Отсюда — f **< Г 'Ч> ) = / ( r , t|) ( ^ - ^ - M ^ L V где 
* I г 2 dy I \ г 2 ) 

m—l Лг Л/" m—l ~\ 

f {г, т|) = [e-i (r, to г {(2 au+^2^)+2{2-^-*'+ 

t=\ l 

m 

+ 0(r->-<«-' .) ( i - g ) e L ( o , oo), 

т. е. в случае а) лемма доказана. В случае б) аналогично из системы 
(Г) получаем 

d / flo(r, л) л) \ _ f , / a 0(r, т|) dxjr, ц) V 
df \ f 2p(r,) Л/ / М Г ' т , ) \ г2р(/ч) Л/ / ' 

m—l N m—l N > (i') 

1 m 1 m 
m—l 
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fo(r, r\) 
/ /m—l N \ 

a ^ 1 ( r ' ч ) г " 2 ^ t P W + P o 2 a » ) + 

i 
о 

? ( l n ( > ) ) 3 / 2 

^ (9 5 / a(r , TI) 
Так к а к - ^ г = У Р ( г ) ( 1 + ф ( г ) ) - ^ г , г = г у р ( г ) , то — ( v ; 2 X 

т)) \ /. a(r , TJ) dx(r , n ) V f / , t , ч 

X dy / = f ( Г > Л ) V ^ / ' Г Д 6 Н Г ' Ц ) = М Г ' Ц ) ~ 

L dr \ p (n ) Kl^vv>> I J p(r)(l+i|>(r))2 V r ( l n ( r ) ) 3 / 2 / 
€L(0, oo) . Лемма доказана. 

Отображение S имеет обратное, определяемое следующим образом 
в случае а ) : берем решение г системы (1) с начальными условиями 
x-(r(x)) =х= (xit ...,xN), тогда 

<<i-i*\ = J & ^ W t o W * ) ' to(r(l))), l < i < m - l , 
* '* I h(x-(l))w(r(x), I o ( r ( l ) ) ) , m^i^N. 

Аналогично S - 1 определяется в случае б) . Отсюда следует, что 5 — 
С 2-диффеоморфизм. 

Пусть Z(r, l) = l{x(r, l))£So~l. (Через x(r, Q в случае б) обозначим 

x{r VJ{r), \)\=х(г, £).) ..Тогда из ^определения [x(r, ~|) следует, что 

a Z i f ! ) = У ВД (г, I) , 1 < i < N, 
-л m—l N 

z 0 (г, Г) = в00г0 (гГ f), 2 2? = 2 z* = 1 ; 

\РГ
 1 т , 

/ R , N т - 1 / 2 ; 2 г2ч т - 1 N х 

5 о о = у <ыгл- 2
 ( 1 7 ° 2 )

 2 2 ^ • 

а ( Г > Z ) t m 1 1 т J 

Bij= J ~ 7 - - { —6i j ( 2 <^isdstZsZtBit ) +#2 j0 i j } > 
a(r , Z) = a ( r , T | ) ; 9 i j = l , l ^ t , / ^ m — - 1 ; 8 i j = ^ 2 , l ^ i ^ m — 1 , 

m^j^N; 0ij = /o, m^i, j^N; Qij=zri/r2i m^i^N, 1 < / < т — 1; 
<¥\- s=0, 1, m^s^N, 8 I 8 = \ , l ^ t , s^m— 1; m < i , 

s ^ N , g,

is=S'sU n=Kpi(rfZo) в случае a ) ; 

5 0 0 = / V 2 fl«Z'Z^- 2 u i } Z i Z j + n r r b ( r \ X 

m—l Af , / 

x 2 2 ^ 2 4 / а ( л ^ ( О О + Ф С - ) ) . 
1 m J / 

В*/ = r { - 6,j ( 2 astZ8ZtQit) +• а ^ } / а (r,' Z) p (r) (1 + ф (r)j,_ 
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fl(r,Z)so(r,Ti); e i j=P ( r i ) , / < m — 1 ; в^=р0г2/ги 

l^i^m— 1, m^j^N; 
9i j=po , m=^i, / ^ i V ; 6;j = P ( r i ) r i / r 2 , m^i^N, l^j<^m— 1; 

< § M s = 0 , 1 ^ ' ^ r a — 1, m ^ s ^ i V ; 

£ \ - e = l , l^Si, s ^ m — 1 , m < i , s ^ iV ; gu=jg8i-9 n=yi(r, Z 0) в слу­
чае б) . 

Из условия 2) следует, что Bij = O(r-i-°)^L(0, о о ) . Следовательно, 

существует HmZ(r, | ) = . у ( | ) . Покажем, что и — (^-диффеоморфизм 

в себя, а если выполнено условие 3) — С 2-диффеоморфизм. Вос­
пользовавшись тем, что 

"у Z . ^ L = y Z . ^ L = 0 ^ Z 92Z* ^ 6Z° dZ° 

получаем 

f ( 1 : ) - 2 [ * - + 2 г 5 - а д ) ^ - 2 « 
д idz,\ i n , a „ „ \ a z , £ „. a z . 

\dn„ / f l T dZs ) dr\n —' dr\n 

a / &zt \ 4 / D , ^ a _ _ \ a 2 z 5 

ar \ frlfola / T V о ^ / * l ^ a 

* / ад„ ад,, * а»д,ЛгЛ \ a z g ozt " a*z g 

4*\ az. az„ 4*idz.dz. dr\< а* ^ ' " l a m a r i -a z t a z s т ^ z s a z t / a rij 5т) а т L^ar^ 

0 ^ d r \ a 

B-.s = O(r-i-°)£L(0, oo) , 

a S ^ ^ O ^ - i - ^ G Z ^ O , oo) , если выполнено условие 3). Пусть if=j\(Z) — 
координаты точки Z G S ^ - 1 , лежащей в окрестности 0 (g) , а г)=г](1). 
Тогда 

dx (г, ц) _ X (ту (Z (л I))) X-J (tj) go (г, g0) . * ) • ( * (л, f)) 

Ф go (г, Z 0 (^, I)) drj 

T r a z (r, 1) ay (f) -. dw (z (r, I)) dr\- (v (1)) 
Так как lim , v = - w , то lim — ! - Ц ^ — — = — \ * 

г — дца дг\а dt) dr] 

Применяя лемму 1, получим ^ = 7^^* Отсюда уже легко следует 

наше утверждение. 
Определим отображение Т следующим образом: Ty=x(r(y)f 

v^iKy)))- Очевидно, что Т — О-диффеоморфизм, а в случае выполне­
ния условия 3) Т— С 2-диффеоморфизм. Заменяя в лемме 1 S на Г, по-

оо 
а (г, г]) dx(r,i\) Г f 1 

лучаем: - ^ = е х р | — J / ( * ,л )<И | -

В самом деле, пусть Z(r , £(//)) = t(Ty). Из определения Г и v еле-

дует, что lim - г = — . Пусть ц'(г, ц) — координаты 

точки Z(r, | ) , тогда 
dx dr\* (г, т|) 

— =X(4*(Z(r, Е)))Я-Чт), g)g- 2(/-, z o ( r , 1))8Цг, to) ^— 
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dx(r, ц) 
Следовательно, lim -< = 1 и наше утверждение получается из 

г-+оо ау 

леммы 1, если в ней устремить т к оо. 
Обозначим через Я 0 (г ) гильбертово пространство функций w(r\), где 

m - 3 / jr \ i N-m-1 
4 e s f - i = ( П (о, я ) ) х (о, 2п) х ( е , — ) х ( П (о, я ) ) х (о, 2я), 

1 1 

( 6 = 0 , тфЫ, е = — я /2 , m = N) 

со скалярным произведением: 

(и, да)яо(г)== f [ и{ц)ы>(ц)%(г\) $2(r, r\)dr\N ... dr\2, 

g 2 ( r , n ) = ^ ^ g - 2 ( r , У]т)§Чг), lim g*(r, r,) = 1, 

а у г-*™ 
| г т - 2 + / „ ( Л Г - т + 1 ) a ) 

rr-2 M = r r - 2 0) = 

Очевидно, что H$(r) = Я 0 ( о о ) = Я 0 . Через ^о(г) обозначим унитар­
ный оператор, отображающий Я 0 в Я 0 ( г ) , ^ 9

0 ( / ' )^=S ' "" 1 ( r , r))tiy, шбЯ 0 . 
Оператор Л ( ^ ) , рассматриваемый в пространстве Яо, сильно непрерыв­
но дифференцируем, кроме того, 

\&o(r)\^Nu \&-l(r)\<U2, I I < W ) , r ^ a 0 , (2) 

здесь Л̂ г — положительные постоянные, fi(r)eC(a0, оо) , 
, 0 ( r - I - a ) + 0 ( ( 1 _ / o ) ^ . l - ( l - / . ) ) f а ) , 

М О = | Л / 1 
г (In г) 

Q I „ , 3 / 2 1 » б). 

Определим теперь унитарный оператор U из L2(R^)* в L2{Ho(r), (a 0, 
оо) , dr) следующим образом: (/Уф(х)) (г, г]) =§ - 1 ( г )ф(Г- 1 л ; ) , (г, т)) — 
координаты у — Т-^х. Будем считать в дальнейшем, что область r _ 1 Q 
в координатах (г, г\) можно задать неравенствами: 

ф° (г, Г)2, • • •, T]<-i) < Л < < ф | (г> Л2, • • •, Лг-i ) , 1 = 2, . . . , ЛГ, (3) 

S ^ - * = ft (чрР, 4>i )GSf -S гб(то, оо) , t o ^ a a , Я П т Ф * (г, т]) = Ф * . (л). 

Аналогично рассматривается случай, когда T _ 1 Q представима в виде 
конечной суммы областей такого вида, без общих точек. Из условия 5) 

следует, что | ф ^ ( г , Цт-i) | ̂  a r c t g f d < я / 2 при достаточно 
большом г. 

Через Я (г) обозначим гильбертово пространство Р(г)Но(г), где 
ортопроектор Р(г) определяется следующим образом: 

Р ( г ) » ( т О = ! Ш ( Т , ) ' T , € S i " 
1 0, т ^ . 

Очевидно, что P(r)&o(s)=&o(s)P(r), P(r)P(s)=P(s)P(r), г, s£(a0, 
оо) . Оператор U отображает L2(Q) в L 2 ( # ( r ) , (a0, оо) , dr ) . 

* В — замыкание множества В. 
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Из определения оператора U и отображения Т следует, что: 

J = UlU-i=-d (p-i (г) д) +2С0д+А (г), 
N 

д 
d = ~ - i - l b ( r ) , 6= (2 6,-^-) (г, Л ) , 

г2 

1 + 0(г -° ) + 0((1 - / 0 ) r - 2 ( i - ' . ) ) , а), 

l + 0 ( ( l n r ) - i ) , б); 

dr 2г2 

+ 2г 2 ' ч

 ( ° dr ^ ° ( Л Л т ) ~дГ ) ' 2г 2 

С (г) (С 0 (г)) = 

Л(г) = -

dr 0 0 

О (г->-°) + 0((1 - / 0) л - 1 - 2 ( 1 - / . ) ) ( а ) ) 

0 ( / - i ( l n r ) - 2 ) , б); 

d(r, Т]) ^ у / ^ х 2 

а 
(2 d s (*« а <) + G С ч) + 2 Q.i (л л), 

Qoi(/"» л) = 

an 

г2 •Г11^ + (ё dr si dr 
= 0 (Г -2 ) , 

Q02C. л) = . / ( Л л) £ 
if) __ \0(r~2-°) + О((1 - / 0 ) г - 2 - 2 0 - ' . ) ) ; a), 

б); dr [ 0 ( r - 2 ( l n r ) - s / 2 ) , 

2 ^ i — 2 < s , * < t f , &u = fc, = 0, 

i > 2 . 

Из систем ( 1 ) , (Г), воспользовавшись тем, что > — --— = = О, 

аг ал:2 аг 
получаем: 

дг [ дхг) А { 13 дх% дг ) dxj А 7 V dxj) 

+ 2 ^ (г1° | т ) ' 3 i = = l l<i<m-U * = /о, m < / < W ; ^ = 

= {О ( г - 1 - 0 ) + О ((1 — /0) / -^ -o- 'o ) )} £ L (0, оо). Отсюда следует ограничен-

ность rdi И Г1 о bst. 
dxt 

dt]s 

Аналогично в случае б) получаем ограниченность г~-г— 

ох% 

1, ( 1 п д ( г ) ) s

 > m^i^N, а следовательно, и (ln f t(/*))^&^. 

Кроме того, 

2 дг\$ dr\t 2h (г) N 

dr г *f dxt dxj г 
dr\s dr) t 

dxt dxj + 
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h, a), - ( 0 ( ( 1 - / 0 ) r - i - ( > - ' . ) ) + 0 ( r - > - ° ) , a), 

p0/p(r), 6), C i i ( o ( l / r ( l n r ) 3 / 2 ) , 6), 

т. e. c2\?GL(0, oo) . 
В [1, 2] в отличие от нашего случая Н(г)=Р(г)Н^ но легко видеть» 

что если в [1, 2] взять Н(г)=^0(г)Р(г)Я0, W{(r) =&0{r)P(r)Wu где 
оператор tPo(r) обладает доказанными выше свойствами, то результаты 
этих работ останутся справедливыми, а определения, условия и дока­
зательства теорем не изменятся, так как в них не будет использоваться 
оператор ^о(г ) , за исключением доказательства леммы 2.4 из [1] , где 
теперь нужно использовать оценки (2). 

Из определения ф-производной следует, что дфХЮ=дт/дг для w£ 
GC^Q) . Поэтому в операторе 7 можно заменить д{/дг{ на' д*ф9 i = l , 2. 

Введем теперь пространство Hi(r)y операторы ЗИ(г), 91 (г), #"(г) , Ж {г) 
формы q(-, - ) г и 0г(-, - ) г для краевых условий u\dQ=0 и 

/ (_ 0 o U ) = 0 , а также покажем, какие ограничения на коэффи-
\ ov I I д& 
циенты оператора / и границу области Q нужно наложить, чтобы эти 
формы и операторы удовлетворяли условиям теорем из [1] 

# i (г) = 0 £ £ U ( ( Т 1 2 , . . . , я м , т ] Ж , . . . , щ) 6 S y = 
2 0 

= ( П ( Ф ° , Ф * ) ) Х ( П ( « Р ? . Ф!)). 
2 • j+1 

Я ( . . . , ф), . . . ) $ 2 ( г , т)2, . . . , ф*, . . . , т^) dr\N ... dy\Uldr\}+1 . . . dr\2 = 

JV 1 

2 0 

Ж (r) u (л) = (и», и», и ! , . . . ) , и) = и (Л)1Ч /_Ф« , 

^ ( г ) » ( , 0 = ( . . . Л - 1 ) , + , ( ^ Ш •> / ' • " 

ш = ( . . . , ю}, ( . , - ) Я ( Г ) = ( - , -)г, (•> "W) = (-» Oir-

Из определения Hi(r), @~(г), Ш(г), р(г) и С (г) получаем: 

d 
— (р- 4 (г)и, а;) г =(^-(г)аЯ-(г)м ,а«(г)а;)1 Г—2(С(г)м, ш) г . 

Прежде чем дать определение Э1(г), найдем нормаль v к 0Q. Грани­
ца 0Q нашей области состоит из поверхностей 5 ^ , задаваемых урав­
нениями г];- = ф* (г, -Па, . . . , г\и1) или7 = ( . . . , xt (г, т)), . . . ) = 7(г, т | 2 ; . . . 
. . . , ф|, . . . , т)^), * = 1, i = 0, 1; / = 2, . . . , N. Внешняя нор­
маль v к <эГ/ равна векторному произведению [векторов 

- дг д7 дц* _ _дф? 
r s = d V a

+ d ^ d t = l s + l l d t ' * = 2 , . . . , / - i , / + i, 

Здесь Ii — векторы, направленные по касательным к r\s. Через 7* обо­
значим векторы, взаимные Z8, / ; = gradrje, (7/, 7 ' s ) = 6 s i . Следовательно, 
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dr 

v -= ( - 1) 
dx 

d(r, ц) 

или 

— V 
v = — 

Ivl 

2 *¥~Ч 

о 

о 

2 

дц* 

t+i t = /; 

N 

= 2- d\)s dt]t 
1 d* a d* a 

Из систем (1), ( Г ) , условия 2) и определения отображения Т сле-
дх 

дует, что ^ = 6 a s + 0 ( r ~ g ) . Отсюда легко получить, что gst—6stgst-}-dys 

+0(r-°y gssg"), где g s s= 
dr)s 
дуа 

1 =(2 дУа 
dr\s 

2 \ - l 

Аналогично bst=gst+0(r~°ig88gu) =6stgss+0 (r~° У gssgu). 
Л е м м а 2. Условие &"^0 эквивалентно неравенству (kyx, v x ) ^ 0 , 

где A— ((an(x))) , z/* = ( . . . , xdu ...), 

iP ( ' i ) , 6), ^ > bo, 6) 

— внешняя нармаль к dQ в точке х, \vx\ = 1, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Легко видеть, что условие , 5 Г ^ 0 равносильно 

(_ ^ о. Но 

(v„ к) = ( - 1)г -5- -4-dr 1 $ d 0 ( r ) a ( r , г)) ' 
1 , а), 

p ( r ) ( l + i p W ) , б). 

Отсюда и следует утверждение леммы. 
Предположим теперь, что о и = о0 (г, т| 2, . . . , Ф), . . . , г^) + 

4_ / _ и1 (g~l — ) > 0, t = 0, 1, / = 2, . . . , N\ это эквивалентно 
~ К 1 dr \ dr J 
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у с л о в и ю „ o W- (г- f) $$at'i>>f>
 Д Л Я Х ^ r W " r ' Т ° Г Д а 

«R (Г) W = (W°2, w\, W); ...), 

4 - 2 (- •> а5Г)Ц + 2 2 ( - » ЗлГ Г ^ 
— с̂ -ДО* , 

при этом краевое условие ( " ^ ~ + а ° м ) J = 0 д л я ° n e P a T 0 P a ' пере­

ходит в условие !Г(г)Щг)дфи+31{г)и=0 для /. Если же вместо а ^ ^ О 
с vx) 

выполняется неравенство \GQ(X) | < — d~(rj ' ° ~ п о л о ж и т е л ь " 
ная постоянная, то, положив в определении 91 (г) a ; j = 0 , получим, для I 
граничное условие 

^(г)Ш(г)дфи+^{г)и=^'о{г)Ш{г)и1 (4) 

где 3r0(r)w={..., onwy,...), w£Hi(r), \(F0(r)w, w)Hl(r)\< 

<:C(—P(r)w,w)m<r). 
Легко проверяется, что все результаты из [1, 2J для граничного 

условия &~(r)3R{r)d$u+$l(r)u=Q остаются справедливыми и в случае 
условия (4). 

В случае условия u\dQ =• 0, эквивалентного Ж (г) и = 0, ДО*. = (— 1)г 

, если 9К (г) до = 0, где 
X 

t,s=2 

Wlr)w= f (— 1 ) г + 1

 Wi и а \ w^H^r). 

Если Oij^O, то 
N 

q(uyw)r= 21 (^ij^u, агДО)н(г)+(аШг(г)^, 2й(г)до)я,(г), 
г, j=2 

а д о = ( . . . , ouwi, . . . )> o>6#i (r) , 

в противном случае в определении #(• , - ) г а = 0 , 9г(^, до)г=((Сг+ 
+Qo'i)^, ДО)н(г), 1 = 1 , 2. Из определения - ) г следует, что 

21m <? (и, Ъи)г + </' (и, и)т = J {( + ^а)я( + 

+ (? (г) » ( г ) р (г) 6, Д " . » (г) dsu)Hi(r) } + [{^г+ ^ Ш {Г) 

ЗДеСЬ ф)« = ф» ( Г , Т1„ . . . , ф } , Т | ; + 1 , . . . . T ) f _ 0 , И ) ^ " ^ ) ! ^ . , ^ ' 
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Lftr — гильбертово пространство функций w(r]2, . . . , i)}_v r\jfl, . . . , 
Tlt+i» • • • . f\N) со скалярным произведением: 

ф 2 *N 

(и, шЦг = j . . . j u w { r , ть, Ф), . . . . <PJ, . . . . Tljv) rfV d l b 

S2o (r) a» = ( . . . , (XS2) (r, TI,, . . . . ф}, . . . , r\N) w), . . . ) , ю е а д ; 

» - » = p - t ( r ) Ш . _ 2 C ( r ) = 

dr 

= f O ( r - i - g ) + 0((1 - Q r - i . - 'O- ' . ) ) , a) 
| 0 ( r - i ( l n r ) - 2 ) , 6). 

Из определения ЗГ (г) и леммы 2 следует, что предположения 1д) 4) 
и Шб) из [1] эквивалентны условиям: 

дг дг 
< (Ф). - Ф/9) (г) T . f l T k O , / = 2, . . . , А Г ; 

Ьз(г) \%j(ц)-Ф;.(Г, Т | ) |< * г ; ; , / > о , » = о , 1 , 

/ = 2 

Ч>« = 2 r>R0, 
t,s=2 

соответственно. Последнее условие можно заменить следующим нера­
венством для Vx&y. р0(х, <Г* )^Nt(AyX9 qx)bo(r), где b0(r) = 

( r - (1— / о ) -* а ) 3 3 

— | г_!_/ ' g^. ч а с т ь границы области Q 0 0 , задаваемая ра­

венством Tjj=<pj (т)), й°° — область, определяемая неравенствами: 

фО (т]) = lim (Л (г, т|) < T I J < Ншф! (г, г)) = ф * (л), г > т о , 
J г->оо ^ r->-oo J J 

/ = 2 , . . . , iV, pa(х, ) — расстояние от х до ^Г^.. Теорема 1 доказана. 
З а м е ч а н и е 1. Отображение Г в случае m=N-{-l, Q—RN была 

впервые построено В. Егером [3] . 
С л е д с т в и е 1. Теорема 1 остается справедливой для значительно 

брлее широкого класса областей, удовлетворяющих следующему 
условию. 

5') Существуют mif l^i^n<Nf 2 < m i < . . . <mn<mn+i=N+l> 

такие, что при достаточно большом R 
т^—1 

Qt(R)=Q(){(xu xN)W\ Hx^Rz}cz 
l 

т . , —1 m—l 
г+1 

<={(.v1; ...,xN)£R»\ £ * * < Ф < ( £ * 2 « ) . i=l,...,n}, 
m. 1 

г 

где (fi(-) обладает следующими свойствами: 

а) фг (г )бС 4 (с 0 , оо) , С о ^ О ; б) dr p 0 ( r ) r ' 
2фо(г)р0(г) 2ф г- + 1 . 

i = 0 , 1; аг- — положительные г ' dr 
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постоянные; в) po(r)6C 3 (c 0 , °°)> Ыг)£С2~~1(со> оо) , i = 0 , 1, 2; р 0 ( г ) > 0 , 
ф<(г )>0 , г > с 0 , 1 = 0 , 1 , 2 ; Р о ( й ) = ф ; ( с 0 ) = 0 , / = 1, Ч>*(г) = 

= о( / 1 ) > r*>Ro>c0i i=0, 1, 2; а в условиях 2) , 3) Л«>1, 
\ (In/*) 2* 1 / 

l ^ i ^ m i — 1 , mi htj=hji; например, yi(r)=rli, 0 < / ; < l , ила 
^ ( Г ) = ( 1 п Л ( Г ) ) 2 Р < > р . ; > 0 . 

Следствие 1 доказывается аналогично теореме 1. 
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УДК 517.95 

А. Л. СКУБАЧЕВСКИИ 

Н Е Л О К А Л Ь Н Ы Е Э Л Л И П Т И Ч Е С К И Е 
К Р А Е В Ы Е ЗАДАЧИ С В Ы Р О Ж Д Е Н И Е М 

§ 1. ВВЕДЕНИЕ 

Рассмотрим уравнение 

-DRu(x)=f(x) (*6Q) (1) 

с краевыми условиями 

u(x)=0 (x£Rn\Q). (2) 

Здесь QczRn — открытое, связное, ограниченное множество, а граница 
dQ состоит из конечного числа поверхностей Г^бС 1, k=l, ko; f(x)d 

п 

flii эллип-
i, j=l oXiOXj 

тический оператор с постоянными вещественными коэффициентами 

( II <*иЫз>0 для любого 1=/=0 из Rn)\ R : L2{Rn)-+L2(Rn) — разност-
i, j=l 

ный оператор; Ru(x) = Ц ал [м(*+А)+и(х—ft ) ] , где J£aRn — мно-
жество, состоящее из конечного числа векторов ft с целочисленными 
координатами; аи — вещественные числа. 

Определим операторы / Q , P Q , RQ. IQ : L 2 ( Q ) - > L 2 ( J ? N ) ; IQU(X)=U(X) 
при x&Q, IQU(X) = 0 при x£Rn\Q для любой ^GL 2 (Q); PQ : L 2 ( / ? n ) -> 
~>L 2 (Q); PQU\X)=U(X) при xGQ для любой u£L$(Rn)', RQ : L 2(Q)->-
- > I 2 ( Q ) ; RQ = PQRIQ. 

Рассмотрим дифференциально-разностный оператор A = —DRQ с об­
ластью определения D(A)=C°°(Q). При этом будем предполагать, что 
оператор R Q ^ O вырожденный, т. е. 0 6 O ( / ? Q ) а [ 0 , оо) . Очевидно, опе­
ратор А в пространстве L 2 (Q) симметрический. 

Введем в C°°(Q) скалярное произведение (и, V)A=((A+E)U9 v)L2{Qy 
Обозначим через НА множество элементов wGL 2(Q), для которых най­
дется последовательность {ип}czC°°(Q) такая, что lim \\ип—wliL2(Q)=0> 

/г->оо 

l im | | w n — H m | | A = 0 . 
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