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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАМЕТКИ 
т. 28г № 5 (1980) 

ЛОКАЛЬНЫЕ НЁТЕРОВЫ СКРЕЩЕННЫЕ 
ГРУППОВЫЕ КОЛЬЦА 

А. В. Жучин 

§ 1. Основные определения. Пусть R — ассоциативное 
кольцо с единицей, G — группа. Предположим, что 
задано отображение у: G X G-*R*, где R* = { r G 
е=£ R | rs = sr = 1 для некоторого элемента s G l i } — 
группа единиц кольца R. Скрещенное групповое кольцо 
RyG — это свободный /?-модуль с базисом {g \ g ЕЕ G}± на 
котором определено умножение по формуле rg X sh = 
— Г57 (g, h) gh. Для того чтобы кольцо RyG было ассоциа­
тивным, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись 
следующие условия: 

а) 7 (/> #) 7 Gfe» fe) = 7 (£> fc) 7 (/» £fe) Для любых эле­
ментов /, g, А- группы G; 

б) 7 (#» Щ €Ez С (R) — центру кольца R для любых эле­
ментов g, h группы G. 

С отображением у можно связать некоторое централь­
ное расширение группы U (R) = R* П С (R) с помощью 
группы G с системой факторов у. Если системы факторов у 
и S эквивалентны, то кольца RyG и R&G изоморфны. Бу­
дем говорить в дальнейшем, что кольцо RyG расщепляет­
ся, если расщепляется расширение О-*- U (#)->G -> G-* 1 
с системой факторов у; в этом случае кольцо RyG 
изоморфно групповому кольцу RG. Заметим, что множе­
ство центральных расширений группы U (R) с помощью 
группы G описывается группой #2(G, U (R)), где U (R) — 
тривиальный G-модуль. Кольцо R называется локальным, 
если R/r (R) — тело, где г (R) — радикал Джекобсона 
кольца R. 
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§ 2. Поля расщепления. В* этом параграфе будет дока­
зано, что кольцо FyG является локальным, если char F = 
= р ^> О, F — поле, G — локально конечная /кгруппа. 
Для конечных групп этот результат был доказан Вильям-
сон [1] с помощью поля расщепления. 

О п р е д е л е н и е . Расширение К поля F называется 
полем расщепления кольца FyG, если кольцо KyG = 
= К ®pFyG расщепляется. 

ТЕОРЕМА 2.1. Пусть F — поле, char F = р > О, 
G — локально конечная р-группа. Существует поле рас­
щепления К кольца FyG, являющееся чисто несепарабель-
ным расширением поля F. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для каждого элемента g ЕЕ 
ЕЕ G рассмотрим множество конечных подгрупп Mg груп­
пы G: Mg = {Н с : G | g е Н, | Н | < оо}. Положим 
аи, g = Iltejrp (g, h). Легко проверить, что 

п 
у (g, h)v ая , gh = осн, gaH, h, где \Н\ = рп, g,h(=H. 

Рассмотрим теперь поле К, являющееся полем разло­
жения системы многочленов {Хр — ая, g \ g ЕЕ Н, | Н\ = 
= рп}. Очевидно, К — чисто несепарабельное расширение 
поля F. Покажем, что поле К искомое. Для каждого эле­
мента g ЕЕ G существует элемент $g ЕЕ К такой, что (е — 

п 

— $gg) = 0, где рп— порядок элемента g. Действительно, 

(е - fa ГП= [Y(l, l W - p f v (ё, ё). • А = у(1,1ГЧ-
_ п 

ясно, что если (L удовлетворяет уравнению X — 
— а<£>,.£=0, то равенство (е — $gg)p = 0 выполняется. 
Пусть / — правый идеал кольца KyG, порожденный мно­
жеством {е — figg | g ЕЕ G}. Докажем, что / — нильидеал 
кольца KyG. Пусть а — 2 ii=1 (е — PgiSi) гг — элемент идеа­
ла / , и Н—подгруппа, порожденная элементами gt и 
элементами из носителей элементов rt. Кольцо КуН рас-
щепляется, так как все корни многочленов X — ая,£ 
принадлежат полю К, следовательно, существует изомор­
физм А: КуН'-> КН. Кольцо КН локальное, причем 
г {КН) = (оН — фундаментальный идеал кольца КН, 
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следовательно, 
Л (а) = Х=гЛ (е - МО Л (гг) S ©Я, 

так как А (е — Pg.gj) ЕЕ соЯ, откуда следует, что а — 
нильпотентный элемент. Итак, I Ф KyG. Теперь имеем 
(е — $gg) Р̂ 7г = $Ji — Р̂ Р/г7 (г, fe) gh — элемент_из идеа­
ла / , следовательно, элемент е — PgphY (#» h) ^ также 
принадлежит идеалу / , поэтому Р?Р^7 (#> ^) = Р̂ /г, т. е. 
система факторов 7 расщепляется. 

З а м е ч а н и е . Из доказательства теоремы 2.1 
следует, что поле, порожденное над F множеством 
{р£ | g E= G}, будет полем расщепления кольца FyG. 

С л е д с т в и е 2.1. Пусть F — поле, char F = р > 0 , 
G — локально конечная р-группа, тогда кольцо FyG яв­
ляется локальным кольцом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть К — поле расщеп­
ления кольца FyG. Рассмотрим гомоморфизм 

q>: FyG-+KyG/r(KyG). 
Так как г (FyG) — нильидеал и г (KyG) П FyG Q г (FyG), то 

Кегф = г (KyG) П ^v& = г ( В Д . 
Аналогично, если Я — конечная подгруппа в G, то 
г (FyH) = г (FVG) П ^ Я , следовательно, FvG/r (FVG) — 
поле, так как FyH lr (FyH) — поле согласно [1]. 

З а м е ч а н и е . Очевидно, поле FyGlr (FyG) являет­
ся чисто несепарабельным расширением поля F. 

С л е д с т в и е 2.2. Пусть F — поле, char F = р ^> О, 
G — локально конечная р-группа, тогда поле FyG/r(FyG) 
является наименьшим полем расщепления кольца FyG. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как (g)p = a<g>,#, то 
поле FyGlr (FyG) содержит все элементы р^, поэтому оно 
является полем расщепления кольца FyG в силу замеча­
ния к теореме 2.1. Согласно доказательству следствия 2.1 
поле FyGlr (FyG) вкладывается над F в любое поле расщеп­
ления кольца FyG. 

§ 3. Коммутативные кольца. Коммутативность кольца 
RyG означает, то Я — коммутативное кольцо, G — абе-
лева группа и система факторов 7 симметрична, т. е. 
y(g, h) = 7 (hy g) для любых элементов g, h ЕЕ G. В этом 
случае множество центральных расширений группы 
U (R) = Я* с помощью группы G описывается группой 
Extz (G, Я*). 
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Изоморфизм 
A: Extz (G± X G2, R*) ^ Extz (G±, R*)XExtz (G2,% R*) 

допускает следующее описание: 
A (els у) = els y± X els y2l 

где уг и y2 — ограничения системы факторов у на Gx X 
X Gx, G2 X G2; A"1 (els yx) X (els y2) = els у, где 

T (ft X ft> *i X ^2) = Ti (ft, *i) 72 (ft, h) 

для любых элементов #1? Ь,гЕЕ: Gx и #2, h2 €Ez G2. 
П р е д л о ж е н и е 3.1. Пусть RyG — коммутатив­

ное кольцо, G = Gx X G2, тогда 
RVG ^ (Ryfi^y, G2 = (RyG^yi C?2 = i?Vi^i ®я RyG%-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим кольцо R&G, 

где 
в (ft X g2, hx X h2) = 

= Tl (ft, *l) ?2 (ft, ^2), ft, К ^ Gl> ft' *2 S G2. 
Очевидно, отображение 

ф: i ? v A ® к i?Y2 G2 -> R6G 

такое, что Ф (fi (8) g2) = ft X ft» является .й-линей-
ным изоморфизмом Д-алгебр. Из замечания следует, что 
системы факторов у и б эквивалентны, следовательно, 
RyG s R&G. Последние два изоморфизма строятся не­
посредственно. 

П р е д л о ж е н и е 3.2. Пусть RyG — локальное 
кольцо, тогда для любой подгруппы П группы G кольцо 
RyH также локальное, и G — периодическая группа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Хорошо известно (см. [21), 
что для любой подгруппы Н группы G имеет место включе­
ние г (RyG) П RyH cz r (RyH), кроме того, если элемент 
х ЕЕ RyH и обратим в кольце RyG, то он обратим и в коль­
це RyH. Пусть теперь элемент х ЕЕ RyH, x ф г (RyH), 
тогда элемент х ф. г (RyG) в силу включения г (RyG) П 
П RyH Q r (RyH), следовательно, элемент х обратим 
в кольце RyG и в кольце RyH. Если элемент g ЕЕ G имеет 
бесконечный порядок, то Rv (g) ^ R (g), так как группа 
<g> свободная, и расширение 0-+U (R) ->- <£> -> <#> -»-1 
расщепляется. Так как кольцо R (g) локальное, то 
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группа <g> должна быть р-группой (см. [3]), следователь­
но, получаем противоречие. 

Отметим, что группа G не обязана быть р-группой, если 
кольцо RyG локальное. 

П р е д л о ж е н и е 3.3. Пусть G — абелева группа, 
тогда R4G — локальное кольцо тогда и только тогда, 
когда G — периодическая группа, и (R/r (R))VH — ло­
кальное кольцо для любой конечной подгруппы Я груп­
пы G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть RyG — локальное 
кольцо. Согласно предложению 3.2 в этом случае RyH — 
локальное кольцо для любой подгруппы Я группы G 
и G — периодическая группа. Рассмотрим эпиморфизм 

я|>: RyH-+(R/r(R))yH, 
где я|) (rh) = rh, г ЕЕ R/r (R). Так как группа Я — ло­
кально конечная, то г (R)yH cz г (RyH) (см. [4]), поэтому 
локальность кольца RVH эквивалентна локальности коль­
ца (R/r(R))y Я. Обратно, пусть G — периодическая груп­
па и (R/r(R))y Я — локальное кольцо для любой конеч­
ной подгруппы Я группы G. Согласно замечанию кольцо 
RyH также будет локальным. Пусть элемент а ф.г (RyG), 
тогда а ^ г (RyH), где Н — конечная подгруппа, порож­
денная элементами из носителя элемента а, так как 
г (RyH) cz r (RyG) (см. [4]), следовательно, элемент а 
обратим. 

ТЕОРЕМА 3.1. Пусть RyG — коммутативное коль­
цо. Тогда кольцо RyG локальное тогда и только тогда, 
когда G — периодическая группа, (R/r (R))yH — поле 
для любой конечной подгруппы Н cz G такой, что 
char R/r (Д) -Г \Н |. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, R/r (R) — поле, 
если кольцо RyG локальное, следовательно, кольцо 
(R/r (R))yH полупросто, так как | Я | < оо и char R/r(R) < 
f | Н |, поэтому в силу предложения 3.2, кольцо 
(R/r (R))yH является полем. Обратно, пусть Н — конеч­
ная подгруппа группы G, char R/r (R) = р. Докажем, 
что (R/r (R))yH — локальное кольцо. Очевидно, Н = 
= # 0 X # р , где Я р — наибольшая ^-подгруппа группы 
Н и р \ | Я0 | . В силу предложения 3.1 имеем (R/r (R))yH^ 
^((R/r (R))yo HQ)yv Я р . Так как (R/r (R)h0H0 - поле ха­
рактеристики р, то кольцо (R/r(R))yH является локаль­
ным в силу результата работы [1]. 
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Пусть G — конечная абелева группа и G = Gx X ft X 
X . . . X ft — разложение G в произведение цикличес­

ких подгрупп, щ = | ft |, ft = <gi). 
П р е д л о ж е н и е 3.4. Пусть F — поле, char F \ \ G\, 

тогда FyG — поле тогда и только тогда, когда много­
член ХП{ — а<£.>,^. неприводим в кольце F [X] для лю­
бых / = 1 ,2 , . . . , к и неприводим в кольце Ft [X], где 
Ff — композит полей F [X] / Х"1 — а<^>,^ для всех 
I Ф i. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно теореме 3.1 FyH — 
поле для любой подгруппы Н cz ft следовательно, мно­
гочлен ХП{ — а<^>,£. неприводим в кольце F [X], так 
как 

FyGt^FlXVXni-a<8i>,gi. 
Зафиксируем индекс i. Пусть фг: FyGi ->- F — произволь­
ные вложения поля FyGi над F в F (I Ф i), тогда, оче­
видно, композит полей ф* (FyGi) по всем I Ф i в F будет 
изоморфен полю 

/^ (ft X ft X . . . X ft_i X Gi+1 . . . X ft) ^ 
s FyGx 0FFyG2 ®F. . . FyGi-г ( g ^ f t + i . . . ®* FyGk = Ft. 

Так как FyG ̂  F\ ®F FyGt, то многочлен Xn* — a<^>, ^ 
неприводим в кольце Ft [X]. 

Обратно, если известно, что Ft — поле, то Ft — ком­
позит полей F [X]/XUl — a(glyigl (I Ф i), поэтому кольцо 
FyG = F% 0F FyGt также является полем. Для Ft 
далее проводится аналогичное доказательство. 

§ 4. Нетеровы кольца. 
ЛЕММА 4.1. Пусть I cz R — нильпотентный идеал 

кольца R, IR — конечно порожденный R-модуль. Если 
кольцо RII — нётерово справа, то кольцо R также нё-
терово справа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Идеалы 1п конечно порож­
дены, как правые 7?-модули. Докажем индукцией по п, 
что RIP — нётеров правый /?-модуль. По условию R/I— 
нётеров правый /?-модуль. Пусть R/In — нётеров R-MO-
дуль, тогда 

(Л//п+1)/(/7/п+1) £* R/F, 
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причем In/In+1 — конечно порожденный модуль над нё-
теровым справа кольцом R/I, следовательно, In/In+1 и 
R/In+i — нётеровы Д-модули. 

З а м е ч а н и е . Очевидно, лемма остается справед­
ливой, если слово «нётерово» заменить на «артиново». 

ТЕОРЕМА 4.1. Пусть F — поле, char F - р > О, G — 
локально конечная р-группа. Следующие условия эквива­
лентны: 

1) FyG — нётерово справа кольцо; 
2) FyG — артиново справа кольцо; 
3) г (FyG) — нилъпотентный идеал; 
4) г (FyG) = r (Fyll) • FyG, где Н — конечная подгруп­

па группы G, Н 3 [G, G]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно следствию 2.1 

FVG — локальное кольцо, поэтому из 1) следует 2) в си­
лу леммы 4.1. Очевидно, из 2) следует 3). Пусть выполне­
но условие 3). Существует элемент а Ф 0 такой, что 
ar(FyG) = 0. Пусть Нх — конечная подгруппа, порожден­
ная элементами из носителя элемента а. Если х = ^rfii, 
где rt Ez FyHx, & hi — представители правых смежных 
классов G по Hv то ах = 21 осг^ = 0, откуда следует, 
что art = 0 для всех rt. Так как iV^i — локальное 
кольцо, то ггЕ=:Г (FyHj). Таким образом, 

г (FyG) S г (FyHx)FyG. 

Обратное включение следует из доказательства след­
ствия 2.1. Итак, 

г (FyG) = r (FyHx) FyG. 

Покажем, что |[G, G]| < оо. Так как кольцо FyG/r (FyG) 
является полем, то %Ъ — Tig ЕЕ г (FyG) для любых 
элементов g, h Ez G. Отсюда следует, что для любого эле­
мента g ЕЕ [G, G] найдется такой элемент a £ f , что 
е ~ af E г С?У?), т. е. 

coding r (Fy [G, G]) = 1 

в кольце Fv [G, G]. Легко видеть, что в этом случае кольцо 
Fy [G, G] расщепляется, поэтому | [G, G] | < оо в силу 
нильпотентности г (^v [G, G]). Теперь ясно, что Н = 
= <#X,[G, G]> удовлетворяет условию 4). Наконец, условие 
1) следует из условия 4) в силу леммы 4.1. 
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ТЕОРЕМА 4.2. Пусть R —коммутативное локальное 
кольцо, char R/r (R) = р ^> О, G — локально конечная 
р-группа. Кольцо RyG артиново тогда и только тогда, ког­
да R — артиново кольцо и 

г (RyG) = г (RyH)RyG 
для некоторой конечной подгруппы В группы G. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Кольцо RyG будет локаль­
ным, так как (R/r (R))yG — локальное кольцо и г (R)yGc^ 
cz r (RyG). Достаточность условий теоремы следует те­
перь из леммы 4.1 и нильпотентности г (R). Если кольцо 
RyG артиново, то кольцо (R/r (R))yG также артиново, 
и необходимость условий теоремы следует из теоремы 4.1. 

Рассмотрим некоторые примеры. Пусть G = Z <*> = 
= (gn II gn+i = gn, g? = 1, п = 1, 2...) — квазицикличес­
кая группа типа р^, F — поле характеристики р. 

П р е д л о ж е н и е 4.1. Кольцо FyZp^> нётерово 
тогда и только тогда, когда оно не расщепляется. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Существует такое число к, 
что кольцо FyZp

n не расщепляется для всех п ^> к. Дей­
ствительно, если кольцо FyZvn расщепляется для всех п, 
то поле F содержит все элементы fig, g ЕЕ Z ~, следователь­
но, оно будет полем расщепления кольца FyZ x согласно 
замечанию к теореме 2.1. Выберем наибольшее число к 
такое, что кольцо FyZpk расщепляется. Покажем, что 

r(FyZpec) = r (FvZpk) FvZp0l. 

Отсюда будет следовать нётеровость кольца FyZv°° в си* 
лу теоремы 4.1. Достаточно показать, что 

г (FyZpn) = r (FyZpk) FvZpn 

для всех п^> к. Можно считать, что система факторов у 
задана следующим образом на ZpU x Z п: у (gs

n, gf
n) = 1, 

если s + t < рп, и у (gn, gn) = ос, если s + t > рп. 
Имеем изоморфизм колец FyZpn и (FyZpk)yiZpn/ Zpk, где 
ух определяется так: ух (gs, g) = 1, если s + t<.pn~k, 
и уг (g*, gf) = gx, если s + t J> /?n~A Рассмотрим гомо­
морфизм a: 

где fx есть образ ух в кольце FyZ k/r (FyZ к). Так как 
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кольцо FyZ н расщепляется, то существует элемент Р ЕЕ F 
к такой, что рр = а и FyZ к/г (FyZpk) ^ F, поэтому 

Р — gk ЕЕ г (FyZ к), следовательно, образ гомоморфизма 
а равен FyiZpn/Zpk, где Vi (gs, gl) = 1» е с ™ s + £ < рп~*, 
и Vi (g*> gf) = Р, е с ли 5 + £ i> рп~к. Очевидно, Р не яв­
ляется р-й степенью в поле F в силу выбора числа к, 
поэтому многочлен ХрП" — Р неприводим в поле F [X] (см. 
[5]). Итак, образ гомоморфизма а является полем, следо­
вательно, 

г (FyZpn) = r (FyZpti) FvZpn. 

С л е д с т в и е 4.1. Если кольцо FyZ <*> не расщепляет-
^ i 

ся, то все идеалы этого кольца имеют вид (Р — gi)v FyZpOC, 
где О <^ I <; к и к — наибольшее число такое, что кольцо 
FyZ k расщепляется. 

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из того, что г (FyZpk) = 
- (Р - Ек) FyZpk. 

П р е д л о ж е н и е 4.2. Кольцо FyiZpryo(^)F ... (g)j? PynZp(x> 
нётерово тогда и только тогда, когда для любого 
£ = 1,2... п композит полей 

Ft = FVlZpJr (FVlZp„) (l¥=i) 

не является полем расщепления кольца Fy]Z nc. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 

R{ = FVlZpOC (x)F. . . ® F F V H Z ^ ® F ^ v i + i V ®*« • -FVnZ
P°°> 

тогда кольцо 
R = FyxZpO0 (g)F. . . (x)FFynZpOC = (fl^.Zpoo. 

Имеем эпиморфизм колец 
0: (R^.Z^^iRjriR^-Z^. 

Легко видеть, что поле Rtlr (Rt) является композитом по­
лей Fi (1фг), поэтому из нётеровости кольца R следует, 
что композит полей F\ (l Ф i) не является полем расще­
пления кольца FyZ ~ в силу предложения 4 .1 . 

Обратно, если известно, что Rt — нётерово крльцо, 
то кольцо (Rilr(Ri))yiZpOQ будет нётеровым в силу пред­
ложения 4.1 , а ядро эпиморфизма а будет конечно 
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порожденным нильпотентным идеалом кольца R, следо­
вательно, кольцо R будет нётеровым по лемме 4.1. Для 
кольца Rt доказательство проводится аналогично. 

Московский институт стали Поступило 
и сплавов 27.V.1978 
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