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О ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ, ПОРОЖДАЕМЫХ 
НАЧАЛЬНО-КРАЕВЫМИ ЗАДАЧАМИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ 

ДВИЖЕНИЯ Л И Н Е Й Н Ы Х ВЯЗКОУПРУГИХ ЖИДКОСТЕЙ 

§ 0. Введение. Вывод уравнений движения линейных 
вязкоупругих жидкостей 

0.1. Движение несжимаемой жидкости описывается, как известно, системой 
уравнений 

Ж + щ " ê " + g r a d / ? = d i v o r + /:» divü = 0, (0.1) 

причем о = (aik) — девиатор тензора напряжений, tr а = 0.*) Введение в урав­
нения (0.1) девиатора тензора напряжений а имеет целью учет реакций, воз­
никающих в жидкости в процессе ее движения. Устанавливая связь между а, 
тензором скорости деформаций D = (Dik) = {vixk + vKXI)/2 и их производ­
ными, мы тем самым устанавливаем тип жидкости. Такое соотношение между а 
и D называется определяющим, или реологическим, уравнением, или уравне­
нием состояния [1, 21. Простейшим примером определяющего уравнения, 
описывающим идеальную несжимаемую жидкость, является уравнение о = 0. 

Наиболее распространенной системой аксиом, описывающих движение 
жидкостей, являются аксиомы Стокса [1, 2 ] . Жидкость, определяющие урав­
нения которой удовлетворяют аксиомам Стокса, называют стоксовой жидкостью. 
Для несжимаемой стоксовой жидкости определяющее уравнение имеет вид 
[ 1 - 3 ] 

о = aD + ßD 2 , (0.2) 
причем а и ß — скалярные функции главных инвариантов / = div v = 0 , 
/ / = S D\k = v\ III - detZ) тензора D. 

i, k 
Если в (0.2) a = 2v = const, ß ЕЕ 0, получаем ньютоновский закон 

а = 2vD. (0.3) 
Жидкость с определяющим уравнением (0.3) называют ньютоновской жид­

костью. Подставляя (0.3) в (0.1), получаем уравнение Навье—Стокса 

1 Г + У / 1 — v + grad р = /, .div о = 0. (0.4) 

Постоянная v называется кинематическим коэффициентом вязкости. 
Начально-краевые задачи и задача Коши для уравнений Навье—Стокса 

на протяжении полутора столетий изучались многими известными математи­
ками и механиками. Наиболее полные и законченные математически строгие 
результаты по гидродинамике вязкой несжимаемой жидкости получены в ра­
ботах чл.-кор. АН СССР О. А. Ладыженской [3]. Созданные в ее работах функ­
циональные методы решения краевых и начально-краевых задач уравнений 
математической физики, для которых характерны переход к обобщенной по-

*) Полный тензор напряжений в несжимаемой жидкости Т = —рЕ + а. 
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становке задачи, наиболее естественным образом связанной с задачей, и широ­
кое использование идей и методов функционального анализа, открыли новый 
этап в изучении уравнений Навье—Стокса. Они оказали начиная с 50-х годов 
нашего столетия определяющее влияние на все исследования по теории урав­
нений Навье—Стокса и стимулируют в последние годы исследования течений 
вязких жидкостей в областях с некомпактными и свободными границами, те­
чений вязких жидкостей с бесконечным интегралом энергии, развитие строгой 
теории устойчивости течений вязких жидкостей, построение математической 
теории турбулентности вязкой несжимаемой жидкости и более общих нелиней­
ных эволюционных систем с диссипацией. 

0.2. Работы О. А. Ладыженской [4—91 и подробно процитированные в об­
зоре О. А. Ладыженской [8] работы А. В. Бабина и М. И. Вишика, Ч. Фойаша 
и Р. Темама, Дж. Малле-Паре, Ю. С. Ильяшенко, А. Дуади и Дж. Остерле, 
Дж. Хейла, Дж. Генри, А. Аро, Г. Вебба, П. Массата, В. К. Калантарова и 
других советских и зарубежных математиков создали новое направление в тео­
рии начально-краевых задач и теории асимптотических методов для дифферен­
циальных уравнений с частными производными — теорию динамических си­
стем для нелинейных задач диссипативного типа. Содержание этой теории 
составляют нахождение минимальные глобальных ß-аттракторов Wl начально-
краевых задач для нелинейных эволюционных задач с диссипацией, построение 
и исследование динамических систем \Ш; Vu t £ R\, порождаемых на Wl этими 
начально-краевыми задачами, и нахождение числовых характеристик аттрак­
тора Wl: числа определяющих мод N± (Wl), хаусдорфовой и фрактальной раз­
мерностей dH (Wl) и df (Wl) и др. Напомним основные понятия этой теории. 

Пусть Я — гильбертово пространство, В — ограниченное множество из Я, 
23 — совокупность всех ограниченных множеств В из Я. Пусть, далее, Vt, 
t£R+,— полугруппа нелинейных непрерывных операторов, действующих 
на пространстве Я. 

Говорят [7], что множество В0 притягивает множество В, если по у s > 0 
найдется число tx (е, В), такое, что при у tu Vt (В) cz Ог (ß 0 ) , где Ог (В0) — 
е-окрестность В0у т. е. совокупность всех открытых шаров радиуса е с центрами 
в В0. Множество В0 называется поглощающим [7], если для у В £ 33 найдется 
U (В), такое, что при yt^>> U (В) Vt(B) cz BQ. Очевидно, поглощающее мно­
жество ß 0 притягивает y ß £ 2 3 . 

Глобальным ß-аттрактором полугруппы Vt называется замкнутое множество, 
которое притягивает у В ç 33 [7]. Минимальным глобальным ß-аттрактором 
полугруппы Vt называется наименьшее замкнутое множество 99?, которое при­
тягивает любое В £ 33 [7]. Минимальный глобальный ß-аттрактор Wl полу­
группы Vt является ее истинным аттрактором в том смысле, что любая его пра­
вильная замкнутая часть уже не обладает теми свойствами притяжения (ат­
тракции), которыми обладает сам истинный аттрактор Wl. Наконец, множество 
s4> £ Я называется инвариантным относительно полугруппы Vt, если Vt (<&) = 
= при у t£ R+. 

Впервые нетривиальный (т. е. отличный от единственной точки или периоди­
ческой траектории) минимальный глобальный ß-аттрактор Ш для нелинейных 
уравнений с частными производными был найден О. А. Ладыженской [4] для 
двумерных уравнений Навье—Стокса с граничным «условием прилипания» 
(V\ÔQ = 0). Она показала, во-первых, что для изученной ею задачи минималь­
ный глобальный ß-аттрактор является инвариантным, связным, компактным 
множеством в фазовом пространстве J (Q), ограниченным в «более хороших» 
пространствах Hs (Q), s ^> 1 [4]. Во-вторых, что динамика Vt этой задачи на 9№ 
существенно отличается от динамики на всем J (Q): разрешающие операторы 
Vt задачи на J (Q) определены лишь при t Ç R+ = [0, оо) и образуют там 
непрерывную полугруппу, тогда как на Wl операторы Vt определены при t Ç 
£ R = (—сю, оо) и образуют непрерывную группу. О. А. Ладыженская нашла 
также две числовые характеристики аттрактора Wl: число определяющих 
мод Nt (Wl) — числовую характеристику «конечномерности динамики Vt на Wl» 
[4, 9 ] и хаусдорфову размерность dH (Wl) [5—9]. 
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В последовавших после [4] работах О.А.Ладыженской [5—9], а также 
А. В. Бабина и М. И. Вишика, Ч. Фойаша и Р. Темама, В. К. Калантарова 
и других математиков (подробную библиографию см. в обзоре [8]) минимальные 
глобальные ß-аттракторы были построены для многих других нелинейных 
уравнений в частных производных, в том числе и возникающих в гидродинамике. 
Вместе с тем было показано (см. особенно работы [7—9]), что наличие мини­
мального глобального ß-аттрактора Э№, его свойства, конечномерность дина­
мики Vt на Ж и конечность хаусдорфовой (а также и фрактальной) размерностей 
аттрактора Ж вытекают из некоторых общих теорем о непрерывных полугруп­
пах V t, t Ç R+, нелинейных операторов, которые и предлагается проверить 
исследователю в его конкретной задаче. Так, например, в работах [6—9] 
Ладыженской доказано, что полугруппа Vt, t Ç R+, нелинейных разрешающих 
операторов, отвечающих нелинейным эволюционным задачам диссипативного 
типа, имеет компактный минимальный глобальный ß-аттрактор Ш конечной 
хаусдорфовой размерности, если эта полугруппа принадлежит классу 1 или 
классу 2. 

Полугруппа V% : X X, t(iR+, называется полугруппой класса 1, или 
полугруппой с параболическим характером диссипации, если при у t > О 
оператор Vt вполне непрерывен. Существенную часть полугрупп Vt, t g R+, 
класса 2, или асимптотически компактных полугрупп, составляют полугруппы 
Vt : X -> X, t Ç R+

f в которых разрешающие операторы Vt при t > 0 можно 
представить в виде суммы Vt = Wt + Ut сжимающих операторов Wt и вполне 
непрерывных операторов Ut. 

Многочисленные примеры уравнений и систем дифференциальных уравнений 
в частных производных, приводящих к полугруппам класса 1 и 2, указаны 
в работах О. А. Ладыженской, А. В. Бабина и М. И. Вишика, А. Аро, Г . Вебба, 
П. Массата, Дж. Чидагли и Р. Темама, В. К. Калантарова, А. А. Котсиолиса 
и А. П. Осколкова (см. [8]). В настоящей работе показывается, что задачи обоих 
типов возникают также и в теории начально-краевых задач для уравнений дви­
жения линейных вязкоупругих жидкостей: именно задачи с параболическим 
хара тером диссипации появляются при описании двумерных течений жидко­
стей Олдройта порядка L — 1, 2, а диссипативные задачи гиперболиче­
ского типа встречаются при описании произвольных трехмерных течений жид­
костей Кельвина—Фойгта порядка L = 0, 1, 2... 

0.3. Еще в середине XIX в. было известно, что существуют жидкости, 
не подчиняющиеся ньютоновскому закону (0.3) и даже стоксовскому определяю­
щему уравнению (0.2). Таковыми являются, например, жидкости, в которых 
после прекращения движения напряжения не обращаются мгновенно в нуль, 
а спадают по некоторому закону, т. е. имеет место релаксация напряжений, 
жидкости, в которых после снятия напряжений движение не прекращается 
мгновенно, а затухает по некоторому закону, т. е. имеет место запаздывание 
деформации, а также жидкости, в которых имеют место оба этих эффекта. Пер­
вые модели таких жидкостей были предложены Максвеллом, Кельвином и 
Фойгтом [10—14]. Жидкости Максвелла описываются определяющим урав­
нением 

причем v, как и выше, — кинематический коэффициент вязкости, а X — время 
релаксации, и характеризуются тем, что после прекращения движения напря­
жения в них убывают как ехр (—X^t). 

Жидкости Кельвина—Фойгта описываются определяющим уравнением 

причем х — время запаздывания, и характеризуются тем, что после снятия 
напряжений тензор скоростей деформаций убывает как ехр (—ycxt). Подстав­
ляя (0.6) в (0.1), получим уравнения движения жидкостей Кельвина—Фойгта: 

, « Ida 2vD, К, v > 0 , (0.5) 

(0.6) 

dv . dv А 

W + v k - d x T ~ - v A ü - K 

dàv 
dt + gradp = f, div v = 0. (0.7) 
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Много позже, в середине 50-х годов нашего столетия, Олдройт [10—14] 
предложил модель жидкости, определяющее уравнение которой имеет вид 

( l + X ^ ) a = 2 v ( l + x v - ^ ) D , К v, х > 0 , (0.8) 

и напряжение после прекращения движения затухает как ехр (—Я"1/), а тензор 
скоростей деформаций после снятия напряжения убывает как ехр (х" 1^. Урав­
нения движения жидкостей Олдройта запишутся следующим образом: 

dv , *ди , « / д2и . dvk dü . d2u) \ А д До , 

+ ( l + ^ ) g r a d p = F, divt; = 0. (0.9) 

На базе моделей Максвелла, Олдройта и Кельвина—Фойгта в настоящее 
время создана феноменологическая теория линейных вязкоупругих жидкостей 
с конечным числом дискретно распределенных времен релаксации и времен 
запаздывания [10—14], Так называются жидкости, определяющее уравнение 
которых имеет вид 

( 1 +2^^r) , T = 2 v ( 1
 + 2 i

> c '» v " 1 ^r) I ) ' v ' K ' * м > 0 ' ( 0 Л 0 ) 

причем числа L и M связаны одним из трех условий: либо M = L — 1, L = 
= 1 , 2 , . . . — жидкости Максвелла порядка L; либо M = L = 1, 2, ... — жид­
кости Олдройта порядка L; либо M = L + 1, L = 0 , 1, ... — жидкости Кель­
вина—Фойгта порядка L. 

Коэффициенты называются временами релаксации, а коэффициенты 
\кт] —~ временами запаздывания (или ретардации). 

0.4. Различные варианты уравнений движения линейных вязкоупругих 
жидкостей с конечным числом дискретно распределенных времен релаксации 
и времен запаздывания получены в работах А. П. Осколкова [15—20]. Он по­
казал, в частности, что движение жидкости Олдройта порядка 1 с определяю­
щим уравнением (0.8) наиболее естественно описывается либо системой интегро-
дифференциальных уравнений 

t 

V A ü ~~ — т ) Aü (r )dT + gradp = / , 

div v = 0, р = хДг1, К (t) = Ar1 (v - р) ехр (—Х'Н)У

 (°*1 1 * 
t 

либо — после введения новой неизвестной функции и (/) = J" К (t — т) v dx — 
о 

системой дифференциальных уравнений 

Ж + Vk " Ê " ~~ Р A ü ~~ A u + g r a d р = ^ div v = 0, 

ü = a + aX^Uy a = A, (v — p) - 1 . 

В настоящей работе предлагается еще один вариант уравнений движения 
линейных вязкоупругих жидкостей, прототипом для которого послужили полу­
ченные Осколковым уравнения (0.11) и (0.12) движения жидкостей Олдройта 
порядка 1. Полученные здесь уравнения, как показал опыт их использования, 
особенно удобны при исследовании разрешимости начально-краевых задач 
для уравнений движения линейных вязкоупругих жидкостей на бесконечном 
интервале времени, при построении аттракторов и динамических систем, по­
рождаемых этими начально-краевыми задачами, при изучении гидродинами­
ческой устойчивости течений линейных вязкоупругих жидкостей. Однако 
в отличие от уравнений А. П. Осколкова [15—20] полученные здесь уравнения 
справедливы лишь при определенных указанных ниже условиях на {Ы\9 v 
и | х ш } . 
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Предположим прежде всего, что корни ja/} полинома Q (р) = 1 + 2 Мр* 

вещественны, различны, т. е. Q' (а/) =̂= О, / = 1, L, и отрицательны: 
<%1 < 0, / = 1, L. Положим, далее, что 

L-1 

p m ( p ) = v + ЪщрК (0.13) 
/ = 1 

z,-i 
/>о(Р) = V - р + 2 (X/ - РЯ/)Р'> (А = « L ^ r 1 , (0.14) 

/ = 1 

L 
P f e (р) ЕЕ v — рр — рх + 2 (ty - р Л — ï^z-i) P*, 

/ = 1 

р ЕЕ KL+lXL\ р ЕЕ ( x L — pAi l - l )^ 1 , Я<> = О, 
(0.15) 

и будем предполагать, что {Xi\, v и ]х т } удовлетворяют также следующим 
условиям: 
для жидкостей Максвелла порядка L = 1, 2, ... 

tim) = Pm(a8)[Q'(a8)]-l>0, s = l , L; (0.16) 
для жидкостей Олдройта порядка /. = 1,2, 

ßi 0 ) = Po(a e) [Q'(as)]^ > 0, s = 1, • . . , L; (0.17) 
для жидкостей Кельвина—Фойгта порядка L = 1, 2, ... 

ß<fe) = / М с О ^ ' Ы Г ^ О , 5 = 1 , . . . , L. (0.18) 

Условия (0.17) для жидкости Олдройта порядка 1 совпадают с известным 
условием Олдройта [10]: v—хЯ" 1 > 0. Для жидкости Олдройта порядка 2 
условия (0.17), как легко видеть, сводятся к следующим: 

D ЕЕ Я ? - 4 Я 2 > 0 , 

ßi ЕЕ £ Г 1 / 2 [v - ъХТ1 + (xi - ^ХгХТ1) (-Х{ + Dl/2) (2Х2)-1] > 0, (0.19) 

ß 2 ЕЕ — D ~ 1 / 2 [v - + (xi - х2Я1А71) (—M - D 1 / 2 ) ( 2^ 2 r ! ] > 0. 
Для жидкости Кельвина—Фойгта порядка 1 условия (0.18) сводятся к сле­
дующим: 

* i — XgAr1 > 0, X — X i + щк"1 > 0. (0.20) 

Переходя к выводу уравнений движения линейных вязкоупругих жидкостей 
при описанных выше условиях на коэффициенты {Яг}, v и | х ш } , предположим, 

без ограничения общности, что a (л;, /) = 0 и£> (x, t) = 0 при t < 0, и применим 
к обеим частям определяющего уравнения (0.10) преобразование Лапласа L: 

оо 

La(x, 0 ЕЕ Ô(JC, p) ЕЕ J V ^ a ( x , t)dt. (0.21) 
о 

Тогда получим: 

а (х, р) = 2Q- 1 (p) j v + 2 typ' ] D (Ху р). (0.22) 
Применим, далее, к обеим частям равенства (0.22) обратное преобразование 

Лапласа Ь~г и воспользуемся теоремой о свертке. Тогда получим: 
t 

о (x, t) = 2 J G (t - x) D (x, т) d%y (0.23) 
0 

где 

G ( f » L - ' [ Q - 1 (p) [v + 2 typ< ] } . (0.24) 
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Из (0.24), вычисляя обратное преобразование Лапласа L'1 и используя обозна­
чения (0.13)—(0.18), получим: 
для жидкости Максвелла порядка L = 1, 2, ... 

G ( 0 = L" 1 {Q- 1 (p) P m (p)} = J J ^ T e < V - 2 Р?" W î (°-25) 

s = l s = l 

для жидкости Олдройта порядка L = 1, 2, ... 

G ( 0 = L" 1 № + Q" 1 (p) Po (p)} = |iô (/) + 2 |#f e V = J*« ( 0 + 2 P ' V ï ' ' 

s = l S s = l 

(0.26) 
где ô (£) — ô-функция Дирака; 
для жидкости Кельвина—Фойгта порядка L = 1, 2, ... G = L" 1 { + и. + Q" 1 (p) P* (p)} = fiô' ( 0 + M ( 0 + 2 "refre V = 

s = l S 

L 

= pô' ( 0 + p!Ô ( 0 + 2 ß s f e ) ^ . (0.27) 
s = l 

Подставляя (0.25)—(0.27) в (0.23), получим соответственно определяющие 
уравнения жидкостей Максвелла порядка L = 1, 2, жидкостей Олдройта 
порядка L = 1, 2, ... и жидкостей Кельвина—Фойгта порядка L = 1, 2, 
разрешенные относительно a (x, t): 

L t 

<* (x> t) = S ß s m ) f ^ S ( '~ T ) Я (*> dT, (0.28) 
s=l 0 

о (x, *) = ß < 0 ) f ea* (t~x)D (x, x) dx + pD (x, /), (0.29) 
s=l 0 

L t a (x, t) = p (*, *) + pxD (x, 0 + 2 № 1 ('~T)jD (X) T) dx' (0*30) 

s = l Ô 

Подставляя, далее, (0.28)—(0.30) в уравнения (0.1), получим — при опи­
санных выше условиях на коэффициенты JÀZ}, v и \%т\ — уравнения движения 
жидкостей Максвелла порядка L = 1, 2, жидкостей Олдройта порядка 
L = 1, 2, ... и жидкостей Кельвина—Фойгта порядка L = 1, 2, ... в форме 
интегродифференциальных уравнений: 

w+°* i S r - 2 ̂  IE<XS "~T) AU (Т) DT+GRAD
 p=f> d i v u = ° ' (°-31) 

s = l 0 

L t 

"IF + y f e — fx At; — 2 ß-0 > .Ç ^ s ( '~ T > A ^ ( T > r f T + S r a d P = ^ d i v i ^ O , (0.32) 
s = l 6 

L t 

1 Г + y * J r - I* T - Hi At; - 2 ß i * ' f ^ s ( '" T ) Ao (T)dr + grad p = /, divt» = 0. 
s = l Ô 

(0.33) 
Полагая в (0.31)—(0.33) us (x, t) = j еа*{'-% (x, x) dx, s = 1, L, полу-

o 
чим уравнения движения жидкостей Максвелла порядка L = 1, 2, жидко-
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стей Олдройта порядка L = 1, 2, ... и жидкостей Кельвина—Фойгта порядка 
L = 1, 2, ... в форме систем дифференциальных уравнений: 

z. 

ж + ü * " ê " ~~ 2 Л " 5 + g r a d р = ^ "Ж" ~~ v ~ а * " 5 = ° ' 
s=l 

0У , 

s = 1, — , L, div У = 0, 
L 

- p A u - 2 ß s 0 ) Aa s + grad p = /, div и - 0, 

"IF 

du , dû 

dt 

d Av 
dt 

0, s = 1, . . . , L, 

pi Au — 2 ß s Ä ) A^s + grad p = /, 

a s u s = 0, s .= 1, . . . , L, div v = 0. 

(0.34) 

(0.35) 

(0.36) 

При L = 1 уравнения (0.32) и (0.35) совпадают с уравнениями Осколкова 
{0.11) и (0.12). 

Пусть & — ортопроектор из L 2 (й) на J (Q) [31; A = ^ Д — оператор Стокса; 
A (v) = ^(VkVjcjJ, ф (A:, f) = {и, W i , F = \&f9 0, 0}. Применяя 
ортопроектор к системам (0.35) и (0.36), получим уравнения движения жид­
костей Олдройта порядка L = 1, 2, ... и жидкостей Кельвина—Фойгта по­
рядка L = 1, 2, ... в форме операторных дифференциальных уравнений: 

A{fe)<p + - £ - A 2 c p = F , dt dt 

(0.37) 

(0.38) 
в которых 

-р*Д + Л(1>) — ß t A - ß 2 A 

—1 — Ctj. 0 
— 1 0 — а 2 

0 
0 (0.39) 

-1 0 0 . . . — aL , 
причем р„ = р для жидкостей Олдройта ир„ = p j для жидкостей Кельвина— 
Фойгта, 

'— рД 0 0 . . . 0] 
о 
о Л 2 ЕЕ 

о 

(0.40) 

Уравнения (0.37), (0.39) и (0.38)—(0.40) и являются основными объектами 
изучения в настоящей статье. Они были получены впервые в работе [211 (см. 
также [22]). Мы будем решать эти уравнения в QT = Q X [0, 74, Q — огра­
ниченная область из Еп

9 п = 2 , 3, 0 < Т" оо, при начально-краевых условиях 

<р|*=о = \ v, \us 
\vo(x); 0, 0}, *ÇQ; <f>\dQт = 0. (0.41) 

0.5. В работах [15—20] построена теория разрешимости основной начально-
краевой задачи для выведенных уравнений движения жидкостей Олдройта 
порядка L = 1, 2, ... и жидкостей Кельвина—Фойгта порядка L = 0, 1, 2, 
в том числе и теория разрешимости начально-краевых задач (0.37), (0.39), 
(0.41) и (0.38)—(0.41), на конечном интервале времени (у Т < оо). При этом 
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оказалось, что теория разрешимости основной начально-краевой задачи для-
уравнений движения жидкостей Олдройта порядка L = 1, 2 аналогична тео­
рии разрешимости основной начально-краевой задачи для уравнений Навье— 
Стокса (0.4) (см. [3]): обе эти задачи однозначно разрешимы «в целом» в дву­
мерном и осесимметричном случаях и «в малом» в общем трехмерном случае; 
основная начально-краевая задача для уравнений движения жидкостей 
Кельвина—Фойгта порядка L = 0, 1, 2, напротив, однозначно разрешима 
«в целом» в общем трехмерном случае. 

В § 1 нашей работы мы показываем, что начально-краевая задача (0.37), 
(0.39), (0.41) для двумерных уравнений движения жидкостей Олдройта по­
рядка L ~ 1, 2, ... (Q cz £ 2 ) имеет «в целом» единственное классическое реше­
ние при у Г < о о , а в § 2 — что начально-краевая задача (0.38)—(0.41) для 
уравнений движения жидкостей Кельвина—Фойгта порядка L = 0, 1, 2, ... 
в общем трехмерном случае (Q cz Е3) имеет «в целом» единственное класси­
ческое решение п р и \ / Т < ; о о . Эти результаты анонсиоованы в работах 
[22—25]. 

В § 1 для начально-краевой задачи (0.37), (0.39), (0.41), описывающей дву­
мерные течения жидкостей Олдройта порядка L = 1, 2, строятся мини­
мальный глобальный ß-аттрактор 3R и порождаемая этой задачей динамиче­
ская система \Ж; Vu t G R}> a также изучаются свойства динамической си­
стемы {Ж; Vu t £ R\ —доказывается «конечномерность динамики Vt на, Ш» 
и даются оценки трех числовых характеристик аттрактора Ш: числа определяю­
щих мод Nt (Ж), хаусдорфовой dH (Ж) и фрактальной df (Ж) размерностей 
аттрактора Ж. Эти результаты анонсированы в работах [25—27]. 

В § 2 для начально-краевой задачи (0.38)—(0.41), описывающей общие трех­
мерные течения жидкостей Кельвина—Фойгта порядка L = 1, 2, показы­
вается, что группа Vu t'Ç. R, ограниченных нелинейных непрерывных опера­
торов, однозначно определяющих слабое решение (решение в смысле Э. Хопфа 
[3]) ф (t) = Vt (ф (0)) задачи (0.38)—(0.41), действующая в фазовом простран-

L 
стве Ег (Q) — 2 H (Q), при w t > 0 представима в виде суммы линейной экспо-

ненциально сжимающей полугруппы Wt и вполне непрерывного нелинейного 
оператора Ut : Vt = Wt + Ut, t Ç R+, т. е. полугруппа Vt при t > 0 принад­
лежит классу 2 асимптотически компактных полугрупп Ладыженской [6 — 9 ] . 
На базе этого результата строится минимальный глобальный ß-аттрактор 
задачи (0.38)—(0.41), доказывается «конечномерность динамики Vt на 3№» и 
даются оценки числа определяющих мод Nt (9JÎ), хаусдорфовой dH (Ш) и фрак­
тальной df (Ж) размерностей аттрактора Ш. Эти результаты при у L = 1,2, ... 
анонсированы в работе [22]. При L = 0 существование аттрактора Ж доказано 
в работе В. К. Калантарова [28]. 

Авторы выражают искреннюю признательность О. А. Ладыженской да 
внимание к их исследованиям по гидродинамике вязкоупругих жидкостей. 

§ 1. Динамическая система, порождаемая двумерными 
уравнениями движения жидкостей Олдройта порядка L = 1, 2, . . . 

1.1. Во введении показано, что движение жидкости Олдройта порядка 
L = 1,2, ... в двумерной ограниченной области Й описывается — при условии 
(0.17) на коэффициенты {Xi\, v и \кт\ — системой дифференциальных уравнений 

ж +Vh
 Жи ~ v A v ~" 2 ^s AUs

 + grad
 pz=1ff d i v v " °' 

~-~v—asus^0, s = l L; p > 0 , ß s > 0 , a s < 0 , s - l , . . . , L . ( r ) 

Система (1.1) решается в QT = Q X [0, T), 0 < T < oo, при начально-краевых 
условиях 
v\t=o = vo(x), tts|/=o = 0, s = 1, L, x£Q; v|aqr = us\ÔQT = 0, s = l , . . . L. 

(1,2) 
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Первый результат настоящего параграфа — теорема об однозначной класси­
ческой разрешимости в целом начально-краевой задачи (1.1), (1.2) при у Г < °° . 

Т е о р е м а 1Л. Пусть выполнены условия Q — ограниченная область 
из £2; dQ e С 2 + а ; v0 (x) ç С2+<* (Q) f] # (Q); / (*, 0 Ç Lœ (0, 7; О* (Q))> 
О < а < 1; ft ç L2, i (Qr); 0 < Г < oo. Тогда начально-краевая задача (1.1), 
(1.2) имеет единственное решение 

(о, Ы ) с iL«, (О, Г; С 2 + а ЙПЯ(Й))пй71>(0, Г; C a (Q)f ] / (Q))} X 

х П 1 ^ ( 0 , 7; С 2 + а Й П Я ( Й > ) п ^ 2 о о ( 0 , 7; С а (Q) fV (&))}> 

ц для этого решения имеет место оценка 

« i ( l ^ o t ^ ; Шкло, r ; ^ ( И ) ) ; IM*,i. Q,; г1). о.з) 
причем постоянная С х не зависит от Т -< оо. 

Теорема 1.1 при любом конечном 71 < оо доказана в работах А. П. Осколкова 
[17—20]; при этом в его доказательствах постоянная Сг в оценке (1.3) зависит 
от Т и сх оо при Т ->• оо. Анализ доказательств в [17—20 ] показал (см. также 
доказательство классической разрешимости в целом при у Т <; оо основной 
начально-краевой задачи для уравнений Навье—Стокса [3]) , что для того чтобы 
доказать теорему 1.1 и при Т = оо, достаточно получить для решения задачи 
»:(1.1), (1.2) следующие априорные оценки, в которых постоянные в правых 
частях не зависят от T <С оо: 

( L \1/2 L 

Il v I Q + 2 ß s iUSX & Q ) + И II I, Qr + 21a* I $S I I t t " i2' QT < 

s—1 / s = l 

< 4 - 1 ^ 1 , Q + (Ц00В2. а + ||/lk.. Qr) I/Ik 1, QT = A, (1.4) 

max ( I vt \t e + 2 ßs II и.*х I. Q)<(\\ VQx \t a 2 ß/ + Jo< (x, 0) |f; о ) X 

0 « < Г \ s = l / \ /=1 / 

X exp {2 (Ali'1 + \\ft f, Q r ) } = D, (1.5) 

L 

P II i** QT + 2 S I а/1 ß/ II а«* I, Qr < II о* (x, 0) ||22, Q + 
L 

+ M i . Q 2 ß/ + 2D (Лр~ 2 + 1 ftni, i, Q r ) , (i.6) 
— ибо оценки сильных норм решений начально-краевой задачи (1.1), (1.2), 
входящих в оценку (1.3), от Т уже не зависят. 

Априорные оценки (1.4)—(1.6) в сочетании с методом Галеркина позволяют 
доказать существование в целом на [О, Т) при у Т <; оо единственного обоб­
щенного решения в смысле Ладыженской [3] задачи (1.1), (1.2), т. е. обобщен­
ного решения с конечными нормами max \\vt, utx Ц2, Q + || vtx, tUttxh QTî 

0<*<T 
после этого с помощью теорем вложения Соболева и теорем о классической раз­
решимости соответствующих линеаризованных задач с постоянными коэффи­
циентами (нелинейные члены vkvXk уходят в «свободный член» F (x, t) ~ f (ху t) — 
— vkVxk) теорема 1.1 доказывается в полном объеме (см. [3, 17—20]). 

Доказательству априорных оценок (1.4)—(1.6) для решений задачи (1.1), 
(1.2) и посвящена остальная часть п. 1.1. Именно при доказательстве этих оце­
нок и выявилась впервые наиболее ярко целесообразность записи уравнений 
движения жидкостей Олдройта порядка L = 1, 2 в форме системы дифферен­
циальных уравнений (1.1). 
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Умножим первое из уравнений системы (1.1) на а, проинтегрируем по облает 
Q и воспользуемся остальными уравнениями системы (1.1) и граничными усло­
виями (1.2). Тогда при (°> 7 1 1 получим равенство 

4-ЗГ (L Ü i ' fl + 2 ßS I "S, I , Q) + P f vx |I, о + S I a. I ß. 1 u8X G. Q = (/, 0 ) 2 > Ö . 
(1.7) 

Из (1.7) следует неравенство 

4 - ^ - ( | » | 5 i a + S ß . I « . J . a ) < I / k o ( l » l l i . o + J I ß . K I . « i V / " . ^ ( 0 . Л , 
(1.8) 

откуда в свою очередь вытекает, что 

( i l ̂  Р . ^ И" s4 ßs II "S. P . Q) » / Ik (1.9) 

Интегрируя неравенство (1.9) по / С [О, Т] и\ применяя операцию^максимиза-
ции по /, получим оценку 

L 

max (|| V G, g + S ßs II "sx t u) < II 0̂ I . Q + I / 1 . 1. 0 7. (MO) 

Далее из равенства (1.7) следует неравенство 
L \ L 

1 d 
2 dt 

L \ < 

/ Z. \ l / 2 

< l / | | 2 , ß ( | | ^ | , Q + 2 ß . | | 4 J . Ü) , 0 < / < 7 \ (1.11; 

а из этого неравенства, используя оценку (1.10), интегрируя г п о 1 * £ ( 0 , г Г ] 
и применяя операцию максимизации по t £ (О, Т], мы и получим оценку (1.4). 

Продифференцируем первое из уравнений системы (1.1) по ty умножим полу­
ченное уравнение на vu проинтегрируем по области Q и воспользуемся осталь­
ными уравнениями системы (1.1) и граничными условиями (1.2). Интегрируя 
по частям, получим равенство 

4 " ЧГ f i L Q + 2 II Ustx i , u) + P I VTX I , g + J I a s I ß S f "stx I , Q = 

= - )vktvtvXkdx + (ft) vt)2 Q9 0 < f < 7 \ (1.12) 
Q 

В нижеследующих оценках нам понадобится известное неравенство Лады­
женской (см. [3], гл. 1) 

| | t ; | | 4 4 , û<2 | | t ; | | 2

2 , Q | | ^ | Q , v ^ W l ( Q ) , Й с £ 2 . (1.13) 

Оценим член J = \vktvtvXkdt в правой части равенства (1.12), используя 
ß 

неравенства Гельдера и Коши и неравенство (1.13): 

I / 1 < Vï 1 ^ ||2, Q 11', k Q f и,, I k Q < -F- 1 ^ I , Q - p" 1 f vx \l Q I vt H Q. (1.14) 

Тогда из равенства (1.12) получим неравенство 

4" -4" ( l ^ I . û + S ßS I "S/* I , о) + Ц I ff* I , О + S J «S I ß S f USTX u Q < 

< 2 | | / , | | 2 , o ( К | | 2 % + S ß . K / J . o ) + 

+ 2 p - 1 | I ^ I I U ( l ^ i , Q + S ß S K / J . a ) , 0 < / < 7 \ (1.15> 
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из которого, используя лемму Гронуолла и уже доказанную оценку (1.4), 
пользуясь тем, что ust \t=o = v \t=o = v0 (x), l = 1, L, и применяя опера­
цию максимизации по / £ (О, Г ] , получим оценку (1.5) (ср. [3, гл. VI]). После 
этого, интегрируя неравенство (1.15) по / £ (О, Т] и используя уже доказанную 
оценку (1.5), получим и оценку (1.6). 

1.2. Во введении показано, что движение жидкости Олдройта порядка 
L = 1, 2, ... описывается также — при условиях (0.17) на {кг\9 v и \кт\ — 
эквивалентным системе (1.1) операторным дифференциальным уравнением 
(см. (0.37), (0.39)) 

-|5L + A<p = F, (1.16) 

в котором 

л 

< — цА + A (v) 
— 1 

— 1 

— 1 

ßiA 

0 

0 

ß 2 A 
0 

- а 2 

0 

- ß L A 
0 
0 

Г (1.17) 

Уравнения (1.16), (1.17) с F = F (х) решаются в 
при начально-краевых условиях 

Q X [0, оо ) , Q cz Е\ 

ф|/=о = \v\ \u8})\t=o = \v0(x); 0 , . . . , 0}, xÇQ; Ф|ОСОО-0. (1.18) 

Выберем в качестве фазового пространства задачи (1.16)—(1.18) гильбертово 
L 

пространство Е0 (Q) = / (Q) X Ц # (й) 13] и положим для <р = \v; иъ uL\ 
s = l 

и г|з = \v'\ и\, U'L\ 
L 

|q>, $]Е0 = (v, v')2,Q+ 2 ßsK,, *4)2.Q> (1.19) 

так что II ф | | £ в = V 2 , + S ß 
s = l 

s H ^ s x ||2,S 
1/2 

Осколков показал [17—20], что на пространстве Е0 (Q) определена полу­
группа Vu i G R+, ограниченных непрерывных нелинейных операторов — 
разрешающих операторов задачи (1.16)—(1.18), однозначно определяющих 
слабое решение Хопфа ф ( • , t) = ф (t) задачи (1.16)—(1.18) по его значению 
при t = 0 : ф (0 з Vt (Ф (0)). 

Для решений ф (t) = Vt (q> (0)), (0) € £о ( Q ) > стандартным образом 
[3, 17—20] при почти всех t Ç R+ выводится энергетическое соотношение 

(см. (1.7)) 
L 

2 ci/ I ф \%. + P fi VX | , 0 + 2 I OCs I ß s j) USX g, о = (/, V)2. Q, 
s = l 

(1.20) 

(1.21) 

из которого для решения задачи (1.16)—(1.18) следует оценка 

| |ф | |£ 0 <^0-(р*)- 1 | | /12 ,й , t£R+, 
p* = min |р?ч; | a s | } , 

где Jij — первое собственное число спектральной задачи для оператора Стокса, 

— Д-ф + V<7 = divi|5 = 0, x£Q; 1|з|ао = 0. (1.22) 
Оценка (1.21) означает, что шар 

В0= \<ç£E0(Q) :b\\E0<Ro\ (1.23) 

является поглощающим множеством для у В Ç 33, ß cz Е0 (Q) и V* (ß 0) cz ß 0 , 
т. е. все слабые решения Хопфа задачи (1.16)—(1.18) втягиваются в шар В0 за 
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конечные времена. Тем самым шар В0 является ограниченным глобальным. 
ß-аттрактором задачи (1.16)—(1.18). А тогда множество 

3 » = П Vt(BQ) (i 24) 

является минимальным глобальным ß-аттрактором задачи (1.16)—(1.18). В силу 
непрерывности полугруппы V f, t Ç R+, аттрактор ЗА является непустым, связ­
ным и инвариантным множеством в Е0 (Q). 

Введем гильбертовы пространства Es (Q) ^ (W?y (Q) fl H (Q)) x 
L 

x П(№-> + ! ( й ) П H (^))> s = 1, 2, и положим для <р = \v\ \и8\\, Ц = 1=1 
1 '*S \ ) 

[ф, Ч>|* = (f. Ю (

2

5 ) о+ S ß/ " i t ë t 0 . (1.25) 
s ' /==1 

так что II ф ||я ^ 
1/2 

и покажем, что 1М^Й) 2+ 2 ßi(iu,|im2 

справедлива следующая теорема. 
Т е о р е м а 1.2. Пусть Q — ограниченная область из Е2

У dQ Ç Cs+*> 
f (x) Ç Щ - 1 (Q) fl «/ (̂ )> s — 1, 2, ... Тогда для слабого решения Хопфа задачи 
(1 .16)—(1.18) при у t > 0 справедлива оценка 

b(.,t)ks<Cs(\\nta\ I i - ' ) . (1-26) 
Как и в случае уравнений Навье—Стокса [4, 51, теорему 1.2 достаточно 

доказать при s = 1. В этом случае для решения ф = {о; \щ\\ задачи (1.16)— 
(1.18) при t > 0 справедливо равенство (ср. [3, с. 194]) 

L 

-T-srivII*. + и I I & v t о + 2 1 a / 1 S w / ü < ^ 2 ' й ~ ~ { f ' A ü k й ' 

(1.27) 
из которого, применяя неравенства Гельдера и Коши, неравенство Ладыженской 
(1.13) и второе основное неравенство для оператора Стокса А [3, гл. I I I ] , 
получим неравенство 

L 

IФ « I , + P1 vxx ! , Q + 2 2 I «/1 ßi II I . Q < с (p" 1) (1 о, II, Q IIФ I I , + » / II, Q). 
d 

dt 
/ = 1 

(1.28) 
Умножим обе части неравенства (1.28) на v t > О и результат запишем так: 

•1 ' 1 / 2 Ф i l . + и I * 1 ; ч , 1 . » + 2 21 «/1 ß/1 ^ 1 / 2 " / - l . 0 < 

< Ф ^ .о | * 1 / 2 ф| | 1 +bÎEt+c\tx,2ff.Q, V ^ > 0 . (1.29) 
Из неравенства (1.29) с помощью леммы Гронуолла [3] и энергетической оценки 
(1.21) получим оценку 

max ||ф(., O l l ^ ô - ^ ^ o ) , (1.30) 
0 < Ô < * < 1 

а так как задача (1.16)—(1.18) инвариантна относительно сдвига по t,—то 
и оценку (1.26) при s = 1. 

В силу теоремы 1.2 разрешающий, или эволюционный, оператора задачи 
(1.16)—(1.18) при у i > 0 переводит шар В0 в множество Vt (В0)у ограниченное 
в Е1 (Q) и компактное в Е0 (Q), и потому эволюционный оператор Vt при у / > 0 
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является вполне непрерывным в пространстве Е0 (Q). Отсюда и из описанных 
выше свойств аттрактора Ж, определенного формулой (1.24), следует теорема. 

Т е о р е м а 1.3. Основная начально-краевая задача (1 .16)—(1.18) для дву­
мерных уравнений движения жидкостей Олдройта порядка L = 1, 2 , ... имеет 
в фазовом пространстве Е0 (Q) минимальный глобальный B-аттрактор Ж, 
определенный формулой (1.24), который является непустым, связным, инва­
риантным компактом в EQ (Q) и ограниченным в пространствах Es (Q), s = 
= 1, 2, множеством. 

1.3. Докажем теперь основной результат настоящего параграфа — теорему 
1.4, описывающую свойства эволюционного оператора Vt задачи (1.16)—(1.18) 
на аттракторе Ж. 

Т е о р е м а 1.4. Каждое решение Vt ( ф (0)), t Ç R+, задачи (1 .16)—(1.18) 
с ф (0) Ç Ж однозначно продолжается на R = ( — о о , о о ) как решение задачи 
(1.16)—(1.18), лежащее в Ж. Тем самым полугруппа Vt, t Ç R+, на Ж продол­
жается до группы Vt, / С R, ограниченных нелинейных непрерывных операторов, 
причем Vt = Vz), когда t < 0, и такое продолжение единственно. Аттрактор 
Ж состоит из тех и только тех элементов ty Ç В0 (см. (1.23)), для которых задача 
(1.16)—(1.18) v* 'G R имеет решение ф (t) = Vt (ty), равное ty при t = 0 . 

Пара \Ж, Vf, t € R\ и является динамической системой, порождаемой 
начально-краевой задачей (1.16)—(1.18) о двумерных течениях жидкостей 
Одройта порядка L = 1, 2, ... 

Доказательство теоремы 1.4 во многом аналогично доказательству соответ­
ствующего утверждения для двумерных уравнений Навье—Стокса (0.4) , дан­
ному впервые Ладыженской в работе [ 4 ] , где она также сводит систему уравне­
ний Навье—Стокса (0.4) к операторному дифференциальному уравнению 

-^L + B(v) = f(x), B(v) = -vÄo + A(v). (1.31) 

Поэтому мы лишь наметим основные этапы доказательства теоремы 1.4, прове­
рив, что все свойства оператора В (v) в (1.31), которые гарантируют справедли­
вость утверждений теоремы 1.4 для уравнений Навье—Стокса, выполняются 
и для матричного оператора Л ( ф ) , определенного в (1.17). 

Предположим, что доказано следующее свойство задачи (1.16)—(1.18): 
при у ф , ф £ Ж из условия ф Ф ф вытекает, что Vt ( ф ) ф Vt ( ф ) при v * £ 
т. е. оператор Vt, t Ç R+, имеет на ЗА обратный Vi1. Тогда любую полутраекто­
рию у+ ( ф ) = \Vt ( ф ) , t € R+\ у ф Ç 9 И , которая в силу инвариантности аттрак­
тора Ж целиком лежит в Ж, можно, и притом однозначно, продолжить на 
R- = (— о о , 0 ] следующим образом [4, 7 ] : 

по ф Ç Ж найдется единственный ф х £ Ж, такой, что ф = Vi ( ф х ) ; 
по ф ! найдется единственный ф 2 Ç Ж, такой, что <çx = Vx ( ф 2 ) , и т. д. 
Совокупность точек у" ( ф ) = \Vt ( ф ь ) , t € 10, 1), k = 1, 2, ...} назовем, 

по определению, отрицательной полутраекторией, продолжающей у+ ( ф ) в сто­
рону отрицательных / от 0 до — о о , а у ( ф ) = у+ ( ф ) U 7 (ф) — полной траекто­
рией, выходящей из ф £ Ж. 

Положим, по определению, 
Vt-h(<?)=Vt(<çk), t£[0,l), k= 1, 2, у ф ( Е 2 К . (1.32) 

Тогда у ( ф ) = \ Vt ( ф ) , t € R} есть непрерывная кривая, лежащая в Ж, и для 
нее выполняется групповое свойство 

vx+tto) = vx(Vt(<f))> \/t£R, v ^ e # + , У Ф Е З Я . (1.ЗЗ) 

Описанная выше конструкция продолжения у+ ( ф ) , ф Ç Ж до у ( ф ) дает 
единственное возможное продолжение, так как ф ^ : ф / г = Vt (q>k+i), k = 1, 2 , . . . , 
определяются по ф однозначно. Легко выяснить, что 

Vt=Vzl t£R-, (1.34) 

и семейство операторов \Vt, t € R\ образует на Ж непрерывную группу. 
Тем самым полугруппа Vt: Е0 (Q) Е0 (Q), t£R+, порождаемая задачей 
(1Л6)—(1.18) , продолжается на аттракторе Ж до полной группы Vt : Ж Ж, 
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/ Ç R, и ф (i) ~ Vt (фо). * € Я, V P o É ^ е с т ь ргшгние уравнения (1.16), 
(1.17). 

Итак, все утверждения теоремы 1.4 будут доказаны, если мы докажем ука­
занное выше свойство задачи (1.16)—(1.18): если для двух «достаточно гладких» 
решений ф (/) и ф (/) при некотором 1Х О ф(/г) Ф ф (/х), то и ф (t) Ф ф (/) при 
yt£R. К доказательству этого свойства решений задачи (1.16)—(1.18) — 
корректности прямой и обратной задач (1.16)—(1.18) при у t £ /? — мы и 
переходим. 

Пусть ф (/) и ф (t)—два «достаточно гладких» решения задачи (1.16)— 
(1.18), например, пусть ф (t) и ф (t) — два классических решения задачи (1.16)— 
(1.18), существование которых при у t £ R+ гарантируется теоремой 1.1. Их 
разность Ф (t) = ф (/) — ф (/) ЕЕ {до, \wi}\ ЕЕ \v — v, \щ — щ\\ удовлетво­
ряет линейному операторному уравнению 

в котором 

Ait) ЕЕ 

= Ф0, 

ц A -f- Л 2 (и, и) - ß i A - ß 2 A . . . - ß L A 
— 1 — ai 0 0 
— 1 0 — a 2 0 

— 1 0 0 

(1.35) 

цА — ß x A . . . —pLA 
1 1 . . . 0 
1 0 . . . 0 

+ 

0 

At(v, v) 0 . 
0 
0 

+ 

0 
•2 
•2 

— 2 

0 

0 
0 
0 

Л 2(и, ö)w ЕЕ &HvkWxk-\- vXfwk), t£R+, 

Ax + A, + Az{t) =At + B (/), (1-36) 

(1.37) 

а ^ , как и выше, — ортопроектор из L 2 (Q) на J (Q). 
Легко проверяется, что оператор Ах является самосопряженным положи­

тельно определенным оператором в Е0 (Q) и для оператора А1 + Л 2 справедлива 
оценка 

[ (Л1+Л 2 )ф, ф Ь 0 > т ш { р ; (Ы)} | | {ш, А ь wL)fEo. (1.38) 

Из определения (1.36) оператора A (t) и оценки (1.38) следует также, что сущест­
вует достаточно большое ô = ô (p, Ù) > 0, такое, что при у / £ R+ справедливо 
неравенство 

[(Л + о/)ф, Ф ] £ о > т т { - | - ; (|а/|)}|{до, ш ь éL\fEo. (1.39) 

Далее, как и в случае двумерных уравнений Навье—Стокса [4, § 3 ] , прове­
ряется, во-первых, что оператор В (t) = А2 + А3 (t) при у t Ç R+ подчинен 
оператору Л ь т. е. он определен на D (А\) и || В (t)ATl \\Е0->Е0 < с2, и, во-
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вторых, что при Y / Ç R+ оператор В (t) дифференцируем по / и || Bt (t) X 
X AT1 \\Е0~+Е0 < сз, причем постоянные с2 и с3 определяются только данными 
задачи (1.16)—(1.18). После этого, как и в работе [4, § 3 ] , показывается, что 
для решения Ф (/) уравнения (1.35) при достаточно больших со, с 4 и с\, опреде­
ляемых лишь данными задачи (1.16)—(1.18), справедливо неравенство: для 
V|a ( 0 ; M ' ) . bL(i)\^D(A1) 

\(А + со/) \а; Ь), ß*|a; b} - ß {я; b } ] £ o - [Л3* {a; b}, \a; Ь\]Ео> 

>-с4(А + <о1)\а; Ъ}\\Ео\\\а; Ъ\\)Eo - c\\\{A + со/) |a, b}|| 0, / £ / ? + . (1.40) 

Пусть теперь 0 < / х < / <; ^ <c oo, и пусть 
y(t) = ||Ф (/) ||| e ехр {— 2co* - 1г)\, со* = max (ô; со), (1.41) 

где ô и со — достаточно большие положительные числа из неравенств (1.39) 
и (1.40). Положим 

A ^ E E l n - 1 ^ ) , M = 3maxt/*(t), ^ [о, ( - т р ) 1 " ] , ( М 2 > 

где 0 > 1 — достаточно большое положительное число, которое будет выбрано 
ниже. Тогда, как и в [4, § 3] для двумерных уравнений Навье—Стокса, доказы­
вается, что из неравенства (1.40) для решения Ф (t) уравнения (1.35) следует 
справедливость мультипликативной оценки 

а(у(^<[к(у(иМ-^^ПН(у(Е2))^^%(Е; / ь / 2 ) , * i < / < / 2 , (1.43) 
в которой ß (/) = (t — tt) (/2 — у 1 , x А) = ехр [с5 (/ — / х) (/2 — tx)], 
с 5 ЕЕ GcI/4, а Й — постоянная из неравенства (1.40); постоянная 0 должна 
удовлетворять неравенству Й1ПЗ <С 2 0 — 1, где с\ — постоянная из (1.40). 

В самом деле, следуя [4, § 2 ], выберем tx > 0 и положим ty (t) ЕЕ Ф (t) е~6 С - ' * ) , 
где число ô определено в (1.39). Тогда, полагая A (t) ЕЕ A (t) + о/, получим 
для ty (i) уравнение 

^ + Л(*)1|> = 0, t£R\ (1.44) 

Далее вводим новое независимое переменное т ЕЕ , k ЕЕ const > 
;> 0. Тогда для ty получим уравнение 

*L + e-k «-иду - 0, т £ R+. (1.45) 

Умножая (1.45) скалярно в Е0 (Q) на ty, получим уравнение 

- 5 - - ^ - 1 * 1 е . + е " М ' " " ' , ) ^ ( т ) * . *]£.== 0, т(ЕЯ+, (1.46) 

из которого, дифференцируя по т и используя структуру (1.36) оператора А, 
получим уравнение 

+ [Astty, ty]Eo}e-™«~^^09 TÇ/?+. (1.47) 

Наконец, уравнение (1.47), используя уравнение (1.44) и самосопряженность 
в Е0 (Q) оператора Аг ЕЕ Л х + о/, преобразуем к виду: 

X "И" 1 * + I - * * ] * . - 2 fl ||| e + [A3ty, ty]Eo -

- ß*t|? - ß ^ k j éf2* { t - ~ U ) = 0, т с (1.48) 

Рассмотрим далее, следуя по-прежнему [4, § 2 ] , функцию H (т) ЕЕ In h (z(x)), 
где 2 (т) н I г|? (т) fE, a h (z) — монотонная возрастающая положительная глад-
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кая функция при z > О, h (0) = 0. Тогда, вычисляя производные dH/dx и 
d2H/dx2 и используя уравнения (1.46) и (1.48), получим уравнение 

4" liïF = HT
 {fe [ 2 * ' + 21 ^+ + ЙЧ>> ß*4> - -

-Hat* , + Ы « " 2 * ( ' - ' 1 ) + 2 [ - ^ - - ( - T - ) ' ] [ Л г ^ ' * t è . * - 2 M ' - ' i ) . (1-49) 

а из этого уравнения, полагая k = 0, /i (г) = ln"1 (М/г 9), TW ЕЕ 3 max z ö (О, 

используя неравенство (1.40) и —это, очевидно, возможно — заменяя в А 
ô на со* ЕЕ max (ô, со), получим неравенство (ср. [4, §21) 

1 * £ > 9 (г\п^у[2\\Ац(Ео-с4АЦ\\ЕоШ\Еа-2
 d x " 

—1 
- i - f - e i n - 1 - ^ --с*Ш$.1 + 28 ( z l n - ^ - ) 

> ге2?-1 i n - 2 и »|0 - cie ( z i n - g - ) ~l I л « f£. -

- - J - 8 ( г 1 п - ^ - ) - , | Я * Ё . - - 5 - в ^ ( 1 п ^ - ) " ' ' V e > 0 . (1.50) 

Из этого неравенства, полагая 8 = 21п - 1 (УИ/z0) и выбирая 0 так, чтобы выполня­
лось условие 

( z l n - ^ - ) - ! + 0 г - 1 1 п - 2 ^ - < 2 е 2 г - 1 1 п - 2 ^ , (1.51) 

т. е. чтобы, как уже говорилось выше, 20 > £*1пЗ + 1, получим: 

Ввиду этого функция Я (*) +cA(t— к)2 ЕЕ In [ft (z)ec<<'-'*>2] ЕЕ будет 
выпуклой, и потому для tÇz [tl9 t2] справедливо неравенство 

5» (0 < Ж {к) (1 - ß (/)) + Ж (t2) ß ( 0 , ß (0 = (t - A) ( 4 - fi)"1, (1.53) 
из которого следует 

Ä ( z ( / ) ) < [ A ( z ( ^ 1 - p ( / ) [ Ä ( z ( M ) ] ß ( 0 X ( ^ 'i. '2), * i < / < * 2 , (Ь54) 

а из (1.5.4), вспоминая, что 2 (0 ЕЕ ||ф (/) |||0 = || Ф ||| 0 e~2<ù* (t~tl) ЕЕ у (t) из(1.41), 
мы и получаем мультипликативную оценку (1.43). 

Из оценки (1.43) и инвариантности задачи (1.16)—(1.18) относительно сдвига 
по / Ç R+ следует, что если при каком-либо tx > 0 или при каком-либо / 2 < 
< оо Ф (/х) = 0 или Ф (t2) = 0, то Ф (0 ЕЕ 0 при у ^ 6 Тем самым нужное 
нам свойство задачи (1.16)—(1.18) — корректность прямой и обратной задачи 
(1.16)—(1.18) при у / Ç R+— доказана. 

Из оценки (1.43) следует также непрерывная зависимость при у t £ R+ реше­
ний задачи (1.16)—(1.18) в пространстве Е° (й), а из мультипликативной оценки 
13, 4] 

В Ф lkM < .̂ И Ф IIS.10 (IIФ К ) 1 " " ( e > . 0 < a ( s ) < l , s = l , 2, ... (1.55) 
и отмеченной выше непрерывной зависимости решений задачи (1.16)—(1.18) 
в Е0 (Q) — что если при каком-нибудь s ограничена норма || <р \\Е решения задачи 
(1.16)—(1.18), то решение этой задачи непрерывно зависит и в норме || * ||я при 
y/t£R+. 

Отметим в заключение, что, как следует из теоремы 1.4, решения ф (t), t Ç R 
задачи (1.16)—(1.18), принадлежащие аттрактору Ш, являются очень гладкими 
функциями (я, t) Ç Q X R, если только / (х) и dQ обладают соответствующей 
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гладкостью, в частности, элементы <р (/) ç Ш являются бесконечно дифферен­
цируемыми функциями (х, /), если f (х) бесконечно дифференцируема и dQ 
бесконечно гладкая. Более того, как и в [4, § 2 ] для двумерных уравнений 
Навье—Стокса, для любой траектории <р (/) £ Ш справедливы оценки 

s u p | |о™ф | | £ о <с(т), ( 1 5 6 ) 

в которых D есть дифференцирование по х или t и постоянные с (т) определяются 
только m = 1, 2, .../соответствующими нормами / (х) в Wl

2 (Q) и границей dQ, 
т. е. с (m) — общие для всех траекторий ф (/) Ç Ш. Отсюда, в частности, сле­
дует, что, как уже упоминалось выше, операторы Vf, / С R+ обладают на Ш 
«квалифицированной непрерывностью» [ 7 ] , и потому семейство операторов 
{Vu t € R}, в котором Vt = V:}, t Ç R" (см. (1.34)), образует на Ш непрерыв­
ную группу. 

1.4. Изучим свойства динамической системы \Ш, Vt, t Ç R\, порождаемой 
начально-краевой задачей (1.16)—(1.18) для двумерных уравнений движений 
жидкостей Олдройта порядка L = 1, 2 , —именно, докажем «конечномер­
ность динамики Vt на !№» и дадим оценки трем числовым характеристикам ат­
трактора Ш: числу определяющих мод (Ш) и хаусдорфовой и фрактальной 
размерностям dH (Ш) и df (Ж). 

Пусть & п — я-мерное подпространство пространства / (Q), натянутое на 
первые п собственных функций спектральной задачи (1.22) для оператора 

Стокса; Рп — ортопроектор из J (Q) на <$п\ Qn ЕЕ / — Рп — ортопроектор из 
L £-+1 

J (Q) на QnJ (Q); & n — ортопроектор из J (Q) х Д Я ( Й ) на Д %п\ Qn — 

ортопроектор из J (Q) х Д Я (ß) на j J (Q) X Д H (^) J 0 &п | J (Q) X 

X Д Я (Q)} = Qn { / (Q) х Д й (Q) } . Пусть, далее, Ф (*) = ф (0 - ф (t) ЕЕ 

Е= {до; wlt oyLj iE {ОУ; wj — разность двух произвольных решений ф (/) ЕЕ 

ЕЕ \v; uu г/jr}- ЕЕ {v; и\ и ф ЕЕ {Ü, U} задачи (1.1.6)—(1.18) из 3R, Ф ' ' (/) = 
= ф " ( ' ) - ф " (t) = К > w"\ ~ \Qnw; Qnwl9 QnwL} ЕЕ Q n {ДО, W}. Для 
Ф (i) и Ф " (t) справедливы следующие легко проверяемые соотношения: 

_ 1 

2 Л 5 - 1|Ф|1о + И1 ̂  II, Q -I- J I а, I ß ; ! I « = f • l £ R > (1.57) 

£ 

dt I Ф | | 0 + p 1 wl I , Q + 2 I а / 1 Pi I I. о = ^ ( Э ^ + aw) a£fe dv, / £ #, 

(1 .58) 
— из которых с помощью оценки (1.26) и выводятся описанные выше свойства 
динамической системы {3D?; Vt, t£R\. 

Т е о р е м а 1.5. Существует число N = N ( р Г 1 ; sup || ф||с (оЛ < 0 0 , такое, 
\ Ф €^г ; 

что полная орбита у (ф (0)) ЕЕ \Vt (ф (0)), / £.R\ решений задачи (1 .16)—(1.18) 
при у ф (0) Ç 9№ однозначно восстанавливается по ее ортопроекции $PNy (ф (0)) ЕЕ 

ЕЕ \&NV\ (ф (0)), ^ Ç R\ на подпространство JJ еГ^. 
Эта теорема доказывает «конечномерность динамики Vt, t £ R задачи 

(1.16)—(1.18) на аттракторе Наименьшее из чисел N, существование кото­
рых гарантируется теоремой 1.5, называется числом определяющих мод аттрак­
тора 3R [ 9 ] и обозначается Ni(ffl). Для числа Nt (Ш) справедлива оценка 

^ ( K X ^ ^ + C Î , (1.59) 
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в которой постоянная сг зависит только от | | / | | 2 , Й И области Q, а постоянная 
с2 зависит только от области Q. 

Доказательство теоремы 1.5 в существенном близко доказательству анало­
гичного утверждения для двумерных уравнений Навье—Стокса, данному впер­
вые Ладыженской [4 , 5 1 . Положим M = sup | |ф | | с (0) . В силу оценки ( 1 . 26 ) 

при S = 2H теоремы вложения Wl (Q) в С (Q) когда Q ç £ 2 , величина M зави­
сит только от p, Q и |/||2, Q. Тогда правую часть в ( 1 . 5 7 ) можно оценить так: 

< М\\ wx I 0 j) w \\2> 0 < р 1 wx Ц Q -f - ~ I w \\l Q. ( 1 . 6 0 ) WKVWXK 

Отсюда и из ( 1 . 5 7 ) следует неравенство 

4 - 4 - 1 Ф « ^ < ^ 1 - » и < ^ » ф ц ь о-") 

и потому 

| Ф ( 0 | | £ . < | | Ф ( 0 ) 1 к е х р ( ^ - / ) Е Е | | Ф ( 0 ) | | Е О / ( М , р, о. t£R+- ( 1 - 6 2 ) 

Правую часть соотношения (1.58) оценим так: 

J {vkw + WkO)w"Xhdx <Wxb,Q\^\\vf\w\2 dxylZ ^ ( j |ü| 2 |o>| 2 dx ) 1 / 2 ] < 

< Ш Ишlb, оIo£k о < К 1 , Q+~\\W$, Q. (1 .63) 

Тогда из ( 1 . 5 8 ) и ( 1 . 6 3 ) получим: 
1 . _ d iLft" ll2_ I i1._ II rof II? - .1 V U . I f t . l . il 2 - ^ 2 A f 2 |ф' Ho + IIw*l о + 2 I a ' I P' Iй/*& о < Ii. o. V < € R. 

( 1 . 6 4 ) 

2 d / _ 

Воспользуемся теперь тем, что для w" (t) £ QN (J (Q)) справедливо неравенство 

Il Щс Ii, Q > W i IIw" Ii, Q, W i Ä tf, J/V >• oo, Q ç £ 2 . ( 1 . 6 5 ) 

Если ^VP (0 = ^Vp (0> t £ R, то w = w\ w ES W", i Ç J?, и потому из 
( 1 . 6 4 ) и ( 1 . 6 5 ) следует: 

4" I" »ф" I2-» + (1 W . - иг) Il » II. » + 21 «« Iß/ Il 11, «, < 0 , / 6 R. 

( 1 . 6 6 ) 
Возьмем N = N (p~\ M) начально большим, чтобы 

- f W - ^ = e > 0 . (1.67) 

Так как, без ограничения общности, можно считать min {| at \ \ >- е, то из 
( 1 . 6 6 ) и ( 1 . 6 7 ) получим неравенство 

4 1 И ф 1 * о + Ф 1 * о < 0 , у ' б Я , ( 1 . 6 8 ) 

а из него интегрируя по / от / до tt — 
\\Ф"ШЕ0 = 1 № ^ Ф ( М 1 к < в - м ^ ) ! ^ л г Ф ( / ) | | Я о 1 V / L > / . (1 .69) 

Так как нормы || С^Ф (Oik, равномерно ограничены при yt£R, то для 
t-* — оо в ( 1 . 6 9 ) получим С Я Ф ( у = 0 при у tx£ R, т. е. ф (tx) = ф ( 4 ) при 
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Докажем теперь оценку (1.59) для числа определяющих мод Мг (Wl), следуя 
в основном рассуждениям Ладыженской из [9, § 2 ] , где она доказывает анало­
гичную оценку для двумерных уравнений Навье—Стокса при краевом условии 
v \ди = 0, Отметим прежде всего, что для любого решения ф (/) задачи (1.16)— 
(1.18), лежащего в Wl, при у t£ R справедлива оценка (1.21) и вытекающая из 
энергетического равенства (1.20) и оценки (1.21) оценка 

/ L t 

\^]\Mi)t^ + ^ M h J l l ^ l U ^ < ^ + ( ^ i ) " 1 i i / i i b ( / - ' r ) . 

(1.70) 
Щ Далее из соотношения (1.57)9 используя для оценки интеграла справа нера­
венства Гельдера и Коши и неравенство Ладыженской (1.13), получим 

L 

< К I , ß + VT1 II v* Ii. а 1 w \i Q, (1.71) 

откуда следует: 
L 

4г 1Ф& + I* 1w* i . о + 2 21 a / 1 ß / 1 é t x ß < 2 ( A " 1 1' ö * & Q I ю & û> * G Я. 0.72) 

Если ^ (Ф) = 0 для v t € R> то Ф (0 = Q^O (/), и потому для Ф (0 = 

= \w\ w}, как и для любого элемента из Q ^ i ^ (ß) X П H (Q)|, справедлива 

оценка (1.65): 

HJ. Q>WI H i . Q- (1.73) 
Из оценок (1.72) и (1.73) следует неравенство 

d 
dt • ||Ф|1о + (i* W i - 2p- 1 1 vx \1 о) I w g, о + 

+ 2 2 I N I P < I K ! . Q < O , (1.74) 
/=1 

я из (1.74) — 

^ - | | Ф | | 1 о < - Л ( 0 1 | Ф | | , - V ' € # ; (1.75) 

в (1.75) h (t) = min |цХлг>+1 — 2ц _ 1 [ | 0 Я | , Q ; m i n | 2 | a j | } j . Очевидно, чтоесли 

J / l ( ê ) d l - > + o o , T - * - o o , (1.76) 
X 

то Ф (t) = 0 для v i £ JR. Используя оценку ( 1 . 7 0 ) , легко видеть, что условие 
(1 .76) заведомо выполняется, если 

W i > 2 | | / l i . Q ^ r V ~ 4 - ( 1 . 77 ) 

Известно [3, гл. I I ] , что собственные числа \Кк\ спектральной задачи (1.22) 
для оператора Стокса в случае Q cz Е2 имеют первый порядок роста по k при 
& - ^ о о , поэтому из ( 1 . 7 7 ) для Nx (30t) следует оценка ( 1 . 5 9 ) . 

Укажем теперь оценки хаусдорфовой dH (Wl) и фрактальной df (Wl) размер­
ностей аттрактора Wl — покажем, что справедлива следующая теорема. 
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Т е о р е м а 1.6. Пусть а Е Е min | ах | — достаточно большое число', а > 1. 
Тогда существуют т Е Е Т (а, р, М) > 0 и N Е Е N (а, р, М) > 1, такие, что для 
УФ (0), ф (0) Ç 2№ справедливы неравенства 

ЦФ(т) ||£ f = « V , (ф (0)) - V T (ф (0)) |к < 11Ф (0) - ф (0) \\ЕоУ / = / (т , р, М), 
(178) 

1|Ф" "(т) Ik = II Qî ^x (Ф (0)) - Qiv^x (Ф (0)) к < ô J Ф (0) | £ о , (1.79) 
0<о (а , т, p, Л4 )< 1, 

которых следуют конечность хаусдорфовой размерности dH (ВД) аттрактора 
Ш и оценка 

ан{Ш) < Mn ( j ^ g - ) In"1 = d, (1.80) 

гдг x = Y ni — постоянная Гаусса. 
Если ô < 1 / 2 , то та же константа d мажорирует и фрактальную размерность 

df (Ш) аттрактора Ш. 
Напомним, что для любого компакта.^ dimH(s£) < dim/ (s4>), причем суще­

ствуют достаточно простые примеры компактов.^*, для которых dim^(^*) = 0, 
a dim/ (j#*) > 0. 

Неравенство (1.78), оценивающее «разбегание траекторий Vx (ф (0)) и 
К т (ф(0)) на ЗК за время т», есть уже доказанное неравенство (1.62), и оно 
справедливо при у т £ ^ + и любом а > 0. 

Для доказательства неравенства (1.79), оценивающего — при 0 < ô < 1 — 
«сближение хвостов траекторий Q ^ V x (ф (0)) и Q # V T (ф (0)) на Ш за время т», 
вернемся к неравенству (1.64), оценим в нем член -уЦа^Ц!, Q В силу неравенства 
(1.65) и положим р* Е Е p* (a, p, N) Е Е min {а; рХ^ + 1}. Тогда получим: 

4IIф" И*о + и. IIФ" III. < II Ф III., V / € R+- (1-81) 
Интегрируя неравенство (1.81) по t от 0 до t£R+, придем к следующему: 

IIФ" (0 III. < IIФ" (0) HI. е-*.' + Ш*ц-*ег-»,* J || Ф ß) | | | . dg. (1.82) 
о 

Из (1.82), используя оценку (1.62). для || Ф (Ç) | к И производя элементарные под­
счеты, получим: 

IIФ"(0Ik< IIФ(0) IU. [V-iV + д , . * ^ . е"'"*»]1'2 = 

= ||Ф(0)|| Е оо(а,р,М,ЛГ), v ' 6 # + . (1.83) 
Очевидно, что при достаточно больших а и N Е Е N (a, p, M) можно выбрать 

такое т Е Е T ( О С , p, M, N), при котором величина ô в (1.83) при / = т станет мень­
ше единицы. Тогда неравенство (1.83) превращается в неравенство (1.79). 

Итак, неравенства (1.78) и (1.79) доказаны. После этого конечность хаусдор­
фовой размерности dH (Ш) аттрактора Ж и оценка (1.80) для dH (Ш) следуют из 
теоремы 1.1 работы Ладыженской [5] (см. также [7—9]), а утверждение теоремы 
1.6 о конечности (при условии 0 < ô < 1 / 2 ) фрактальной размерности df (ЭЖ) 
и оценка (1.80) для df [Ш) — из теоремы 1.2 работы Ладыженской [9]. 

§ 2. Динамическая система, порождаемая уравнениями движения 
жидкостей Кельвина—Фойгта порядка L = 1, 2, . . . 

2.1. Во введении показано, что движение жидкости Кельвина—Фойгта 
порядка L = 1,2, ... в ограниченной области Ö c P описывается — при усло­
виях (0.18) на коэффициенты v и {x m |—системой дифференциальных 
уравнений 

Ж + Vk ~Êk ~~ ~~ ̂ и ~~ Si ^ l à U l + g r a d Р = ^ d i V U = °' (2Л> 
^ v — a^t = 0, / = 1 , L ; p , р х > 0 ; ß, > 0 , а , < 0, / = 1,..., L. 
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Система (2.1) решается в QT = Q X [О, Т), О < Т < оо, при начально-краевых 
условиях 

= М * ) , М * = о = 0 , / = 1,..., Z., ̂  Ç Q ; V\ÖQT^ ul\dQT = 01 1= 1,...,L. (2.2) 

Первый основной результат настоящего параграфа — теорема об однознач­
ной классической разрешимости «в целом» при любой ограниченной области 
Q cz £ 3 начально-краевой задачи (2.1), (2.2) при уТ <С °°-

Т е о р е м а 2.1. Пусть выполнены условия: Q — ограниченная область из 
£3; д& ç С2+«; t>0 (x) Ç С2+« (Q) П Я (Q); / (х, 0 ç Z~ (0, Г; С а (Q)), 0 < 
< а < 1; ft£L2tl(QT); 0 < 7 " < < х > . Тогда начально-краевая задача (2.1), 
(2.2) имеет единственное решение 

\v; {и,} К (0, Г; С 2 + а (О) П Я (Q)) х П U7L (0, т\С2+<* (Q) n H (Q)), 

w для этого решения имеет место оценка 

ЬЛщМи^.г'.с^т<оЛЫ\^ Н Л 1 Д О О ( 0 Г . С А @ ; ll//lki.«r; ̂  
(2.3) 

причем постоянная сг не зависит от Т <; оо. 
Теорема 2.1 при любом конечном Т < оо доказана в работах Осколкова 

[17—201; при этом в его доказательствах постоянная q в оценке (2.3) зависит 
от Т и с х->- оо при Т оо. Анализ доказательств Осколкова показал (ср. § 1), 
что для того чтобы доказать теорему 2.1 и при Т = оо, достаточно получить для 
решения задачи (2.1), (2.2) следующие априорные оценки, в которых постоян­
ные в правых частях не зависят от Т <; оо: 

4-" max (У v \\l Q + p II vx \\l Q + S ßi II "i. Ill Q) + |*i II »* l l b r + 

z 0</<T /=1 ' 

+ S I «1 I P« Il « / « H i . Q r < - g " (lifo III. 0 + 1̂100.111.0) + 

+ KU «. II!, о + fi II fo* III.a),/2 + II / ||2.i.Qr] II f h.i.QT = А, (2.4) 

max (II vt ||i.о + f* II »,« ||I, a + 2 ß, || ultx ||1.Q) < (|| v, (x, 0)|| |. Q -f 
0</<T /=1 

+ fi II o „ (x, 0)||I.о + H o w ||i.о S ß,) X ехр {2 II ft \\h,Qr + 

+ 2 С в д с л Л у > Г Ч = 2Х (2.5) 

fi i | |o < «| |?.Q r + 2 i | | « / | ß i l | « / t e | | i . Q T < | | o < ( J f . 0 ) | | i . o + 
L 

+ |i II üto (*.0) IlS.e + II v0x Wla 2 ß* + 

+ 2D (II U\tuQT + V V ) . (2.6) 
Доказательству оценок (2.4)—(2.6) и посвящен п. 2.1. 

Умножим первое из уравнений системы (2.1) на v, проинтегрируем по области 
Q и воспользуемся остальными уравнениями системы (2.1) и граничными усло­
виями (2.2). Тогда при у < € Ю, Т] получим равенство 

L 

+ 2 I » , J] «,« Hl. о = (f. O)2.Q-. (2.7) 
/ = i 
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Из (2.7) следует неравенство 

4" W dlv 'к й + I* ' I v * II2'- о + S ß, II ulx HI, 0) < 

<||/||2.o(||o||i.Q + j * | | ü « l k o + S ß / | | « z « | | I . o ) , / 2 , (2.8» 
/=1 

откуда в свою очередь вытекает, что при y / Ç [О, Т] 
и 1 

if (Il v HI, Q + |i II vx Hl fi + S ß/ II "/* III. o X I l / II2.Q. (2.9) 
Интегрируя неравенство (2.9) по t £ [О, Г ] и применяя операцию максимизации 
по /, получим оценку 

L 

max (IMliß + pHMiü-f 2 ß / | | w / * l | 2 , Q ) , / 2 < 

< (II v0 Hl. о + (i H t>0* Iii.a) , / 2 + II/ lki.Qr. (2.10) 
Далее из (2.7) следует неравенство 

1 d 1 

-g" (II » III. о + I* II Iii a + S ß/ II u t x ||i o) + |*i IIv* Iii о + 

+ S I а, I ß t II ulx ||i о < H / ||2.Q (У v ||i a + (i II 111. a + 
L 

+ 2 ß / I IMIb) 1 / 2> o<t<T, (2.11) 

a из (2.11), используя оценку (2.10), интегрируя по t Ç [О, Г1 и применяя опера­
цию максимизации по мы и получим оценку (2.4). 

Продифференцируем первое из уравнений системы (2.1) по /, умножим полу­
ченное уравнение на vt, проинтегрируем по области Q и воспользуемся осталь­
ными уравнениями системы (2.1) и граничными условиями (2.2). Интегрируя по 
частям, получим равенство 

\d L 

~Y иг dlv* II«-Q
 + IХ I I ü t x - ß + 2 ß/|| и / / я m, o) + pi Ii vtx ni Q + 

z. г l~x 

+ 2 I а, I ß/ II "i/*III.о = — J tift^ti^dx + ^) 2 .Q, 0 < / < 7 \ (2Л2) 
В нижеследующих оценках нам понадобится известное неравенство Ладыжен­
ской [3, гл. 1 ]: 

l |ü | |4 \Q<(-f) 3 / 2 | l ° lkol l 0 *ll2.0' V » € ^ H ß ) . Q<=£». (2ЛЗ) 

Оценим член J = — \ vktütvXkdx в правой части равенства (2.12), используя* 
Q 

неравенства Гельдера и Юнга, неравенство (2.13) и уже доказанную оценку 
(2.4), в силу которой max | | tU | 2 f ß< ( 2 Л р - 1 ) 1 / 2 = В: 

I J\ < V* Il vx ||2§0 II vt HI. 0 < 1/3" (4)3/4 II 0 , II otx Hlfo X 

X ||o* | |^o<-Ç-Il o t o II!. 0 + ^ 5 2 ^ 1 1 0 , 1 1 1 . о II 0 < 111. O . 0 < f < r . (2.14> 

Тогда из (2.12) получим неравенство 
4г (Il t», |li а + nil v u ||i о + S ß, II ultx ||i Q) + ^ H vtx ||i a + 

Ш 1=1 
L 

+ 2 S I a, I ß, II ultx ||i а < (2 H f( ||§. а + с н И С ЛВ 2|*Г 31| vx ||i 0 ) X 
z, 

X (IIüt Iiiß + p | | v t x I i i . f i + 2 ß/ II и„*IiiQ), (2.15> 



из которого, используя лемму Гронуолла и уже доказанную оценку (2.4), 
в силу которой I vx | , . Q < ЛрГ1, пользуясь тем, что ип |*=о = v \t=o = v0 (х)ь 

I = 1, L, и применяя операцию максимизации по получим оценку (2.5). 
После этого, интегрируя неравенство (2.15) по t Ç [О, Т] и используя уже дока­
занную оценку (2.5), имеем из неравенства (1.15) и оценку (2.6). 

Априорные оценки (2.4)—(2.6) в сочетании с методом Галеркина позволяют 
доказать существование в целом на [О, Т) при у Г < о о и в произвольной огра­
ниченной области Q cz Е3 единственного обобщенного решения в смысле Лады­
женской [3] задачи (2.1), (2.2), т. е. обобщенного решения с конечными нормами 
max I vtx, Uux Ik Q И || utx, Uux Ц2, Q t ; после этого с помощью теорем вложения 

Соболева и теорем о классической разрешимости соответствующих линеаризо­
ванных задач с постоянными коэффициентами (нелинейные члены vkvXk отправ­
ляются в «свободный член» F (x, I) = f (x, t) — vkQxk)> нормы решений которых 
не зависят от Т -< оо, теорема 2.1 доказывается в полном объеме (см. [17—201). 

2.2. Во введении показано, что движение жидкости Кельвина—Фойгта 
порядка L = 1, 2, ... описывается также — при условиях (0.18) на \Xi\9 v 
и l xml — эквивалентным системе (2.1) операторным дифференциальным уравне­
нием (см. (0.38)—(0.40)) 

dtp 
dt bAi<P + ^ A 2 < p = F(x), 

в котором 

Л , = 

ПхД + A (v) 
- 1 
- 1 

-ßiA 

0 

о 

dt 

- ß 2 Ä 
0 

— а 2 

0 

(2.16) 

, Ц! > 0 , (2.17) 

Л . = 

—цА 0 0 0 
0 

0 

Ц > 0 . (2.18) 

Уравнение (2.16)—(2.18) решается в Q„ E Q х [0, оо), Q er Е3, при началь­
но-краевых условиях 

H = o = M « a i U = Ы*);0,..о}, x<E Q ; « р к . О. (2.19) 
Выберем в качестве фазового пространства задачи (2.16)—(2.19) гильбертово 

L 
пространство Et (Q) = TJ_H (Q) 13] и положим для ф = {v; ии 

1=0 
t|> = jo'; ul, H i } 

i 

[ф, = (V, V')2,Q + M- (Vx, v'x)2,Q + 2 ß/ («/*, «/*)2.Q> 
1 7 1 

l = \ 

(2.20), 

так что 1 ф ||я, ! V ||I, Q + p I Vx (I, Q + S ß* II «ix ||it ß 
1/2 

Начально-краевая задача (2.16)—(2.19), или, что то же, начально-краевая 
задача (2.1), (2.2), для уравнений движения жидкостей Кельвина—Фойгта 
порядка L — 0, 1, 2, ... является гиперболической в том смысле, что, во-первых, 
гладкость ее решений <р (х, /) по пространственным переменным x Ç Q с= Е* 
в любой момент времени t > 0 остается такой же, как и в начальный момент 
t = 0, и, во-вторых, она корректно разрешима в любой Q cz Es в тех же классах 
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функций и при тех же начальных условиях и0 (х), что при t > 0, и в сторону 
отрицательных / < 0. В самом деле, для решений задачи (2.16)—(2.19) из 
энергетического равенства (2.7) при t > 0 уже выведена оценка 

-f max u Ф | | | t ( 0 ) + p i II vx \\IQ + S IЩ I ß , II ulx II1.Q < Л , yT < o o . 

Аналогично из энергетического равенства (2.7) при t < 0 для решений задачи 
(2.16)—(2.19) выводится следующая оценка: 

т 

max IIФ HI, ( Q ) < (Il va ||ïeQ + p II v0x | M еУ? + f ev<r-T) || / ||I#Q rfT, - T < * < 0 (2.4') 
у Г < о о , Y^max j l ^ p x p " " 1 ; т а х | а / | } . 

С помощью оценок (2.4) и (2.4') Осколков показал [17—18], что на простран­
стве Е1 (Q) определена группа Vu t£ R, ограниченных нелинейных непрерыв­
ных операторов — разрешающих операторов задачи (2.16)—(2.19), однозначно 
определяющих слабое решение (решение Хопфа) ф ( • , t) = ф (t) этой задачи по 
его значению при t = 0: ф (t) = Vt ( ф (0)). 

Для решений ф (t) = Vt ( ф (0)), \ / Ф (0) £ ^i (^). к а к У ж е отмечалось выше, 
при почти всех t£R справедливо энергетическое равенство (см. (2.7)) 

- г 4 il » i11»+* ilü* и1-0+^ iа' iß< ilUix ii'-°=(/> ü)2'Q> (2-21) 

/=1 

(2.22) 

из которого для решения задачи (2.16)—(2.19) следует оценка 

II Ч> (<) Ik < ^ I - ( P T X 117 Iko, t£R, p * - m i n { Ä ; -с-куГ1; m i n i m i } , 

где Ях — первое собственное число спектральной задачи (1.22) для оператора 
Стокса. 

Оценка (2.22) означает, что шар 
5 1-{фС£ 1(и):||ф||я 1</? 1} (2.23) 

является поглощающим множеством для у В cz 93, В cz Ех (Q) и Vt (Вх) с: Въ 

т . е . все слабые решения Хопфа задачи (2.16)—(2.19) втягиваются в шар Вх 

за конечное время. Тем самым шар Вх является ограниченным глобальным 
33-аттрактором задачи (2.16)—(2.19), а тогда множество 

ЗК = П Vt(Bx) (2.24) 

является минимальным глобальным 23-аттрактором этой задачи. В силу доказан­
ной Осколковым [17—18] непрерывности группы Vt, t£R, аттрактор ЗК 
является непустым, связанным и инвариантным множеством в Ех (Q). 

2.3. Представим разрешающий оператор Vt задачи (2.16)—(2.19) при t > 0 
в виде суммы Vt '= Wt + Ut, где Wt есть разрешающий оператор для линейной 
задачи 

0, / > 0 , dt 1 "3" 1 dt 
w | , = 0 = <p(0), x£Q; w | Ô Q o o = 0, 

в которой оператор Л 3 имеет вид 

- |iiÂ — ß i A — р 2 Д . . . — 

— 1 — а х 0 . . . 
- 1 0 — а 2 . . . 

(2.25) 

12.26) 

РгЛ 
о 
о 

(2.27) 



a Ut — разрешающий оператор нелинейной задачи 

= О, xÇQ; 4 > к » = 0 , 
в которой G (t) = F (x) — Л 4 (ф), ф (t) = Vt (Ф (0)), и 

А (о) 0 0 0 
О 
О 

Л 4 (ф) = Л(у) = 

(2.Щ 

(2.29> 

(2.30)) 

О 
Очевидно, что 

Ф (0 ЕЕ Vt (Ф (0)) = w (0 + Ч> (*) s W > + 1/д>, t > 0. (2.31) 

Для решения w (t) = Wt Ф (f) = (а>, w) линейной задачи (2.25)—(2.27) при 
у Ф (0) £ £ х (Q) и при почти всех t£ R+ справедливо однородное энергетиче­
ское равенство (2.21) 

• H l l l ^ x II2.Q+ 2 la/lßill *i* | | i .Q=:0, 
1=1 

(2.32) 

из которого легко следует оценка 
| | V ^ l k s | | w ( 0 l k < | | 4 ) ( 0 ) | | £ l ^ , t£R\ (2.33) 

причем показатель р* определен в (2.22). Оценка (2.33) показывает, что линей* 
ная полугруппа Wt при t Ç R+ является на Ег (Q) экспоненциально сжимаю­
щей 17—9]. Очевидно, что f] Wt (ßi) = 0 . 

Покажем теперь, что нелинейная полугруппа Uu t £ /? + , порождаемая 
задачей (2.28)—(2.30), при t £ R+ является вполне непрерывной в пространстве 
Et (Q). Для этого отметим прежде всего, что если <р (t) Ç Ег (Q) при / £ R+

y 

то в силу неравенства (2.13) в случае Q Ç E3 G (t) Ç L 3 / 2 (Q), £Ç Поэтому 
нужное нам утверждение будет доказано, если мы покажем, что справедлива 
следующая теорема: 

Т е о р е м а 2.2. Пусть Q — ограниченная область из E3; ôQ Ç С 2; 
G (t) g L p (Q), p > 1, y t£ R+. Тогда для слабого решения Хопфа линейной 
задачи (2.28)—(2.30) справедлива оценка 

Il U# (t) ||ЙЬ== II ф (0 ||ЙЬ< с2 Л G (0 ||„>0, t £ Я + , (2.34) 
причем постоянная С2 зависит только от p, p, pj а области Q. 

Теорему 2.2 достаточно доказать для р = 3/2. 
Из результатов В. А. Солонникова (см., например, [3, гл. II ]) следует, что 

£+1 

оператор Л 3 , переводящий пространство J J Wt/2 (Q) в L3/2 (Й), имеет ограни-

ченный обратный Лз - 1, и для y w (х) € ' £ 3 / 2 (й) справедлива оценка I Л3 1 W Ц 3 / 2 , Q < Сз У W | | 3 / 2, Q, (2.35) 
причем постоянная С 3 зависит только от области Q. Применим оператор Л " 1 

к обеим частям (2.28) и результат проинтегрируем по t от 0 до t £ R+. Тогда 
получим: 

Л?1 Ц (t) + J of) (т) di + Лз 1Л2я1? (t) = j Л3 1 G (т) dx = H (/), / ç (2.36) 

В уравнении (2.36)" оператор ß = Л; 1 + Л^Л, ограничен в пространстве 

П ^ 3 / 2 (Q), а # ( . , 0 Ç 1^3/2 (Q), 4tÇR+- Тогда для нахождения Ц> ( . , 0 € 
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Ç Ц Wi/2 (й) мы получаем операторно-интегральное уравнение вольтерровс-
/=1 

кого типа 
t 

( О + f У С*) dx - H (0, / e # + (2.37) 
ô 

с ограниченным в пространстве Ц W\/2 (Q) оператором В. Хорошо известно, 

что уравнение [(2.37) имеет в пространстве Ц W\j2 (й) единственное решение, 

и для этого решения верна оценка 

I IУ ( О | | 0 Ь < с* Il H (t) Цз/2. Q» * € # + , (2.38) 
из которой в свою очередь и следует оценка (2.34). Наконец, полная непрерыв­
ность полугруппы Ut, t Ç R+, в пространстве Ег (й) следует из компактности 
вложения пространства Wt/2 (Q) в пространство W\+z (й), 0 < 8 < 1 (см., 
например, [3, гл. I ]). 

Итак, мы показали, что группа Vt разрешающих операторов задачи (2.16)— 
(2.19), действующая на фазовом пространстве Ех (й), при у t £ R+ является 
суммой линейной экспоненциально сжимающей полугруппы Wt и вполне непре­
рывной нелинейной полугруппы Ut, т. е. полугруппа Vt при t Ç R+ принадле­
жит классу 2 асимптотически компактных полугрупп. Поэтому из доказанных 
Ладыженской [7—9] общих теорем о свойствах полугрупп класса 2 следует 
теорема. 

Т е о р е м а 2.3. Начально-краевая задача (2.16)—(2.19) для уравнений 
движения жидкостей Кельвина—Фойгта порядка L = 1, 2, ... в произвольной 
ограниченной области й cz Е3 имеет в фазовом пространстве. Ег (й) минималь­
ный глобальный B-аттрактор Wl, определенный формулой (2.24) Ж ЕЕ П Vt (Вх) ЕЕ 

ЕЕ f l Ut ( ß i ) > который является непустым, инвариантным, связным ком-

L+1 
пактом в Ех (й) и ограниченным в Ц \ W\j2 (й) fl H (й)} множеством. Ат-
трактор 9й имеет конечные хаусдорфову dH (Ш) и фрактальную df (Ш) 
размерности, которые оцениваются лишь через данные задачи. 

Группа ^разрешающих операторов задачи (2.16)—(2.19), действующая при 
Y t € R на аттракторе 30Î, и является динамической системой \3R; Vt, t£R\, 
порождаемой начально-краевой задачей (2.16)—(2.19) о трехмерных движениях 
жидкостей Кельвина—Фойгта порядка L = 1, 2, ... 

2.4. Докажем теперь «конечномерность динамики Vt на ЗК», используя обо­
значения п. 1.4; покажем, что справедлива следующая теорема. 

Т е о р е м а 2.4. Существует число N = N (р"1, рГ 1; sup ||ср ||с <оЛ < оо, 
такое, что полная орбита у (ф (0)) ЕЕ {Vt (ф (0)), t £ R] решений задачи 
(2.16)—(2.19) при у ф (0) £ Ш однозначно восстанавливается по ее ортопроещии 
&Ny (ф (0)) = \&NVt (Ф (0)), t£R\ на подпространство Ц &**. 

Пусть Ф (f) ЕЕ ф (/) — ф (f) = \w; w} — разность двух произвольных реше­
ний, ф (0 ЕЕ {У; и] и ф ЕЕ \v, и} , задачи (2.16)—(2.19) из ЗК, Ф" (0 ЕЕ ф" (/) — 
— ф" (/) ЕЕ \w", w"} ЕЕ QN \ w, w}. Для Ф (t) и Ф" (t) справедливы следующие 
равенства (ср. (1.57) и (1.58)): 

"Г "ЗГ II ф II1'» + ^ II ^ 1Ь2. о + S I «/1 ß/ II Л / , III о - J wkvwXkdx, t£R, (2.39) 
^ a i l = \ Q K 

1 d ^ f 

T"5F I I ф " 11^ + I*1 II w"x 11^ й + Д Iа< I Il û " t x

 Q = J ( 0 " ш + ^ 4 d x ' l ^ R -
(2.40) 
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Положим M ЕЕ sup ||ф|1с (Q). Из определения аттрактора 30Î: ЗИ = fl Ut(Bi)> 
оценки (2.22) для || ф (t) \\El, определения G (t), теоремы 2.2 и теоремы вложения 
W2

s+i/2 (Q) с s > 1 в С (Q), когда Q cz Е3, следует, что величина M зависит 
только от l/lls+i» V s > Ь P» Рг и Q. Тогда из соотношения (2.39) получим 
(ср. (1.61), (1.62)): 

и потому 

IIФ (0 Ik, < IIФ (0) I k ехр ( - ^ 1 / ) = у Ф (0) | k I (р; рГ1; f), 16 R. (2.42) 

Правую часть соотношения (2.40) оценим так (ср. (1.63)): 
2М 2 

Pi 
I j (hw + wkv) w"Xk dx j < B - il w i Ц 0 + II a, „jeQ. (2.43) 

Тогда из (2.40) и (2.43) получим неравенство (ср. (1.64)) 

4" IФ" №. + "T u w"x И».о + I* ̂  II о»; III.Q + S I 1 Р/ Il III. a < 

<-^-11 и» 111.0, Д. (2-44) 

Используя далее неравенство (1.65) и пользуясь тем, что если ^Vp (0 = 
•== {?N<f> (t), у tÇ. R> то и ш = w", w = да", у * £ из (2.44) и (1.65) получим 

<ср. (1.66)): 

"Г 1 Г I I ф H b + I* I l l u . а + ( " Г * ™ - " Т г ) I I « » " Ш . о -I-

+ 2 | « , 1 М | Л " Л о < 0 , / С / ? . (2.45) 
1=1 

Возьмем затем N ~ N (р"1; Л1) настолько большим, чтобы 
2М 

Pi 
^ W - - ^ = e > < > , (2.46) 

« положим ex—minj-j—s e; min | а г | j . . Тогда из (2.45) получим неравенство 

(ср. (1.68)) 1 4 

"Г4 I I ф *№. + ß i I I ф ' ' W h < 0 , (2.47) 
откуда и следует (см. п. 1.4), что Ф" (t) = 0 при у t£ R, и потому ф (0 = ф (/) 
при y t£ R. 

Получим теперь оценку для числа определяющих мод аттрактора ЗЯ. 
Отметим прежде всего, что для любого решения ф (/) задачи (2.16)—(2.19), 
лежащего в 3№, при у t £ R справедливы оценка (2.22), вытекающая из нее 
оценка 

m a x H -5- (2.48) 
t£R M-

и следующая вытекающая из (2.21) и (2.22) оценка (ср. (1.70)): 
t L t 

Pi J II vx (I) HI. Q dl + S IЩ I ß, J II ulx HI,Qdl < f - + Ш'1 II f WlQ (t-t). (2.49) 

Из соотношения (2.39), используя для оценки интеграла справа неравенства 
Гельдера и Юнга, неравенство Ладыженской (2.13) и оценку (2.48), получим 
(ср. (2.14) и (1.71)) 

4 " чг I I ф II*. + ̂  I I w * I & й + Д I а < I P' Il w<* Wl о < ( 4 - ) 3 / 4 I I ö * H*-0 I I w № x 

X II wx Wl% ( ^ ) 1 / 4 < - f - II o>, HI,0 + с ч И С Л РГ3 II S x | | i , 0 II w | | i e 0 , (2.50) 
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откуда (ср. (1.72)) 

4г I I ф НЬ. + 1*1 II *>* И?, о + 2 S I « /1 ß, II (Ii. Q < 

< ^ „ ( г Г 3 II Sx II!, о II III. Q, (2.51> 

Далее, если ^ (Ф) = 0, v t € Т О Ф ( 0 = Q/v^ ( 0 . и потому для cp (t) ~é. 
= \w; w} справедлива оценка (1.65): Ц'о̂ Цг, Q ^ - ^ - H Й- Тогда из оценки 
(2,51) следует неравенство (ср. (1.74)) 

L 

+ 2 S I «/1 ß/ | | */* Hi. a < 0, y/te R, (2.52) 

откуда вытекает (ср. (1.75)): 

^\\®\\K<~-f}(t)\\®\\K VteR, (2.53) 

причем h (t) ~ min {piJ^+i — 2с ч и с л рГ 3 | | S* | t Q ; min {2 | at \\\. Очевидно, что 
если 1 

t 

Jfc(Ê)dg-»- + oo, T - * - o o , (2.54) 
T 

то Ф (f) = 0. для v t£ R- Используя оценку (2.49), легко видеть, что условие 
(2.54) заведомо выполняется, если (ср. (1.77)) 

W > 2 c e c a | | / | | ï . o A Ï ( w O " V ( l ^ r 1 - : " ' (2.55) 

Известно [3, гл. II ], что собственные числа \Xh\ спектральной задачи (1.22) 
для оператора Стокса в случае Q c P имеют порядок роста & 2 / 3 при k оо. 
Тогда из (2.55), вспоминая определение Rx (см. (2.22)), получим следующую 
оценку для числа определяющих мод Nx (Ш) аттрактора задачи (2.16)—(2.19): 

Nx (Ш) < d p - 9 / 4 (р!р*)- 3/ 2 + с2) 

— в которой, как и в опенке (1.59), постоянная сх зависит только от \f\^^ 
и области Q, а постоянная с2 — только от области Q £ Е3. 

Покажем теперь, что если а = min j р х p"1; min | щ | | есть достаточно боль­
шое число, то из соотношений (2.39) и (2.40) следуют конечность хаусдорфовой 
dH (Ш) и фрактальной df (Ж) размерностей аттрактора Ш и оценка для них (1.80). 

Т е о р е м а 2.5. Пусть а > 1. Тогда существуют т = т (а, р, р ь М) > 0 
и N (а, р, р ь М) > 1, такие, что при у<р (0), <р (0) Ç 3№ для решений ф (t) 
ЕЕ Vt (Ф (0)) и ф (t) = (ф (0)) задачи (2.16)—(2.19) справедливы неравенства 
(1.78) w (1.79), которых, как и в теореме 1.6, пргг 0 < ô < 1 следуют конеч­
ность хаусдорфовой размерности dH (Ш) и оценка для нее (1.80), а при 0 < ô < 
< 1/2 — конечность фрактальной размерности df (Ш) и оценка для нее (1.80).. 

Неравенство (1.78) есть уже доказанное неравенство (2.42), и оно справед­
ливо при у т Ç 7?+ и у а > 0. Для доказательства неравенства (1.79) обратимся 
к неравенству (2.44), оценим в нем член-^| |до*!, о в силу неравенства (1.65) 
и положим р^ = min {а; р, Тогда получим (ср. (1.81)): 

- |- ! |Ф"1(1 1+^||Ф"||1 1 <4М^Г 1 1 |Ф | |1г, . V ^ « + - (2.56) 

Интегрируя (2.56) по t от 0 до t ç R+, имеем (ср. (1.82)) 
t 

I Ф f I < К Ф"(0) ЦК er».' + 4MVrV-^< j И Ф (E) Hl, e»* dl, (2.57). 
0 
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1 | Ф Ч 0 1 к < 1 1 Ф ( 0 ) 1 к 

а из этого неравенства, используя оценку (2.42) для Ц Ф ^ и производя элемен­
тарные подсчеты, приходим к следующему (ср. (1.83)): 

- Ц Ф ( 0 ) 1 к о ( а , р ь Л 1 , ^ ) , (2.58) 
После этого доказательство теоремы 2.5 завершается точно так же, как и дока­
зательство теоремы 1.6. 
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