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Пусть рб(0, оо), — о о < а < 6 < о о ; Нр(а, Ь) обозначает пространство 
функций, голоморфных при a<\mz<cb и для которых 

( оо \1/р 

\\f(x+iy)\'dx\ < o o . 
Теория пространств Нр в полуплоскости (в принятых обозначениях — 
пространств Я35(0, оо)) развита в такой же степени, как и теория прост­
ранств Нр в круге [1] —[3]. 

Введем в рассмотрение пространство Нр как совокупность функций, голо 
морфных при imz^>0 и для которых 

| | /Ц;= sup \l\f(reu)\pdr\ P<cx>. 

Пространство Я* рассматривалось М. М. Джрбашяном [4], установившим 
совпадение классов Я* и Я2(0, оо). В настоящей работе доказывается сле­
дующая 

Теарема 1. Пусть рб (0, оо). Тогда 1) НР = Яр(0, ос), 2) Л | | / | | < 
^ J l / l C ^ S H ^ U где А, В от f не зависят, 0 < Л < В < о о . 

Доказательство теоремы 1 отлично от доказательства М. М. Джрба-
шяна. 

Остальная часть статьи посвящена приложениям теоремы 1, и, в пер­
вую очередь,— к теории пространств Нр в полосе, т.е. к теории прост­
ранств Яр(—«г, а), 0€ (0, оо). Несмотря на то, что пространства 
Нр(—сг, а) встречаются в литературе (см., например, |[5]), они не были 
изучены с такой полнотой, как пространства Нр в круге и полуплоскости. 
На основании теоремы 1 в § 2 описывается оператор, задающий изомор­
физм между пространствами Нр в полосе и полуплоскости. Последнее 
обстоятельство (помимо его самостоятельной роли) позволило решить 
в § 3 специальную интерполяционную задачу дляпространствЯр(—о, о). 

Пусть Z = {гп}™=1 — последовательность точек из полосы | Im z | <С ст. 
Обозначим через Т оператор, действующий из Яр(— or, а) по правилу: Tf(z)=^ 
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Т е о р е м а 2. Пусть р£(0, оо). Для того чтобы ТНР(— а, а) = 1Р
У необ­

ходимо и достаточно, чтобы 1) inf \гп — zm | > 0 , 2) supJ Im гд | < а * 

Теорема 2 близка по форме следующему результату Г. Шапиро и 
А. Шилдса [б]. Пусть {zn} вещественна, а А2 (о) обозначает пространства 
функций, голоморфных при | Im z\ < а и для которых 

j J \f(x + iy)\2dxdy<Coo; 
\у\<<* 

тогда условие ТА2(о)=12 эквивалентно условию 1) теоремы 2. Аналог 
теоремы 2 для полуплоскости был получен автором в [7]. 

С рассмотренной интерполяционной задачей тесно связана задача о 
базисе Рисса из экспонент. Пусть L% обозначает (гильбертово) прост­
ранство измеримых функций, для которых 

II / (*) ко = II / (*) еХР ( - * I X I) IILVCCC, < °°-

Из теоремы 2 выводится 
Т е о р е м а 3. Пусть |Imzn |<С°- Для того чтобы система {exp(iznx)}™=v 

была базисом Рисса в замыкании своей линейной оболочки по норме Ll, необ­
ходимо и достаточно, чтобы выполнялись условия 1), 2) теоремы 2. 

§ 1. Доказательство теоремы 1 

Пусть /бЯ^, покажем, что / 6 # р ( 0 , оо) и | | / | | р < 21/р | | / | |*. Сначала 
предположим большее: при некотором г^>0 функция f(z) голоморфна 
в секторе — е < arg г < я + & и 

н/н,.в= SUP j i / ^ H <о°-

Через ^С(г) обозначим круг с центром в точке z радиуса |z |sine, через 
R(z)—пересечение кольца /-4=121(1—sin е) < \Ц < \г\ (1 +sin e) = г 2 с 
сектором а<arg | < | 3 , где лучи argg = a, (3 касаются границы K(z). 
Если Im г > 0 , то Л^2) и R(z) принадлежат рассматриваемому сектору. 
В силу субгармоничности функции | / ( | ) | р 

l/0lp< i Л , f f l / 0 l p ^ ^ < i Л , f('l/(i)lp^^ = 
л; | z |2 sin2 8 J J я I z |2 sin2 e J J 

K(z) R(z) 

= * и?1/К)Гг£/г< ^-a)^+ s ing) л»/ц' ) ' = _ £ L -
tt|z|2sin2ej J I M " J t | z | s i n 2 8 W ^ A e ' | Z | 

a rt 

Отсюда следует, что 
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V 6 > 0 , m — целое, т^р~\ Множители xm(x + id)~m
y (i6x)-l(ei6x—1) огра­

ничены по модулю единицей, и при 8->0 имеем 
Jbz — 1 

1. ^ т г - ^ - 1 

причем сходимость во втором случае равномерная на каждом компакте, 
а в первом — равномерная вне любой окрестности точки z=0. Поэтому 
:fc(x)-+-f(x) при 6-^0 в метрике Lp(—оо, оо). Но (квази) норма f&(x) в 
Lp(—оо, со) совпадает с (квази) нормой f&{z) в # р (0 , оо). Поэтому при 
...6-Я) f&(z) сходится в метрике #р(0, оо). В силу полноты # р (0 , оо) пре­
дельная функция принадлежит #р(0, оо). Она должна совпасть с f(z) 
по следующей.причине. Благодаря неравенству (см. [7]) 

\g(z)\<cp\\g\\p{lmzr1"', geHp(0,oc), (1) 

сходимость в метрике Яр(0, оо) влечет равномерную сходимость к пре­
дельной функции на каждом компакте в полуплоскости 1 т г > 0 . Но 
f6(z)-+f(z) равномерно на каждом таком компакте. Итак, f(z)£Hp(0, оо) 
и 

im i l p
P = ]\f(x)\Pdx<2{\\f(z)\\y. 

Рассмотрим теперь общий случай. Выбранная должным образом ветвь 
. Я . Я 2 
1-^- -I 1 + 8 

функции w — е 2 (ze 2) я осуществляет отображение полуплоскости lmz^>0 
на сектор — е <[ arg w <^ л + 8. Оэраз луча arg z = G обозначим через 

2 
arg^ = t\ у = — е. Тогда 

j | / ( г ) |М|г|=^- j I / O * 'Г7) I'M md|H. 
о 

юткуда видно, что функция 
о 

V . я . я 1 

h(w) = (l+y)-1"'w p(l+w f{e 2 ( ^ 2)1+v} 

удовлетворяет условиям только что разобранного случая, причем || /Ё (КУ) ||* = 
= || / Ц;. Поэтому Д (да) 6 Яр (0, ос) и 

| | / е И | | р < 2 1 / р | | / | | ; . (2) 

Зафиксируем у > 0 . Из представления /е(^) видно, что fs(w)-+f(w) при 
8-^0, а значит, и \fe(w) \-+\f{w) | в каждой точке прямой 1 т ш = у . Бла­
годаря этому и неравенству (2), по теореме Фату заключаем, что 

оо 

j|/(.t + ^)|"dx<2(||/|f/. 
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Так как здесь у^>0 произвольно, то этим включение Щ CZ Н (0, ос) и нера­
венство H/II ^ 2 1 / / 7 | | / | | * полностью доказаны. 

Остается показать, что VfQHp(0, оо) и V9G (0, я) 
оо 

]\nrei9)\pdr<Cy\\p
p, (ЗУ 

О 

где С от / и 8 не зависит. 
Рассмотрим отображение w = i(l+z) (I—z)~x круга | ^ | < 1 на полу­

плоскость 1 т ш > 0 . При этом [3], |[7] оператор f(w)^g(z) = 
= (1—z)~2/pf{i(l +z) (1—г)-1} изоморфно отображаетНр(О, оо) на прост­
ранство Нр в круге. 

Прообразом луча argw = Q будет некоторая дуга /(G) окружности,, 
соединяющая точки z=±l. Так как r= \ w |, то 

оо 

о /(e) 

= \ \2(*)\Р*М*)+ f \ei?)\pd^(z\ (4) 
/(9) /(G) 

где d[ii(z)=p(z, l)dp(z, — 1), d\i2(z)=p(z, — \)d{—p(z, 1)} (p(zb z2) 
обозначает расстояние между точками zt и 22). Так как движению в пло­
скости w по лучу arg w=Q из начала координат отвечает движение в 
плоскости z от точки 2 = — 1 к точке г = 1 , то меры |хь JLI2 неотрица­
тельны. 

Воспользуемся следующей (см. [2], стр. 157, 163) теоремой Л. Карле-
сона: если \i(z)—неотрицательная мера, определенная на борелевских. 
подмножествах круга | 2 | < 1 , то неравенство 

jk(z)|pd|i(z)<C||£||£ Vg£Hp 

выполняется тогда и только тогда, когда \x(S)^.Ah для любого множе­
ства S={z = reu: \—h<r<l, t0<t<t0 + h}. При этом С<4(80)4Л. 

Легко видеть, что для мер \ii{z), JLI2(2) условия теоремы Л. Карлесо-
на выполняются. Поэтому Vg£Hp в круге 

J \g(*)\PdM*)<C\\g\$ ft = l,2, 0 6 (0, л). 
/(e) 

Подставляя полученные неравенства в (4) и учитывая, что ||g||£^S£p||/||£, 
получаем требуемое неравенство (3). Теорема 1 полностью доказана. 

§ 2. Пространства Нр в полосе 

Рассмотрим отображение ^ = ехр(—+ t-5-j полосы | Imz|<tf на полу­лег 2 / 
плоскость 1 п ш > 0 . Обратное отображение имеет вид z= — (In w — i — ] , 

^ л \ 2 / 
О < arg w < я. В дальнейшем, когда будет фигурировать функция w^p, надо 
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подразумевать, что фиксирована некоторая ее однозначная ветвь в полупло­
скости 1тдо>0. 

П р е д л о ж е н и е . Пусть р£(0, оо), f^Hp(—ata). Тогда оператор 
f (г) —> до~1/р/ |—I In до — г —) 1 задает изоморфизм между пространствами 

Нр(—о,в) и Нр(0, оо). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть | у | <Сст. При отображении до прямая linz = у 

перейдет в луч arg до = — (1 + — \ = а {у). Пусть | до | = г, тогда d* == 

= 2ая"1|дор1с(г и 

j |/ (* + iyfdx = ^ j J / 1 ^ . (in (r̂ >) - * f)} |VI"1 *, 
— о» О 

откуда следует, что рассматриваемый оператор задает изоморфизм между 
Нр (—а, а) и Я£. Остается сослаться на теорему 1. 

Доказанное предложение и известные свойства пространств # р (0 , оо) 
дают возможность сформулировать нужные для дальнейших приложе­
ний свойства пространств Нр(—а, а). 

С в о й с т в о 1. Пространства Нр(—а, а) являются банаховыми при 
/?G[1, оо) и пространствами Фреше (полными квазинор мир о ванными 
пространствами) при /?G (0, 1). 

С в о й с т в о 2. При pG (О, оо) для V/G#p(—а, о) имеет место пред­
ставление f(z) = B(z)E(z)) где E(z) ф$ при |Im z\ < а , E(z)QHp (—а, а) , 
^р11Л1р^11£||р^=5р||Л|р, а ^(z)—произведение Бляшке для полосы, по­
строенное по корням {zn} функции f(z): 

^ . Ч ё Ь ' У п -©--'(•ir)»,, 
H i H • ,»p(i)+„P(§) 

где m — кратность корня z=0 , |6ft| = l. 
Кроме того, из неравенства (1) и предложения вытекает 
С в о й с т в о 3. Если /?G (0, оо), то для V/g#p(—а, а) 

i/(z)i<^miP{cosfj"1/p, i0i<<»-
Свойство 3 немедленно влечет 
С в о й с т в о 4. # з сходимости в метрике Нр(—а, а) следует равно­

мерная сходимость на каждом компакте в полосе | I m z | < a . 

§ 3. Доказательство теоремы 2 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Если выполнены условия 1), 2) теоремы 2, то 
(см. [7]) ТНр(—о, оо) = 1р. Но ТНр(—о, оо)аТНр(—в, а). Остается по­
казать, что IPZDTHP(—а, а). 
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Для этого воспользуемся одним приемом, применявшимся по друго­
му поводу еще М. Планшерелем и Г. Пойя [8]. 

Пусть 6± = inf \zn—zm\, 62 = inf (a—|Imz n | ) , 6=min (6Ь б2), Kn = 
пфт п 

= {z: \z—гп|<6/2}. По построению круги Кп не пересекаются. Если 
/6ЯР(—а, а), то функция \f(z) \р субгармонична. Поэтому 

К 

S l ^ ^ ' ^ ^ i ^Uf(x + iy)fdxdy^ 

—O" —oo 

а это и означает, что ТНР(—a, a)c=/p. 
Н е о б х о д и м о с т ь условия 2) вытекает из леммэг [7]: lpZDTHp( — сг, ос) =̂> 

=Ф inf lmz„ > — a. 

Для доказательства необходимости условия 1) используем прием 
перехода к фактор-пространствам, который впервые к интерполяцион­
ным задачам применили Г. Шапиро и А. Шилдс [6]. 

Пусть N={f(z) : f(z)£Hp(—o, a), f(zn)=0 Vn}. В силу свойства 4, 
N— замкнутое подпространство в Яр(—a, а). Благодаря этому и свой­
ству 1, фактор-пространство Яр(—a, o)/N является банаховым прост­
ранством при р^\ и пространством Фреше при р<\ соответственно с 
нормой и квазинормой 

II Б11 = inf ||/II,, Ш=М|Ш?. 

где g — класс эквивалентности по модулю N. 
Покажем, что из условия 2) теоремы 2 (уже доказанного) и вклю­

чения 1раТНр(—а, а) следует условие 1). Обозначим через Р линейный 
оператор, ставящий в соответствие последовательности {сп}В1р класс 
эквивалентности по модулю N, состоящий из 'всех функций f(z) таких, 
что f(zn)=cn Vn. Покажем, что оператор Р замкнут. Надо убедиться, 

i i 
что из условий {с£

п}-^{сп} в метрике /р и P{c^}->-g в метрике 
Нр(—о, o)/N следует, что {cn}£lp и 1 = Р{сп). 

Включение {сп} G1Р справедливо в силу полноты пространств 1Р. Положим 
%i=zp{c

l
ny Так как £*-**£ в метрике фактор-пространства, то найдутся функ­

ции fi £ Ь» / б £ такие, что Д -> / в метрике Нр (— ст, сг). По свойству 4 при 
фиксированном zk имеем fi(Zk)-*f(zk). Но Д-(^) =Ck-*ck. Значит, f(Zk) = ck 

V k. Но все функции из g принимают на {£„} те же значения, что и /(г). 
Таким образом, Р{сп} = I-
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Пространства 1Р являются банаховыми при р > 1 и пространствами Фреше 
при р < 1 соответственно с нормой || {сп} \\ и квазинормой || {сп} \\р

р, где 
\\{сп} \\р = у< \сп \Р- Итак, оператор Р, будучи замкнутым, отображает про­
странство Фреше (1Р) в пространстве Фреше (Hp/N). По теореме о замкнутом 
графике Р ограничен. Значит, каждая последовательность еп = {^nk}2=^ n = 
= 1,2, . . . ; может быть проинтерполирована в точках {^} функцией 
fn (г) б Нр (— (Т, а) так, что sup || /„ (z) || < ос. 

Пусть {^г}—корни /n(^), Sn{z) — произведение Бляшке для полосы 
|Im z\<.o, построенное по корням {h}. По построению {Хг}^{гк}кФп; 
пусть Bn(z) —произведение Бляшке для той же полосы с корнями в точ­
ках {г,}кфп. 

По свойству 2, fn(z) =Bn(z)En(z)) где £„€№(—а, а) и нормы Еп и fn 
в Яр(—а, а) эквивалентны. Теперь l=fn(zn) = Bn(zn)En(zn), En(zn) = 
= {Bn(zn)}-\ 

Применим к En(z) свойство 3: 

| В „ Ы Г = | ^ Ы 1 < с р | | £ „ | | Р { с о 5 - ^ | < M J c o s ^ | ,. 

где уп = 1тгп. Так как условие 2) теоремы уже доказано, то отсюда 
inf |§„(zn)| > 0 . А значит, и inf | Bn (zn) | > 0, ибо каждый сомножитель 

п п 
в произведении Бляшке не превосходит по модулю единицы. 

Теорема 2 будет полностью доказана, если мы убедимся, что при усло­
вии 2) теоремы inf | Вп (гп) | > О -Ф inf | гп — zk \ >0 . 

Запишем | 5 п ( г п ) | в виде 

ехр 2а —1 

ехр, — | + 1 k^n 

1-ехр {-£-(**-*„)) 

1 + e x p{"2o" ( z*~Z n )} 

__ т т гиг (5) 
Ltlk 

Если бы inf \zk — гп\=0, то и lim ank = 0 по некоторой подпоследователь-
n^k 

ности индексов. Показав, что inf | cnk | > 0 по той же подпоследователь­
ности, мы придем к противоречию с условием vinf | Bn (zn) | ]> 0, ведь все 

п 
остальные дроби-сомножители в (5) не превосходят единицы. 

Пусть zn = zk+a,nh> ocnh-+0. Тогда 
к = | + { ( ^ - z * ) - a 4 | < - { | I m ^ 4 - ^ | | 2a t J | о* I * ) 

Благодаря условию 2) и тому, что ank ->0, Я5 > 0 такое, что —\zk — zn 
Z(T 

^ 3 t — б. 
Поэтому inf Cnk = inf | 1 + exp {— (zk — zn) \ > 0. 

б Математический сборник, т. 96(138), № 1 
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§ 4. Доказательство теоремы 3 
Вернемся к оператору Р. Как было установлено при доказательстве 

теоремы 2, условие 1рсиТНр(—а, а) влечет ограниченность оператора Р. 
Если же 1Р = ТНР(—а, а), то Р отображает 1Р на Hp/N взаимно одно­
значно. Применив теорему Банаха об обратном операторе, получаем, что 
из условия ТНР(—а, о)=1р следует, что Р — изоморфизм между 1Р и 
Hp/N. Так как обратное утверждение очевидно, то заключаем: объедине­
ние условий 1), 2) теоремы 2 эквивалентно тому, что последовательность 
{Sn}£Li образует в Hp/N базис, изоморфный естественному базису про­
странства 1Р\ здесь 8п — элемент Hp/N, все представители которого рав­
ны 1 в точке zn и равны нулю при z=zh9 кфп. 

Желая изучить базисные в L2 системы вида 
{exp(iznx)}, (6) 

мы должны ограничиться неполными системами. Действительно, такая 
система должна быть минимальной; 3 hx 6 {Llf = LlG : <exp(iznx), hx (х)у =0 , 
п=2, 3 , . . . , А^О. По теореме Пали—Винера Г еш hx (t) dt =F (z) £ Н2 (— сг, сг). 
Функция (z—Zi) (z—2ia)~iF(z) также принадлежит Я2(—а, а); пусть 
h — ее прообраз Фурье. Тогда система (6) аннулируется нетривиаль­
ным функционалом (h) над L2

G. 
Пусть L2

G (Z)—замыкание в L2
G линейной оболочки системы (6). 

Пусть Ф — аннулятор ^(Z) (он совпадает с прообразом Фурье множе­
ства N); тогда (см. [2], стр. ПО) {L2

G (Z)}* = Ь_2
0/Ф. Пусть {hn} —после­

довательность из {L2
a(Z)}*9 образующая с (6) биортогональную систе­

му. Хорошо известно, что обе последовательности одновременно обра­
зуют или не образуют базис Рисса соответственно в {L2

a{Z)}* и L2
G (Z). 

Но образом Фурье последовательности {hn} является, очевидно, последо­
вательность {6П}. Так как оператор Фурье задает изоморфизм LJGIQ) и 
HpjN, то остается воспользоваться выводом, сделанным в конце первого 
абзаца. 

(Поступила в редакцию 3/1 1974 .г.) 
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